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B PROLOGD

Tras un atento estudio de la teoria que abre cada capitulo, recuérdese que, como proceso de
asimilacion mds indicado, se ha de tratar de resolver por propia cuenta los mas posibles de los
problemas y comparar después los resultados obtenidos con los que aparecen en el libro; y en
ocasiones serd muy provechoso revisar previamente los strucoss Iogicos, por asi llamarlos, que
permiten muchas veces emprender la resolucién de un problema de aquellos que constituyen
¢l wdolor de cabezan de todo principiante, En suma, la coleccion de problemas que aqui se
presenta obedece a la clara conviccion de que todo curso de matemdtica tiene por columna
vertebral el estudio y solucidn de ejercicios y problemas.

El autor desea manifestar su agra.dmm::nto al prﬂfmr Jestis Marla Castafio por la rms:dn
critica de la obra y por sus valiosas sugerencias, asi como a los sefiores Francisco Gutiérrez y
Wenceslao Ortega, de Harper & Row Latinoamericana, por la colaboracidn y estimulo que en
todo momento le brindaron.

A, Pmezon



CAPITULO [l

Numeros reales

LOS AXIOMAS DE CUERPO

Al tratar con el conjunto R de nimeros reales definimos la existencia de dos operaciones lla-
madas adicidn y multiplicacion, tales que para cada par de nlimeros reales x y y podemos formar
la suma de x y ¥, que no s otra cosa que el ndmero real designado por x 4+ y, v el producro de
x y y designado por xy o por x - y. Se supone que la suma x + y y el producto xy estan uni-
vocamente determinados por x y y. En otras palabras, dados x y y, hay exactamente un niamero
real x + y y exaclamente un nimero real xy. No damos ningin significado especial a los sim-
bolos + y - diferente del contenido en los axiomas.

Axioma |. Leyes conmutativas. x + y = vy + x, xp = px.

Axioma 2. Leyes asociativas, x + (¥ + 2) = (x + y) + 2, x{¥2) = (xy)z.

Axioma 3. Ley distributiva. x(y + 2) = xy + xz.

Axioma 4. Existencia de elementos neutros. Existen dos nimeros reales diferentes que
designamos por 0 y 1, tales que parp cada nimero real x tenemos x + 0= xy | ' x = x.

Axioma 5. Existencia de opuesto. Pama cada nimero real x hay un nimero real y tal
que x + p = 0

Axioma 6. Existencia de inverso. Para cada nimero real x # 0 hay un nimero real
y tal que xy = |.

Nota. Los nimeros 0y | en los Axiomas 5 v 6 son logs mismos del Axioma 4.

De los axiomas anteriores podemos deducir todas las leyes usuales del dlgebra elemental,
Las leyes mis importantes estian reunidas aqui como una lista de teoremas. En todos estos
teoremas los simbolos a, b, ¢, d representan numeros reales arbitrarios,

Teorema 1-].  Ley cancelativa para la adicién, Si a + b = a + ¢, entonces b = ¢ (En par-
licular, este teorema demuesira que el nimero 0 del Axioma 4 es tinico.)

Teorema I-2.  Posibilidad de sustraccion. Dados a y b, hay exactamente un xtal quea + x= b,
Este x se designa por b — a. En particular, 0 — a se escribe simplemente —a y se llama el opuesio
de a.

Teorema 1-3. b —a=5b+ (—a)
Teorema 14, —(—ua) = a.
Teorema [-5. alb = ¢) = ab — ac.
Teorema 6. O-g=a-0 =10
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Teprema 1-7.  Ley cancelativa para la multiplicacion, Si ab = ac y o # 0, entonces b = ¢,
{En particular este teorema demuestra que el nimero | del Axioma 4 es dnico.)

Teorema 1-8.  Posibilidad de division, Dados a ¥ b con a # 0, hay exactamente un x tal que
ax = b, Este x se designa por bfa u% ¥ s¢ llama cociente de b y a. En particular, 1/a también

se eseribe o' v se llama inverso de a.

Teorema 1-9.  Sig < 0, entonces bja = b-a™ !
Teorema 1-10.  Sia # 0, entonces{a™ ') ' = a
Teorema 1-11. Siab =0, entonces a = 0o h = 0.
Teorema [-{2, [—ah = —aby(—all—b) = ab.
Teorema [-13.  (a/h) + (c/d) = (od + be)/(bd)sih £ 0y d = 0,
Teorema {-14.  {a/b)le/d) = lac)iibd st b £ 0y d £ O
Teorema 115, la/bifc/d) = (ad)iibc)sih # 0, ¢ # Oyd £ 0
Para ilustrar como estas proposiciones pucden oblenerse como consccuencia de los axiomas,

presentamos las prucbas de los Teoremas 1-1 a 1-4. Aquellos lectores que tengan interés pueden
encontrar insiructive demosirar los restanics (coremas.

Prueha de 1.1, Dado a + b = a + ¢ Por el Axioma 5 hay un nimero y tal que vy + a =1
Puesto que las sumas estan univocamente delerminadas, tenemos v +{a + b = ¥ + (& + ¢l
Usando la ley asociativa obtenemos (y + a) + b= (y + a4} +c o 0+ b =10 4 ¢ Pero por
el Axioma 4 tenemos 0 + b = h vy 0 + ¢ = ¢, de modo que b = £ Notese gue esie (eoremsa
demuestra gue hay solamente un ndmero real que tiene la propiedad de O en el Axioma 4. En
electo, si 0 y O tienen ambos esta propiedad, entonces 0 4+ ¥ =0y 0 + 0 = 0. Por tanto,
O+ =040y por la ley cancelativa, 0 = [V,

Prueba de 1-2. Dados a y b, elegimos y de manera gue a -+ § = 0 ysea x = y + b Entonces
a+x=a+(yv+b =+ +b=0+4=0b De donde hay por lo menos un x tal

que 4 +.x = h
Pero por el Teorema 1-1 hay 4 1o sumo un tal x. Por tanto, hay exactamenté uno.

Prueha de 13, Sea x =bh —a y sea v =50 + (=g} Deseamos probar que x = ¥ Ahora
x + a = h(por definicidn de b — a) ¥

yr+a=[b+i-a]+a=b+[(-a)+al=b+0=0"F
Por consiguiente, x + a = ¥ + a, ¥ de aqul, por el Teorema -1, x = »

Prucha de [-4. Tenemos a + (—a) = 0 por la definicion de —a. Pero esta ecuacton nos dice
que ¢ o5 el opuesto de —a Esto ¢5, @ = — (—a), como se gueria,

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Pruche los Teoremas 1-5 a 1215 wsando los Axiomas 1 a 6 y los Teoremas 1-] a 14

En [os Ejercicios 2 a 10 pruche las proposiciones dadas o establerca la validez de Ins igualdades,
Puede usar los Axiomas | 4 6y los Teoremas 1-1 a 1-15.

L —-Dh=0
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4. Cero no tiene inverso.

5. =lw+bl==a-—5h

b =fn—=hl= g+ b

T la=b+b=clmag=c¢

B. Sia#Dyh« 0Lentonces fab) ' =a "W,
% - falb) = (- aib)= aA- Bsi b # 0

10, (/b)) =il = (oud — delind o bt Oy of & L

LOS AXIOMAS DE ORDEN

Este grupo de axiomas tiens que ver con un conceplo que establece un orden entre los nimeros
reales. Este orden nos permite hacer proposiciones acerca de un nimero real que es mayor o
menor que ofro, Elegimos, para introducir lus propiedades de orden como un conjunto de
axiomas, un nuevo conceplo sin definir, lamado positividad, ¥ lucgo delinimos Werminos como
MENOF que ¥ mayor que ¢n términos de positividad.

Supondremos que existe un cierto subconjunte R ° = R, lamado confunte de los ndmeros
positives, el cual satisface los sigulentes tres axiomas de orden:

Axioma 7. SixyyestanenR ", también estardn x + vy xy,
Axioma 8. Para cada nimero real x # f,ox e R* 0 —x ¢ R", pero no ambos
Avioma 9 O0gR"

Ahora podemos definir los simbolos <, =, <, =, llamados, respectivamente, menor que,
mayor que, menor gue o igual o y mayor gque o igual 4, como sigue:
x < v significa gue y — x es posilive;
¥ > x significa que x < y;
x= ysignifica que o x < yox = y;
y= xsignifica que x = y,

Asl, tenemos x > 0si, y solo si, x e positive. Si x < 0, decimos quc x e pegalivo:six = 0,
decimos que x o5 no negalivo, Un par de desigoaldades simultineas 1ales como x < v, v < =
s escriben mis brevemente x < y < =; parecidas interpretaciones se dan a las desigualdades
COMpUCSHIS X S Yy < 2 ¥ < VS Iy N S p <=

De los axiomas de orden podemos derivar todas las reglas usuales para operar con desigual-
dades. Las mis imporiantes estiin anotadas aqui como teoremas.

Tearema 1-16.  Ley de Iricotomia. Para nimeros redles arbitrarios o ¥ b, exactamente una
de las tres relaciones @ < b b < 0, @ = b es valida,

Teorema 1-17.  Ley d¢ transitividad. Sia < by b < ¢ cotonces o < ¢

Teorema I-18. Sia < b, enionces a + ¢ = b + ¢

Teorema I-19. Sia < byb >0, entonces ac < be.

Teorema 1-20. 8 a # 0, entonces a® = 0,

Teorema 1-21. 1 > 0,

Teorema [-22. Sia < by < 0, cnlonces ac > be.

Teorema 1=23.  Sia < b, entonces —a > —b En particular, sia < 0, enmonces —a = (L
Teorema 1-24.  Si ab > 0, cntonces ambos a y b son positivos 0 ambos son negativos.,
Teorema 1-25. Sia<ecy b<d entonces g 4+ b<ce+d
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De nueve probaremos solo unos pocos leoremas para indicar como pueden llevarse a
cabo las demostracionés. Las pruebas de los otros se dejan como ejercicios.

Prueha de -6, Sea x = b —a, 8i x =), entonces b — a =a — b = 0, y de aqui, por ¢
Axioma 9, no podemos tenera > bob > a.Six # 0,¢l AxiomaBnosdice queo x = Dox < (),
pero no ambos; eslo &5, 0 g < b o b < g pero no ambos. Por 1anto, exactamente una de las

tres relaciones, a = b, a < b, b < g, es valida.

Prucba de 1-I7. Sig < bybh < c,entoncesh — a = Oye — b = 0. Por el Axioma 7 podemos
sumar para oblener (b — &) + (¢ — B) = 0. Estoes, ¢ — a = 0, ¥, por Janlo, a < &

Prueba de {-]18. Seca x =g+ ¢, y=b+c Fnionces y—x=h—a Pero b=a=>0
porque g < & De agui vy — x > @, ¥ esto significa que x < y

Prueha de 1-19. Sia < b, entonces b — a = 0. 51 ¢ = 0, entonces por el Axioma 7 podemos
multiplicar ¢ por (b — a) para obtener (b — ale = 0. Pero (b = ajc = be = ac. De donde
be — ae = 0, y esto significa gue ac < be, como se afirmaba.

Prueba de 1-20. Si a = 0, entonces a-a > 0 por ¢l Axioma 7. 5i a < 0, enlonces —a > 0,
v de agui {—a)(—a) = 0 por el Axioma 7. En uno u otro caso tenemos a® > 0,

Prueha de [-21. Aplicar el Teorema 1-20 con a = L.

EJERCICIOS PROPUESTOS

11.  Pruehe los Teoremas 1-22 a 1-25 usando fos teoremas anteriores ¥ los Axiomas 1 a %,

En los Ejereicios 2 a 10 pruebe lus proposiciones dadas o establezca la valider de las desigualdades
dadas. Puede usar los Axicmas | a 9y los Teoremas 1-1 2 1-25
1L Mo hay ndmero real x @l que x* + 1 = 0,
13, La suma de dos nomeros negalivos es negalivi.
14. Sia > b entonoss |fa > 0; si g < 0, entonees 1ja < O
15. Si0<a<h entonees 0 < b ' <a ',
16. Sia<shyvb<e enlonces a < e
17. Sia<hybs<se ya=c enlonces b = ¢
18. Para todo real o v b ienemos of + B 2 0L 51 a v b no son ambos cero, entonces a® + B = 0.
19, Mo hay un nimero real @ tal que x < o pam todo real x

20. 51 xtiens ln propieded de que 0 < x < f para todo nimero real positive f, entonces x = 0.

VALORES ABSOLUTOS Y DESIGUALDAD TRIANGULAR

Los cilculos con desigualdades son bastante frecuentes; son de especial imporiancia cuando
tratan con la nocidn de valor absoluto. Si x es un nimero real, &l valor absoluto de x es un [d-
mero real no negativo designado por | x| v definido como sigue:

x 5 x=10

Il = —x 85 x<0
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Obsgrve que — | x | = x < | x|, Cuando los nimeros reales son represeniados geométricamente
sobre un eje real, el niimero (x| se llama la distancia de x a 0. 5i g > 0y si un punto x esta situado
entre —a y o, entonces | x | esti mis cerca a 0 que o La exposicion analitica de este hecho se
da por ¢l siguiente lcorema.

Fearema 1-26. Einzlﬂ.mlanmlxigusi,ymIosL -2 = X< a.

Prueha. Hay dos proposiciones para probar: I desigualdad |x | < a implica las dos des-
igualdades —a = x < g e inversamente, que —a < x < a implica [ x| s a

Supongamos | x| < a. Entonces tenemos —a £ —|x|. Pero 0 x = |x| 0 x = —|x]|,
ydeaqui —a = —|x| < x < |x| < a Esto prueha la primera proposicion.

Para probar el reciproco suponemos —a =.x = @ Entoncessix = Otenemos [x| = x < 4
mientras que si x < 0 tenemos | x| = —x < o En uno v otro caso lenemos | x| = a, ¥ ¢slo
completa la prueba,

La Figora |-1 ilustra el significado geométrico de este 1eorema.

x| < a en estle intervalo

Figura 1-1

Como consecuencta del Teorema 1-26, es facil derivar una importante desigualdad que
establece que el valor absoluto de una suma de dos nimeros reales no puede exceder la suma
de sus valores absolutos.

Teorema 1-27. Para nimeros reales arbitrarios x v y lenemos
lx+yl<|x|+|yl
Newa.,  Esta propiedad se llama desigualdad triangular porque cuando se generaliza a veclores
establece que la longitud de cualquier lado de un trifngulo o5 menor que o igual a la suma de
las longitudes de los otros dos lados,
Prueba. Anadiendo las desigualdades —|x| = x < |x|y =|y| = ¥ = | y|. oblenemos
x| +yhsx+y<|x|+]|y]

¥ de aqui, por el Teorema 1-26, concluimos que | x + p| = | x| + | ¥ | Si tomamos x = a — ¢
¥y ¥=oc—h enionces x 4+ y = a — b v la desigualdad triangular se convierte en

la=hl<|la=c|+|b=2rc]|

Esta forma de la desigualdad trinngular se uss a menudo en la practica,
Usando ia induccién matemitica, podemos generalizar la desigualdad triangular como

sigue,
Teorema 1-28.  Para nomeros reales arbitrarios a,, ay, ..., 4, lenemos

;HI = $|ﬂl|
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Prueba. Cuoando n = | la desipualdad es trivial, y cuando n = 2 la desigualdad es triangular.

Asumimos, entonces, gue e verdadera para n nimeros reales. Entonces paran + | nimeros reales
gy By oney Gy g, lEBEMOS

- LR

a= 1 L] L]
| Eﬂ'x|=| Zah+“.+1|£| Eﬂ:|+|“":| EE [U;I+|H.+1|=E | ay |
Lay k=] E=1 =1 L=y
Por tanto, el teorema es verdadero para n + 1 5 es verdadero para n. Por induccion, es verdadero
para cada entero posiivo n,
Fl siguiente teorema describe una importante desigualdad que se usa en conexion con el
estudio de dlgebra vectorial.

Teorema {-29, La desigualdad de Cavchy-Schware 5i ay, ..., a, ¥ by, ..., b, son nimeros
reales arbitrarios, lencmos

(Li-; #,bk): = 1$1 t.rf] (“ij hf) (1-1j

El signo de igualdad es vilido =i, y solo si, hay un ndmero real x tal que a,x + b = 0 para cada
k= L2 o0m

L]
Prucha. Tenemos ¥, (azx + b)* = 0 para cada x real porque una suma de cuadrados no
E=1

puede ser nunca negativa, Esio puede escribirse cn la forma

Ax? + 2Bx 4+ C =10 (1-2)
donde

A=F alB=F ab,C=3 b
im k=1 L]
Queremos probar que B < AC, 81 4 = 0, entonces cada a, = (. y B = 0 ¥ ¢l resultado

es trivial, 51 o # 0 podemos completar el cuadrado y escribir
B AC — B
Axl+23x-|-|‘,".zi{.t+z) Fri—

El segundo miembro tiene su valor mis pequefio cuando x = — B/4. Hacendo x = — B4
en (1-2) obtenemos B* = AC. Esto prucha (1-1) El lector deberia verificar gue el signo de igualdad
es vilido si, v solo si, hay un x tal que ax + b, = 0 para todo k

PROBLEMAS RESUELTOS

I_Frobtnma L ! Pruche quesi0 <a < b = a < fab < (a + b2 < b.

Y- ] + 0 a+ b h
Solucion. Sig<h=a=—— < ——— = f,h..

& &

h.

Si0<a=hb=a <ab=0 < job Ademis{a = bF > 0; por tanto.

a® 4 b > 2ab > a® + 2ab + b > dab = (o + b)Y > dab s a 4 b > 2 Jub

Problema 1-2 L ; ;
El maximo de los mimeros x ¥ v so representa por max (x, y) Asi,
max (=1, 3) = 3, max {—1, —4) = — |. Demuesire gue

. L 115 il M x+y—|y—x|
mﬂ‘x-}'}= +—'r'|}——|-.l1‘l.ln [Jc_lq.r};—- . 1_} i A
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Solucidn. Six<y=|y—x|=y—x:pomanio. x4+ y+ly—2l=x+ p+ ¥=x =2y que s
2 max (x, ¥). Intercambiando & con v s¢ demucstra la formula cuando x = p; el mismo modelo de mzona-

mienio sirve para min (x, v

Problema 1-3 ; 1 i
Halle la tera del Mx=1+—d4 = — + —
ale Pﬂ.l"l.t eniera nume X \,-"2 ﬁ

1
NC N
Solueidn. Se:[x] la parte entera del nimero v Se tiene que [x] = x < [x] + L.Como | = 1 < L
07 < [T <08
05 = /173 <086
05 <14 505
04 < 15 <035

sumando se obliene 3] < x < 34 =[x] = 3

| Problema 14| . jarle esitera do y =

11 1
T — ==t o b ——
2 f S /1 000 600

1
Solucidn. Estudiemnos ba suma | + I + E # ok —— Pam esto es necesano demestrar las des-
igualdades S ya
s frr =2 Jnclfncdfm—2/n—1 i
— | I =) = 2 — =
Como 2/n+ 1 —Xin= A+ I I.#g“"ﬂ -:I_+-_'1ﬂ_ = — — ¥ n+ 1= /o enton-
e+ 4 n S+l + fa
ces 20+ 1 — Bfn < 22 /0 = 1)/n, lo cusl demucstra la primera parte de (1); Is oir pante es anhloga
Sise hwcen = 23,4 . en (1} 5e obtiene
23-2 1= 1\2 27 -2 sumando se obtisne 2m + | = 33 < - Ei +
- 4 o 2 = 3/
4 = 203 <13 = 23 -2)2 I
2\'_. H i 2\- 2" +L+...+ !_:-aE\-'H—ZwE‘.-'n+I—
LI 1 R P AP ) R I 3 W
.................................... - 2+I{|+_}1++3+ o
o+ ! fa= 2= = ! / m
2jn4 | = kin 1L e < 2 in—Lin <21 » o W o
Como 2,2 < 3 y J/n + | > ./, entonces (2} se convierle en
R —-2<1+ 143+ . +1in=2fn-1 i

Haciendo n = | 00 (00 en (1), se obliene

e | .
JTTO0000 — 22 |+ ——t o b e = 2T OO0 000 — | =
W 2 - R

o= 1998 < v <= 1999 .-, [v] = 1998

Problema 1-5 ; 3 5 99 |
Demuestre la desigualdad x = — & 6 o0 <o
i 2 4 B 100 1 2 3 4 5 ] 93 ([C1]
Solucion, Ses y = T ) ..--’-ﬁ-[--.Cumu-i G ST ST 00 S0 NS
1 2 3 4 § & 99 10 1 I
-a-.r‘-:x B S M b M e e g ——— = A _'l:ﬂ‘,‘.
YU I3 45 6 7 w0 101 101
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Problema 1-4 Pruebe las desigualdades
:2.\.|’:1_+_1—2Jﬁ{l—+—_l_—+---++_{m—2u'm-
Jmoo Jm o+ Jn
Solucién. En las desigualdades 2./n + | = 2/ < L = 2/n—Lfn— lschacen =mm + I, ..n
\Illﬂ
2fm 41 = 2/m -rc% = 2 /m - 2/m—1
W m
1\,."m+i—2.4'5ﬁ+|<—l:1.‘_.*r&+'i-z,_a'ﬁ
m o+ |
dmTi-amtic—L—<2mTzi-2/m+1 |
om 2
2ATT - 2/m {ﬁ <2fa ==l
mmundnl\.“n-!-l—ljhi-c:—fl_—_rr---- 3 +...+L.-{2Jr'r—-2\.fm—l

o/ m o+ 1 R

Problema 1-7

Si el producto de n nimeros positivos es igual 2 1, su suma no es menor
que n.

Solucidn. (Induccidn)(x, — 0% = 0 = xixi = 2x,x, S x,, x; son positivos, al dividir esta Gltima
desigualdad por x;x, se obliene
X Xy

Sixy=1v=1/x Haciendo x; = x ¥y x; = | en (I} sc obtiene x + I/x = 2,

Suponga que ef resultado es verdadero para n =k = 2 Es decin, x; + %3 4+ . + 5 = ksl g o= 1

Sean x, = 0,0y = 0, .. % = 0,x,, >0 Observe que si x %0, ... X, = |, sc presentan dos casos:
primers, X, = X3 = ... = X, scgundo, algunos factores son diferentes.

En ¢l primer caso todos los términos son fgualesa | y susuma esk + 1. En el segundo caso, entre 1oz 1ér-
mines del producto x,c; ... 6%, . . 5 encucniran factores mayores y menores que 1.

Paor cjemplo, sea x, < | y %, > | = {x,x,, by ... % = 1. Haciendo v, = x,x,. % obtiene

P e =1ly p+nt i+ .tk
PCFDI.-F.’.';-{—...‘I‘IL+I*+1'U|+I1+|u+xlb+x|x| =¥ *Iqak"";iit_}'l T+ 8=

=k 4+ )42 =¥ +x-1
Como x; < 1 ¥ %, > 1 = (. — N1 = x;) > 0, de lo cual se sigue que

XXyt A G =k D gy = =% =k + 1

. . e x x X -
Problema 18 | Xy, Xy, oo, X, SON MUMETDS pOSITivOS -;1- + -;“'- F s ¥ 'x—' +
x* i I ' i 3 -
+ x: = n v la igualdad se verifica solamente st x; = x, = ... = X,
Solucidn. E.'u:m%L —:l f?i-*- . ;" = 1, Ia desigualdad ¢s consccuencin del problema anterior.
1 3 L] !
El signo de igualdad es valido solamente cuando —;J- = %‘L - .. = T:L =1, esdecir, sl x;, = X; = ... =%,
2 3 ]
P ; g,
roblema 19 | prucbe la desigualdad —*—+2 > 2,

NEGEE
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< ¥ 42 g | 1 §— | :
Solucién. — = =" _—~ —_ 4+ T = 2t 1 4 = Como el producto de los 1ér-
ST T "'_-I- 1 JeF o |
ﬁﬁnu&d:l.u.ilm es igual a b, su suma oo esmenor gue 2 La sgualded se verifica solamente si x = 0.

i Problema 1-10 Pruebe que log,, a + log,, 10 = 2.

Solucion. Como log, 10 log,sa = | = logga + log, 10 = log,qa + log o (lja) = 2.
blema 1-11 | . % |
| Pro Demuestre la desigualdad ———— = -
I +x 2
: e 1 WE P : i I
Solucién. Como —" ‘—'4' = —1' —— Y Ome X = | = =3 + x* = 2, ¥, por lanto, mpt— < 5
* a x = o+ x

problums 1492 Muestre que la media geométrica de ndmeros positivos no es mayor
gue la media aritmética de los mismos nimeros, positivos. Se obtiene la igualdad estricia en el
caso de que todos los ndmeros no sean iguales,

. .
L. Zep B ® X o) Como o products
q i q q i 7

de m ndmeros positivos es |, entonces, por ¢ Problema 1-8, su suma no es menor gue a1, & decir,

Solucién. Se g=Jxx; .5, = | =

s 4 X

.7} o S AR Xn =0 e u.iL+£L"_ e
) q g n
Lo igualdad se verifica solamenie cuando %‘- = %T- == %‘- = lesdecin &) = x; = ... = x_ =g

| Probinonn 193] 1o o pitpipsts foitinpls-de sibsing volwnée ' ln suima
de las tres dimensiones ¢s dada.

Solucién. Scam = a + b + ¢ I suma de las fengitudes de los lados ¥ ¥ = abe. Como
L F 1 a4 b+ ® m . i
\.-1"' = \_.ﬂbf o — 3. - g . TI_

¢l gigno de igualdad se obtiene cuando @ = b = ¢ = m/3, ¢5 dectr, cuando es un cubo.

Problema 1-14 J

L]
Pruebe la desigualdad n! < ['1—:-'-) =2
Solucidén. Por el Problema 1-12 s ohligne

0 O LS Rl Tt 2L O . '.J_=_+.i-_-‘n!-=:{ ._}L}

+ 3
n

Definicion.  El nimero C, =

¥ 5 i
Sr n;_: e ) = |lama medin exponencial de orden 2 de los ni-

METOs o). 8z, ..., En paricular, 8 = = 1 se obtiene Iz media arimética de dichos nomeros.
1 i 1 Vi
Si @ = 2 s obtiene -( SRt : %], que s¢ llama media cosdritica, y paraa = — 1, es
| -1 Y= :
€., = {."'.!J_"_"i‘. ;l—"'ﬂ"— -y — —I-"— ——— que se llama media armonic,
e et R
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Problema 1

a5 | - : - 3
Muestre que si d,, g3, ..., 4, 500 NOmMeros posilives ¥ 2 < 0 < f,

C.<gsC,

Solucién. Como [&d . @ < ] -'-*- 2 @ sevando a la potencia % ¥ coma —I- < 0 sz ob
u."_' {f’ 4 {I' o ﬂl Liw

tiene g = \Jay. @y ... 8, = =

Esto demuestra fa primera parte de la desigualdad. La seg:unda parte & similar. Como consecuencia de
lo anterior, la media arménica C _; no supera a la media geométrica C,.

Problema 1-16

Pruebe que si a,, a,, ..., 4, 500 RUMeros posilivos

1 1 1
(ay + a; + +a,]{—-'-+-31—+ .-I—I = n

Solucidn. Como €., =g = €

f I O P
C_I._____ = L IH

1 1
B O om0 oy 4oay + . rn_j(—+—-+ +—)
ay ity

Problema 1-17

Pruebe que para cualguier par de nimeros positivos a, bia # b se

nene que il
a + nh
Ja < 420
n+1
I'I-
G iy o o atbibr. tb _atn
Solucian, "\,'aj?' e j__ﬁ':t__f__ prar T

Problema 1-18

Pruebe que x, = (1 + I/nf* ¥ z, = (1 — 1/nf® son crecientes

Solucién. Seaa =1L b=1+ 1/n enel prub.h::mz. anterior, entonces

)

_!__

1“1 _ﬂ_=_ﬁ=.+_i_
4+ nA 1 n+ 1

clevando a la potencia (n + 1) se obtiene

(I+—) (i+—u+| . e decir, x, <= x,.,

La sepunda parte se demuestra en forma andloga.

Froblons §-1% I Prucbe que y, = (1 + 1/n)"*" es decreciente, es decir, que 3, > Y41

Solucidn. Ve = (l + —:-}*”.. Pt_+_k }‘1 I= ( L - ! - - -_—l_—.—rm

" : )-” [' N Tot AT
el a4
1, crece ==y, decrece.

Problema 1-20 Prucbe la desigualdad naj a;...4, < a] + 43 + ... +ay con
ay > 0,a; >0, ...,a, >0
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Solucion. Como la media geom&tnea no exceds a la media antmética,

e B o - - SO o
fythy vin Wy =g ol L% ".41_:'—! = Agydy -, S @] + o)+ ..+ o

Problema 1-21 l Desigualdades relacionadas con (1 + xJ°.

a) Sixz-lyl<a<]l=(+xF=<1+ax (1)
b Sia=Oon > =l +xf=1+ax (2

La igualdad se obtiene en (1) y (2) 51 x = 0.

Solucién. a) Supong: gue x e un pimero racional ¥ 0 < = < | S 2 = m/r, m ¥y & enteros positivos,

| < m<n entonces (1 4 5P = (1 ij.‘=-:.-'t1 - x'r']""':J'H T+ +nl1..ls
e

< Q+x+0+x)+ o wll+x)+ 141+ +1  mlish4n—m A+ me
n n "

dii
=1+ ﬂ-::—-t+:|x

Sa utilizé la desigualdad €, < C,. Fl signo de igualdad se obtiene cusndo los factores ded radical son
iguales, cs decir, coando | + x = Lx = 0,8 x # 0 (1 + 2F < | + x= Ahom suponga que 2 es irracional
yl<caz<l

Sean ry, Tsooo,F, Un sucesion de racionales cuye lmite o2 v 0 < r, = L De las desigualdades
Vel +rexez—1Lne=123 .. %sjgic que

(1+xf=1lim0l + %"= !iu:ﬁl +rx)= | 4 oax

La cual demuestra (1) para valores racionabes de x Queda por demostrar gue pam x £ 0 y 0 =0 = L,
1+ xF <1 4+ =x

Sartal qued < r < L{l + % = [(1 + xP"]"; como 0 < afr < |, por lo demostrado anteriormente,
{1+ = =< | + afrx Entoncez {1 + xJ* = {1 + a/F x).

Sixwl=(l+arxf<I|+rarx=14+ 3x s decir. {1 + 5" < | + ax,

bl Seaz = LSl 4 ax < 0 la desigualdad (2) ez obvia porgue el termino de b isquienda & positiva
y el de bn derecha negativo, Si] 4 ax = 0. = — 1. For la pnmera parie se eng que

(Il +axi" <) 4 lgax=14+x =] +ax=(l +xF
Ahora sea & = 0 8 1 + ax < 0, la desipualdad (2) es evidente Si, por otm parte 1 4 o = 0, elig

un entero positive o tal que la desigualdad — E < | % verifique Por |a primerd parle s obliene

e x i 1 - 3
N +x =1 ﬂxra-:l!.tr‘ﬁ:l_ﬂ"ral*-ﬂx
)
il dltima desigaabdad se justifica porgue | = 1 ~ :[T" L
Al elevar a la potencia n se obtiene {1 + x)° = (1 ¥ -}.r) =1 +rr%:. = | 4 2k,

Cuando x = 0 se gbtiene s gualdad,

Prablema 1-22 Si @y, dg .0, SO0 nOmeros positivos y 2 < f = C, = C; ¥
C,=Csia, =ay=..=a,

Solucidn. S demosicd csie problema (Problema 1-15) para o caso en que o ¥ [ son de signos opusstas,
Ahora e va-a demostrar el resullado en ¢l caso de que & v i son del mismo signo. Supongs que 0 < 2 < f

A b=
- (i“'..“ﬁ.l'- ire H0p ) . Al dividir €, por k se obtiene

yseak =C, -
w) | [ al" A"
&G (n) *JL)_*AJ_) m
C
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__(I'f::""ﬂﬁ"*

Huciendo d, = ( 1’-_*_;_)" dl - ('a""']'. vasy ly = ((h ]‘ se ohtiene —(*-" B }m:

fumu["”’ﬂ.---“‘ '" (_), m: [ )-.--h:{(ﬁm nz:) s

1 k-
4+ dy +

~ e dl P =dy +dy + o +d, =

=CL_F'= I} portanio,
S di=1+2,d;= l 455 .0d, = | + x; 8l rempluzar o, +d; + ... +d, =8 5 oblisgne
Xy 4+ Xy 4+ .o+ x, =0 Con fifs =1,
APl x4 fax,
Al & = M+xf =1+ paxn |y sumiar A+ B 4+ B s e, X+ =R,
R B Iy @

I
De (1) ¥ (2) tenemos que -Ck-l = (:) =l ek=C,

Observe que C, = &k = C,, ondlogamente cuando x; = x; = ... = x, = 0. En este caso, d, = dy =
= ... =d, = | ¥, consecueniemente, a, = d; = ... = 4, = k 5i los nimeros ay, gy ... d, 0o son odos
iguales, Cy > C_ Siax < ff =0 == 0 = ffx = |. Razonando como en ¢ caso anterior se obtienen ins desi-
gualdades opuesias de (A) ¥ (2)

Pero como i = 0, entonces de ln desigualdad

fa ‘z U fa I} iz 19
(i H"’;‘.“"."?:_.{]q%:(i’lj%'_fﬁ_ =W L Cek=C,

Note,  De este gjemplo se sigue que C_, = 0, = €, = €,

J Problema 1»13[ Prucbequex® + y* + 2 2 I2six+y+z=06

Solucign. Como la media aritmétca no excede a b medi coadratica

|
1

(114_},:4_21
3

x4y + 2 &
3

T
) Jesdecin e + P 4+ 27 = = x4+ r:’:-r__.*:I!

rrohima 1-“1 Pruebe que si x, ¥, z son nimeros positives v x2 4+ »* + 22 = §,

2
entonces x4+ ¢! + 2 = I-SV;,

1 1 21 ln PRt T Bl
Solucign. Como O, < ( b }':; e = ( L iR ot o Sepin ¢l problema anterior,

k]
Eae )’ # ST S : 11 3
{ 5 : ?_-l-'(}.r.sdcc:r_x £yl gt 3 T3 = |6 3

Problema 1-25

Pruebe gue para nimeros posilivos se fienen las sipuientes desigual-

dades:
lay, +ay + .. +afsm '@ +af+ ..+ dazl (1)
o, + a3+ ... +afzf '@ +a8+. .. +al0<a<] 2)
Solucién. Siz= 1.0, = { ol | "—-'-—-T—E:--)m P s 5”’-;’ o Tl i, & (L)

12§ se demuestra de la misma manera.
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Problema 1-16

Pruche quesi0 = a = —1,
+1 _ a4l
(L e I o Yoo Lol | il
a+ 1 a+ 1
Solucidén. Como 0= x + | < I, por la desipualdad (1 + %" = | + =xx, se oblicne

(1 ; -;'1-]"' <2l (t . -_'1-]"' <jetil

Al multiplicar las desigualdades por n* ' se oblicne
(1Pl e U = 1P =t — (2 + 1)
lo cual implica las dos desigualdades del problema,

Problema 1-27

(n+ 1F* —

Pruebe quesi 0 > 2 > —1 = — =+ (m+1F +

o+ 1
wr— m— !
= — L sl el - Gl
+ + o =
Solucion. En las desigualdades del problema anterior, sea nmo= m, m <+ 1, ..., o Enlonges
!M+”“'-—m1" TR m—
T aa <t < e
e — Gk S .
s 3 g - Lm1+ I} <+ Iy < ML I_F — ud \ &l sumar se obtiene el resultado,
{n+ IP*Y —n'"" RS P |1 S
—~—maT e T+a
i I [ 1
Por ciemplo, halle fa pane enterade x = —— + — + ... 4 - Resp:  [¥] = 14 996
=% T J4 5 1000 000

Problema 1-28

Pruebe que para n = 3 se verifica la desigualdad Jn = ""JYn + 1.

n+1
n

Solucion. Se demostrd gue (1 I :1]. <P o ( )' < g =0+ 1) <en”

Simz 3> ecentoncesin + 1 cen® < In* < " = p*" 0

" : . LR 1: T L= " _
Elevando a la potencia PR Tl obtiene  Jfn + 1 < S

Problema 1-29 [ Prucbe la desigualdad

1 1
n+l {h](l—i-?)d:T'
Solucién. Como (I+%).-:ey(ls l)-wbcscohtiem: (I+ ;}-ﬁeq ([ +%]”

Tomando logaritmos, tenemaos gue

rrrn(1+l)ﬂln;:l{in+l]1n(l+-ﬁ-)=-H-il qln(l ' 'IT]{%

Problema 1-30

Pruebe las desigualdades

G | 1
RSP RE TP  SR SO o L) S
a4+ | et ]
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Solucién. Comoa =0 = 2 + | = | v, consecuentemente,

[I +i)“. +—I-+d
n

T4m
(1- } O [ . .
n n

TR L= Ll o | RS- Vi n T~ 1)t
=11 =a*"* =l +ajn* :

al multiplicar por n' ** se obtiene

n+ 1" —n
-:.n’-ﬁ': bkt
| +a |+

Al pseribir las desigualdades paran = 1,2, 3, ..., i, lenemos que

.

]

I ]'“‘-—1

- = | = -

I +a 1+ =
E-'__I {2’{3_1+' IL..

I +a T +a
e L |\ i [ﬂ o) “¢+I -
T+= I+
i+m i+m
. . fn + 1P — 1 L
Sumando: TES =1 +2P+3 +---+F!."C"" T-I-_- — A

EJERCICIOS PROPUESTOS

Halle ¢l conjunto solucidn de:

al *=3Ix+2<0 Resp.: (1,20
b ix—aiix—bix=cil>0, a<b<c Resp.: (o b v (£, 2}
g 1l=xl=x210 Resp.; ]|==. 172]
£—a R e
d) e . Resp.: (=, —lalk{lal =)
Incluva ¢l punie x = acn el mtervalo apropado cuando a # 0,
A Ix+1=6 Resp.: (3= B3+ JB (=3 - B -3+ /B
f SE'III-EJ‘:;i. Resp.: (——+2m[,%n+2rm)n-ﬂiil.tz.i

2
Pruehe que dado g 2 0 y x = 0 = ”2_: b = o (Para qué valor de x se cumple la igualdad?

Prushe quesia = x = b = |x] = |a| + | b
La media armomica £ de dos ntumeros a b stdalinemmn?l = i (— ¥

Pruche que la media armdnica £ no excede I media geométrica, s decir, § = ,‘.luﬁ'. (Cuindo son iguales”

Pruche las siguientes desigualdades:
al x4y =0
) x4 ..‘1.-1.,'. $ it },:. - ().
M- -+ 120
JCuiindo e tiene igualdad?
. 3
Indicacidn, a) =% + gy + 3 = (x + %] + —1": - igualdad si x = y = 0,
B x™ 4 2Ny f L+ = 0 — Pk — y) = (204 )X

Pl R G S 3-:-1l-[x’—x+|:lx'—2.t+l}—[(t——) ]{t—ll‘
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Pruche que |x —a, | + |X = 23| + |X = a3 | 2 &y — 4, cON &, < 4y < ay. (Para qué valores de x

se verifica la igualdad?

a)  Halle el valor miximo de y paratodo x, tal que [x = o] + |x —ag| + |x — a3 + ... + [x —a,| =
=y < dy < iy < ... < g, (En qué condiciones hay igualdad?

b) Sinespar,n=2m=y = (o, + thy.y + ... + th.,) — g, + ... + 6,) la desigualdad se verifice
fSa, % X% d,,,.Coindo nes impar, R =2m— |, p=fa, +a,_; + . g ) —lay +.00+aa )
¥ 52 tiene igualdad @1 x = a,

Muestre que [as sigumentes desigualdades son verdaderas ©1a, b ¥ ¢ 500 positivos:
a) o + b 4+ = ab + be 4 ea

B g + Bk 4 ele + a) = Babe.
¢ @B+ B+ e zabcla+ b ool
Indicacin. &) Sume: o + b = 2ab; B* + c* = Zhe; oF + o = Jac
b) Multiplique: a + b= 2./ab; b + ¢ = L /bc; c + a = Lfea.
£l Sume tres desigualdades del tipo o®h® + b = 2btac
Suponga que los nAmMeros x, €y, % ¥ ag ik = 1,2, 3) son 1odos positives y que ay, < My x) +x3 +xi s L
Pruche que a; 23 + ay%,x;5 + .o + @yyxi < IML
Indicacion, Observe que @, ,%0 + dya% % + .0 + alxd = Mixd + 23 + &)+ 2Mix x, + 500, +
+ xyx,; )y aplique la desigualdad de Cauchy a los nlmeros (x,, Xq, X0 ¥ {xg, %5, X0
Pruebe la siguienie desigualdad y dé su interpretacidn geomeéirica paran = 3.
Wiay =5 + o e, = B = Jlaf + ..+ a) + ] + .+ B

Indicacidén. Eleve ambos lados al cuadrado y emplee la desigualdad de Cauchy. Para el iridngulo con
vértices 0 m (0, . OL A = (o, 4y, ..., a) B =k by .. b)l;suma de los Jados 04 y O8 del tnangulo
es mayor gue o igual al wercer lado.

Pruche ¢ interprele geométncamente para n = 3.

(TR T T L RN R R S ] e O S TR

n.

1.

Indicacién.  Elevando al cuadrado v aplicando la desigualdad de Cauchy se obtiene
[lay + by ey bl + .+ (oo b2 < Jal v & 4 B0« 4+ B
Entonces [{a, + b, + e, + ... + (o, + b+ e ] = [[te, + b )+ e, P+ ... + [{a, + b+ e 1 1P <
= [ilay + B + o+ ey + BTV ST L+ o
El resultado general s¢ obtiene aplicando este esquema.
Poara los puntosQ = (0,0, ..., 00 A = (@ a3, 38,0 B = {a, + by, @; + bgay + b)) & = la, + b +

o b agdiy by 4 L1y, + b, 4 o+ 7,) la desipualdad significa que el segmento 0F o5 mis
corto que ka poligonal que une los puntos 0, A, B, .. Z.

Muesire que la medin geométnicn de n nimeros positivos no es mayor gue by medin artmeética, cs decr,

sig = 0,0=1,1,...,m entonces . fa e, ..., 4, = -!-tnl + @y A . A

Indicacién. Seaa = \.-nluz.. . G, ¥ SUponga que @, < a; 5 ... < a, Remplice a, por 2 v a, por

aya e de manera que la mediz geométrica de las n cantidades no cambic. Se tiene que a, < & < a, ¥,

por tanio,

al — alay + ab + uya,
-4

u;.;d_-:au-ﬂ; =gy + i, + =d|+-ﬂ.—£_—'_aﬂ"__‘ﬂ5”1+”-
Asi, el efecio del remplazo e dejar invanable la media peométnca sin aumentar la medin arimétca.
Repita ¢l proceso hasta que todos los valores a, s hayen remplazado por o de donde se obliene i con-
clusidn.

Pruebe que 20/n + 1 — 1) < | +_+,,._-"3_ ...+::_"—-:1.,-"r'r.
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Indicacidn. Por indugeidn, sin = | s tiene que 3,2 - 1)< 1 < 2
St el resuliado es verdadero para n, entonces

L | ! ]

A+ 1 — 1)+ < — A+ ——, Pero L+ 14 —=— =
i N | 12.\_;; LR LR
. P—— T
_ Am 32 2/n” + 3n + 94 Ljtn + 1)in +3) 2+ 2
i+ v+l Sl
= e w® 1
Entonces Ap+i=Ne ¥ IT
(e N
3 1 2 nin + 1) +1 m+ 2P+l 2Anw ) g
Por otra parte, 20 + —— = — ——— < s ———=Xa+
it Wil Jo+1 ]
as i i S ——
WY —salyfatl
kel \..'}

Pruche que para x, ¥ = 0, 2— = —-—2—

Interprere ef resuliado geométricamente en términos del grafo de 2™

4 (:-.-+j.-‘

Indicacidn. Para n = 1, la desigualdad se verifica. Si In desigualdad es verdadera para n = k, enlonces

=+ yp )t (f‘*f)(tJ-r) PR L] xsh 4yt
s —_—— -5 —_— Y — — 5._,---._.‘._. p—— ——
2 2 2 4 4

Observe que (x — )4 — ) =0y A5 44 = P+ g,
Aplicando este resultado sc obliens la conclusin deseada. El punto medio de fa coerda que une
los puntos del grafo estd por encima del gralo.

Siazaz..zdybhzbhz. ah,pmcbequ:niu,!r,;: Er.r_)[ih,}
=1 I= &

(L

Indicacidn, Como la; = a) (h, — b)) = 0 se tiene gue

0% ¥ o, - apit,— by c_E E [ad + ap) ~ tab, + ba)] < h..i. e~ z[iu “') (JEL bj)

d=fk j=1

g 1
Muesire que 1,998 < % - — <. 1,999,
T on
L, I 1
Indicacidn. Recoerdeque ¥ — = 1 + — 4 .+ ——.
L. -\.-IJ " lu'F

Utilice la desigualdad 2i/n + 1 — /n} = L Afr— o= )n=1L2%3.
L

Determine el nimero maximo de partss oo que A rectas dividen al plano, Muestre que ol maximo ocurne
cuando dos rectas no son paralelas ¥ ires no s¢ corlan en un punto comin. Determine el nimero de
peartes cuanda se permite fa concurrencia y el paralelismo.

Indicacicn,  Sea 4, el nimero maximo de partes en que  rectas dividen al plano. Considerando la Fecta
w + |, esta recta divide cads regién que la contiens en dos partes. Entonces 4, = 4, + (1 + Iy =
la recta n + | no es paralela a ninguna de las rectas anteriores, Por induccion se sigue que

F.,-—lz-1:|3+n+lb
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Para cada par de rectas paralelas, J, se reduce en |, porque se climina un cruce, Si hay k familias de rectas
paralelas con py, py, ..., fy rectas oo las respectivas familias, entonces 4, se reduce en

[

Y ol 1)

i

Anflogamente, s una recta corta la interseccion de dos rectas, ¢l nimero de regiones cruzadas se reduce
en 1. §i suponemos que j familias de 7eclas CORCUITEN €00 £y, €y, ... €, Teclas, en las respectivas familias,
entonces 4, se reduce én

|

¥ ] (e — 1ile, — 2)
=l 2

Asi, en general, el ndmero de regiones que forman en rectas es

diwtsnsn-y 2= _ v L ne-2
2 3 =2

=1

Pruehe cadas una de las signientes propicdades de los valores absolutos:

a) | x| = 0si, ysolosix =0 N Teyl=1x110

B l=xl=1IxL gl lxfyl=Ix|/ilplsiy+0
e lx=pl=ly—xl h) lx—pl=ix] 41yl

d) Ix1F = Bolxl—=Ipislx—=yl

g lxl=./x% N Hxl=Ilyllsle—yl

Cada desigualdad (a) es equivalenie a exactamente una desigualdad (b ). Por ejemplo, | x | < 151, v solo si,
~3 = x = 3,y por tanto, (a,) & equivalente a (b,). Determine todos los pares equivalentes:

fay) x| =3 hy) 4=x=<#

(o) lx—11=3 by) =3<cx=d

foy) 13 =2xl< 1. by) >3 0 x= =L

fa) !l +2xl= L b x>2

fag) Ix—11= X hy) =-2=x=4

@) Ix+2125 bg) —3=x=-1 o Isx<,3
(ay) |5 =x"'| <l by) 1 = x <2

fag) lx—"51=<lx+1) bs) x= -7 0o x=3

o) |x*=2|=<1. {bg) %{x-::‘:

faya) x=xt— 12 < 4x (Byg) —l=x=10

Determine en cada caso la verdad o falsedad, dando razén de su dedsion

i) x <5 impheca | x| < 5

b) lx—5|=<2implica 3= x<7

¢ 11+ 3x]= 1 implica x = —=2/3

d) Mo hay un x real para el cual fx = 1| =[x — 2|
¢} Para cada x = 0 hay un y > 0, 18l que | 2x + pl = 5

Demugstre que ¢ signo de igualdad & valido en ln desigualdad Cauchy-Schwurz %, y solo si, hay un
nimero real x, tal que a,x + b, =0paracada k = [.2.....n

ALGEBRA DE LOS VALORES ABSOLUTOS

L. lab|=lallbl.

2 lab|=-lallbl.
3. | —al=|al.

4 |la—h|=|b—al.
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5. la+b|=lal+|b|siab=0.

6 la—bl=la—¢|l+|e—-blsiascsb=c—-az0b-cz0ob=<c=<a
7. |a®| = ai

8 Ja® =|ai.

9. |laxhb|=|al+|b]|

10, [a—b|=|a=c|+|c—b]|

1. la|l=jla=c|+|cl.

12. |la+b|=]al-|b]

13. |la+b|=|lal=|bll

4 |b—a|l<rlal=|b|l=U0=rlal,0=<r <.

DEMOSTRACIOMES
. i =
o | b | ab | fal | 1| lallel | e
Caso | =0 =0 =0 ‘ a b ah ih
;:; 2 =0 =0 < 0 a _—-h —ah —1.1.!!_
Caso 3 =0 =0 =0 —d —b ah ah
Caso 4 = 0 =10 =0 —a h —ab —-d.b_
3. TV =
a | -a | tol | |-al
=0 =0 o —i':;j-:_a
=0 =0 —d -

3. Faci porqueab = 0=a =0y b = 0oa = 0yb =0

6. Se demuestra a partir de S haciendo |a — b | =|a = b+ c—¢|. Comoe¢ —a =0
yh—cz0|la—-b+ec—cl=|la—c|+|c—bl|
7 -
a a 1@l = |al Jal
=0 20_ ﬂ'an::’_

=0 =0 |{=g)(—a)=a

8. Mostrando que 8 se sigue de |a|* =a" ¥ |al =D,

Jai=|al=a’=|a|?
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a || |} fu + b |a] + |
=0 =0 a b g+ b a+h
—{a + b)
=0 = 0 a —h Gb a=h
=g + b
=0 =0 —d b sk —i + b
=0 =0 —f —h ~{a + b —fa + b
as0,bz=0
i + b =0 i —3+5|=2 (=3} +5=8
a+h =0 |=3+2|=1 (=3 +2=35

0, a—b=aga—-btc—c=la=cl+le—=b) = la—bl=|la=c)+lc—b) =
< la— ¢l + le — bl.

1. a=a+c—c=lal=la-c+cl=la—c|+]c|

12, Tomamos |a|<|a—b|+|b|l=|a|l—|b|=la—b| Como es valida para
cualquier a ¥ b, es vilida en particular para —b.

=|a|—|-b|<|a—(—b)|=|a+b|
=lal=|bl=|a+b]|

Lis otras dos demostraciones se dejan como ejercicio.

EJERCICIOS PROPUESTOS

A1, Pruebe que para ¢ = 0, la| < ¢ <+ —c<a =
Demostracign. Caso |, a0 = |lgl=—a = |lal<c=» —a<¢e= —c<a

Peroa<lyc>0=a<e =0 5 lol<em =c<a<c

Caso 2.
Encualquier caso, g < ¢ §y —c<a < —a=<¢c = |a|<e

a=0yc=0ylalccwmace = —pa=<e

42, Pruche la ¥ hi=llal - & usando el ejercicio anterior.
Demostracidn. Como lal — bl < la T bl = —faF bl lal—Ibl=la—=hl:

= lal—Ibl=la="5blyilbl—lal =|b=al
= —=lag—h|<lal—=1bl = lag=~1b| = (por el ejercicio anterior) |lal = 1bil < la = bl

También [al = bl < la 4+ bly |6l =lal=la+ bl
= —la+ b= |al— kb= la+b]

43. Demuecstre la desigualdad iriangular usando el Ejercicio 41.

~lal = o =lal; =lbl = b < |b|= (sumando)
—(al+ 16 <la+ b <lal+ bl
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44, Muestre que la+ b + ¢l = lal + [h] + lc|
5. Pruebeque la £ b| = lal + 161 = lal =1bl <o+ bl

4 |(b—al<rial = |bl>{l —Flal . 0<r<l
Demostracion. rlal =th —al= lal =4b] = 1| = lalil —r)
PROXIMIDAD

Se va a estudiar la proximidad de parejas de nimeros reales v después la proximidad de parejas
de funcienes, parejas de conjunios, parejas de curvas, cic.

Considere la siguicnte situacion: jCudl es la proximidad que existe entre 1,4 y /27

Se puede contestar: a) una décima; b) 0,05; ¢) 0.015; ) 00145 (Cudl es la respuesta co-
rrecta? Todas son correctas, todo depende de la precisidn que se quiera dar.

Dados dos nimeros, digamos /2 v /3, en el estudio de limites ¢s importante saber como
se resuelven los siguientes problemas:

. ;Hasta gué extension la funcion prescrita (suma de funciones, o resta de funciones, o
producto de funciones, o cociente de funciones) propaga el error inducido por la aproximacian?

Por ejemplo, si 1.4 v 1.7 son aproximaciones de 2y \,u’i. peon qué aproximacidén se ob-
tienen 1.4 + 1.7 de y2 + /3 0 (14) (1.7) de 2 /3, etc?

2, Dada una funcion, jcomo deben ser las aproximaciones de los nimeros dados para

que los valores funcionales de las aproximaciones estén dentro de determinada aproximacion,
dada de antemano, de los valores funcionales de los ndmeros dados?

Por ejemplo, si x y y son dos aproximaciones de /2 v /3 (por gjemplo, 14 171, ...},
;a qué proximidad debe estar x de /2 y y de /3 para que x + y esté, digamos, a 001
de /2 4+ /37

Las Figuras 1-2 ¥ 1-3 ilustran geométricamente lo que plantean estos dos problemas.

LR AR AR LR
1k Suma Producte L
542+ B L
L 3 3
desvincidn r
obtenida 5
ar UL
= A3 38,
17 . \
B !-\.'I} I =2 \
f14 crror cometido & = desvisciin
1= ke
B —i Ly
]

dado un & hallar el § correspondiente,

blemas que se han planteado.

Figura 1-1

Figura 1-3

En el estudio del concepto de limite £ es sindnimo de error v 4 sindmmo de desviacedn.
Fn ¢ estudio fundamental del concepto de limite va implicado un proceso clave, y es:

Los problemas que se resuelven a continuacion dan la respuesta analitica a los dos pro-
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PROBLEMAS RESUELTOS

Proximidad de sumas

| Problema 1-31 | g, .. 1, desigualdad riangular muestre que

x4+ —ta+ b <s|x—al+]|y—hi

Solucién. [ix + vi—fa+Bl=Ix—ay+lp— bl |x—al+ly—bl

Problema 1-32 [ it 1a proximidad de (14 + 1Mai 2 + /Hsi 114 - (2| <

< 0,05 vy | 1,7 = /3| < 005 son las desviaciones,

Solucidn. |14+ 17 =2+ M=104-JD+ 07 - Bl s 14 - 3+ 1731 <005+
+ 005 = 01,

Erablaas 150 Utilice ¢l Problema 1-3] para determinar una desviacion comun §,

para |x — 1,."_ll ¥y = /31l que |(x + y) — I\.-"i + \;’3}[ < (0003,

Solucion. lix + ¥ — W2 + Hl = lix = D + ¥ = I = 1x — 2| + Iy — /3] = 0.0005
I
Ix = /31 < P00 — 00025 = 6
=g L

v — 31 < 2222 pg0025 = 5

Problema 1-34

Si)l4 — .ff} < 0,05 determine un error para |5{1.4) — 5.J'-li|.

Solucién. |514) — 5,21 = |5(04 — /3 = |51[14 = J2| = §114 = 2] < & &= 5005 = 0.25,

Proximidad de productos

[ Problema 1-35 l Diemuestre las siguientes desigualdades

a) |xy = abl| = |x{|y = b+ |b]|x - al.
B |xy —abl = {lx —al + |al)-1y — b + |bl|x — al.
c) |lxy—abl< (1 + |al}ly —b] +1bllx—alsi|x—a]l <l

Solucidn, a) xy —ab e xy — xh 4 xbh—ab = xiy — b + Mx —a) =[xy —ab| =gy — 8 +
+ Bx — all < {xoly — )i + [bix = all =[xy — 8] + [Bljx —al
b} Para demostrar esta desigualdad remplezamos s (x| porlx <= af 4 [alen ol porguex = [x = a) 4 @
da |xl < |x — al + lal.
¢} Sisuponemos que |x — al < 1 en b)se obtiene |xy — ob| < (1 + lalily — bl + (bl |x — al.

| Froblama 1-36 Discuta la proximidad de (14)(1,7 a /2 3si |14 — [J2| <005y
11,7 =3 <005 = (1401, — 2 .3 <&

Solucién. 1/23 - (LD = W23 = 10+ LAY = 1410 = (W2 — 141+ DADIE = 171 +
+ILTYZ — 14] < (005 & 14) 005 + 170,05 = 01575
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Problema 1-37

' Determine &, y &,, tales que

lx = 2] <8,y Iy — 3| <8y = |xy = J2./3] < 001
Solucién. Por la desigualdad ¢ del Problema 1-35 se tiene

5y =231 00 + By =31 + 3 x = JTlsilx - Bl <1 <
Sy =3 +20x = A silx— <
porque /2 < 2y /3 < 2
Bly—3l < 2 oy - /3l < 'D_.EI_
Comod|y — 3 +2x -2 <00 = { ¥ 5

2|x-,ﬁ|.-:-":ff_'. . |x—Ji|{E=":i

= lxp =S/ <00l si |x = /<1
Otbserve que |x — .k."i] < ?f_i = |x — 2| = 1, es decir, se cumple la condicitn wsi |¢ — JI = I

Problema 1-38

Determine 8, vy 4., tales que
lx = V21 <8, yly = 3 <dy = |xy - J2./3] < e dado

Solucién. Por el problema anterior se obtiene

= lxy =I5l <z s lx =3 < |

Ahora |x — /2] = ;- no cumple la condicidn [x — /2] < | si, por gjemplo, & = 5,
Sin embargo, |x — /2| < minimo (L%‘] = x=yZl<lylx— 3= -5 .
Por tanio, Ix — 2| = min (I.—:-}

I o o = |xy - 2/ <&
¥ =sfdl <

Iiruhlnrna 1-39

Resuelva para §, vy 4, si & es dado:
[x* — 4] = &, y|x* - 8] < dy = |x* - 32| <&

Solucidn. |x' -2’ — 4.8l < S — 81+ 8 — Al si x* — 4] < leonx?, s dyRporx payh
en fa desigualdad c) del Problema 1-35,
Para que se cumpla ta desigualdad [x? — 4] < 1 se debe tomar a [x@ — 4] < min (l. IF_&J
= mi Al -
Por mnto, 4, = min (!. I&) 8y TR

Proximidad de sumas y productos de funciones trigonométricas

Problema 1-40

Y COs ¥ 3 cosa

Discuta la proximidad de sen x - cos ya sen a - cos by la de sen x a sen o

Solucién. |senx — senal < |x — al, segim la Figora 1-4
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Figura 14

Andlogo para loos vy — cosh| = |y = bl

Ahora: |senxcosy — sen e cos bl = |sen x{cos y = cos b) + cos Msen x — sen )| <
< |sen x| lcos y — cos bl + [cos b lsen x = sena| =
= 1|cos y — cos bl + 1]sen x — sen al
< 1|y —h + 1jx —a|

Problema 1-41

Discuta la proximidad de A sen (Bx + Cla 4 sen (Ba + Clcon 4, B
y C reales dados.

Solucion. |4 sen (Bx + C) — A sen (Ba + C)] = |Allsen (Bx 4 C) - sen (B2 + C)| =
< [Al(Bx + C) — (Ba + C)l = |A| Bl |z = al

Prcbhblema 1-42

Discuta la proximidad de sen® 2x a sen® 2a, a fijo.

Solucidn. [sen® 2x — sen” 2a| = |{sen 2x 4 sen 2a) (sen 2x — sen 2a)] =
= |sen 2x + sen 2a|[sen 2x — sen Ja| <
= {lsen 2x| + |sen 2a) fsen 2x — sen 20| =
= 2|12 — 2ol = 4)|x — al

Proximidad de inversos

Problema 1-43

Muesire que si x, a e R — |=1,1[ = |-Jl?-l£!xmn|.

| o —x | 1x —"al
- - —
xil ET)

I
7]

Solucién. |+ - -

ComoxaeR—-]-L1[=|xl=1ylal=1 o |xal = I.purtantu_ﬁ51 =
lx_i—'[-ﬁlx—ul

EX

Problema 1-44 1 Discuta la proximidad de %a L_ conx = 1.

V2
I | .
— =l g lx=y2sixz L
N

Loz errores sirven comao desviaciones, v viceversa,

Solucién. Como 2= 1,

For eemplo,

11| < 005 porquel 14 — /3| < 005
14 2

: i 1 [
Andlogamente, | 141 — /2] < 0,005 = A - -ﬁ < (L5

El siguiente problema ayuda a mancjar los inversos de los nimeros menores que 1.
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Problema 1-45

Digcuta la proximidad % a %

1
Solucién. !

X

1 n
< Jxffar 1x — 4l

El ohjetivo s mostrar un namero M ulqut|% - —:;15 Mlx = al

Se busca m = 0 1al que [x| = m = -Ir_iI'IEf e

Por (1} se elige M =-——|! R Sixwrﬁtringga{l—glmn = jx—al < —I%l = [x] > -5-.quecsun
casp particular de |b = al = r|a| = |bl > {! —rlal O<r<1:
{al 2. -
|x = a| = e Fix al = m—; Ix —al 2
{2} satisface el objetivo orgimal porque M = l—jlr sirve.
De (1) v (3) ¥ ba transitividad de «< 2¢ obtiene
|t—n|e:—-u-n-]1 D - 2| |x = ul
De |x al«:l—-- |% = al ::&: do L < & Por 1ano, &
4 2 X d
i
& = min ';;'.E;—‘)aix-u!-qan|}——l-|u (3)

Para ilustrar (3) s tignen los siguientes casos especiales:

L I[
3]""“"“(15'13] T
I = (-0 < min (25,0125 = | L ~(=2f <

Problema 1-46

Dm:utalapcmnmlda.dde—a b.afbf]ﬂs

= lﬂ’ _'_“]_; alb — y) -

X
Solucidn. Vo =

hﬁ—_gkt-ﬂ;—ﬂ]-l-db--j'b ﬂ_!; 1]

o
[

IbIFx—nI+|ﬂ|IJ'-bI bl iz —al+ fally =&l ... _ L]
T e + R s

2 2 |al
= Toj 1%~ al+ pp v — Bl

1bi 2ja . _
p—bl< Bl o P < frtx -l + 51y - bl
de donde

'IJr---trl«:Lirl

o) ly— bl =- 4]— =
Iblz

|x = al < —
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[Bi? &
4lal

5i r_‘plr = —l'@:’—‘-"— ¥ 'ﬁl = min (qrg,-! T

}y por la relacidn (+) se tiene

|x —al <& y |y— bl <&, =-i—:_-—% <

EJERCICIOS PROPUESTOS

Verifique que |(x + p+ z) —la+ b+l s lx —al + |y — bl + |z — .
Discuta la proximidad de 3,14 + 1,73 & = + /3

L L] L

Zex = Fen ISEMI Ixi — ayl.

i 1

Halle una desviacion & que verifique:

a) |x =2 <d = |7x - 12| < 003
By |2~ 3l < d = |y2x = J2/3] < 001

Verifique que

Resuelva para & suponienda que ¢ o5 dado:
al lx=—al<dy|y=5hl<dew |3x+4)—(a+4b)] <=

B lx—al<dyly—bl<dylz—cl<d=|2x+3y + 4z — (20 + 3h + 4¢)| <&

Halle 6, ¥ &, para que s verifigue
=2 < &, ¥y -3 =& = |xy - JI./3| < 0,005

Halle M > 0 tal que |x — 5] < 1 = [3xy — 35)NT) = Milx = 51 + |y — 7

Para & dado halle & para que
lx=5l<dy|py—Tl<d = |3ep = 5 < =&

Resuelva para 8, ¥ 4, si ¢ es dado:
I =18, ¥y | 1) <dy = |x* = Il <z

Venfique: |{semx + seny) — (sena 4 sen b = jx — u| + |y — bl

» Verifique: |senxseny — semasen b| < |x — al + |y = b).

Verifique: [sen® 3x — sen® Ja| < 6|x — al.
Verifique: [sen.,/2 — sen 141] < 0,005,
Indigue la proximidad de los siguientes pares de niimeros:

2 2
ﬂj o -ty
J2 14
h} l"hg_ . .I_"?_a 2
a4
LY

1 1 5 n
Bl iy - . 818X E .S
SN X sena 42

senx  sema L
d) ——m o X E [T‘_i']'



CAPITULO 9

Nimeros naturales

Existen determinados subconjuntos de los reales que se distinguen por algunas propiedades
especiales. Uno de estos subconjuntos son los niameros naturales N {0, 1,2,... ], El sistema
de los niimeros reales se desarrolld en nuestra civilizacion a partir del conjunto de los numeros
naturales N, Fs posible empezar con este conjunto y, a partir de &l construir los enteros, después
los racionales, los reales v, finalmente, los complejos. Este proceso es muy instructivo, pero
muy largo y lleno de detalles. Por esta razdn se estudié inicamente el conjunto de los nimeros
reales. De la siguiente definicion resulta lo que es un nGmero natural.

Definicién.  Un conjunto M de nameros reales es un conjunto jnductivp si posee las siguientes
propiedades !

. 0 eM

2 ¥rxeM=x+1eM

Ejemplo 2-1. El conjunto R de los nimeros reales es inductivo porque 0 es un namero real y
x + 1esunreal 51 x lo es.

Ejemplo 2-2.  Los siguienies conjuntos también son inductivos:

'i

Z= {3 -2-L0L23..}i {0.- L.

1.?. 3

|
k
Los siguientes subconjunios de nimeros reales no son inductivos:

I. El conjunto {x: 0 < x < 1, x e R} no es inductive, porgue | estd en el conjunto,
pero 2 =1 4 | no.

2. El conjunto {x:x > 0,x &R} satisface la scgunda condicién, pero no la primera,
porque 0 no estd en el conjunito,

3, Los siguientes subconjunios no son inductivos:

{L234,..}:{0. 5. L,234..}: {02468,..}

ta| —

Definicion, Un nimero real es un nimero natural si pertenece a todo conjunto inductivo.

N = ! x: x estd contenido en todo conjunto inductivoe |

Como los elementos de N pertenecen a todo conjunto inductivo, decimos que N constituye la
hase de un modelo de razonamiento gue los matematicos llaman demostracion por induccon
O TCCUTTencl.

34
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Teorema. Todo conjunto inductive de ndmeros reales contiene los nimeros 0, 1,2, 3,

En efecto, 0 e M pﬂr definicidn de compunto mductivo
0 + 1 & M por definicion de conjunto inductive
e M porel axioma a + 0 =@

1

I + | &M por definicidn de conjunto inductivo
2 e M por definicion 2 = 1 + 1

2 4+ | & M por definicidén de conjunto inductivo
3

& M por definicion 3 = 2 + |

Como los nimeros naturales son reales, gozan de las propiedades de los reales, incluvendo
las propiedades de cuerpo ¥y de orden,

El siguiente teorema da un criterio para decidir si una determinada propicdad se verifica
para lodos los nimeros naturales.

Sea Fix) la proposicion abierta, x verifica la propiedad P. Entonces,

Teorema.  (Eoingipio de induccion malemitica.) P(x) es verdadera para todos los nimeros

naturales x 51

1. M0D) es verdadera.
2. Si Pik) es verdadera, entonees Pik + 1) es verdadera.

El principio de induccion se puede formular de una manera equivalente sin hablar de «pro-
piedadess de un namero, términge un poco vago.

S¢ pucde cnunciar en forma mis precisa, diciendo que si 4 es un conjunto de nomeros
naturales y

I. 1 8A;
2 k+ledsik ed,

entonces A e ¢l conjunio de los niimeros naturales. Esta formulacion simplemente remplazs
a la anterior si se considera a 4 como el conjunto de los nimeros naturales que satisfacen Ja
propiedad Pix).

Existe otra formulacion del principio de induccion matematica que parece diferente, 5i 4
s un conjunto de nimeros naturales # ¢, entonces A posee un clemento minimo. Esta propo-
siciom wintuilivamente obvias se conoce con el nomhbre de «principio de buena ordenacidne
y s¢ demuesira a partir del principio de induccién de la siguiente manera: Suponga que A no
tiene elemento minimo. Sea B el conjunto de los naturales males gue 1, 2, ., 7 no pertenceen a A.

| & Bporquesi | & A, entonces 4 tiene un minimo, 1L Ademdas si 1, 2, ..., k no estin en A,
k + 1 €A [porque de otra mancra k + 1 seria el elemento minimo de A); por tanto, 1,2, ...,
k 4 1 no estin todos en A. Esto muestra que si k € B =k 4+ | & B. De esto se sigue que n
estd en B, es decir, los ndmeros 1, 2, ..., n no estan en A para ningin nimero natural n. Por tanto,
A = ¢, lo cual completa la demostracion,

También ¢s posible demosirar el principio de induccion a partir del principio de buena
ardenacién,

En efecto, suponga que 4 contienc a | ¥ que A contiene a n 4+ | si contiene a n 51 4 no
contiene todos los nimeros naturales, entonces ¢l conjunto B de nimeros naturales que no
citin en A o5 3 ¢. Por tanto, B contiene un elemento minimo n, Ahora n, # 1 porgue 4 con-
tiene & |, por tanto, se puede escribir ny = (ng — 1) + 1, ¢com n, — | un nimero natural,
ny — | ¢ B, por tanto, ng — 1 ¢ A. Por hipotesis, n, debe estar en A ; por consiguiente, n, & B,
lo cual es una contradiccion,

Existe otra forma de induccion. Algunas veces sucede que para demostrar Plk + 1) se
debe suponer no solamente P(k), sino también que P(1} es verdadera para todo | < k. Esie
caso s¢ Hama sprincipio de induccion completas.

Aungue el principio de sinduccion completan parezcn mas fuerte que el principio de induc-
ciom, la realidad és gue cs una consecuencia de ésie,
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En efecto, 5 A contiene a | y A contienca n + |, sl contiene a 1, 2, ..., m. Sea # el conjunto
de todos los & tales que 1,2, . k & A Suponga que | ¢ B

SikeB=12..kecd por tanto, k + | & A, entonces 1,2, ..,k + | = 4; por con-
siguiente, k + 1 & B. Por induccidn, B = N ; por tanto, A = N,

El principio de induccién completa se enuncia de la siguiente manera: 5i A cs un conjunio
de nimeros naturales y

. 1 eA;
2 k41 edsil2 ... kestinen A,

entonces 4 es ¢l conjunto de todos los nuomeros naturales.
Nota. 51 en el teorema de induccién se cambian las hipdtesis se obticnen los resuliados si-
guicnies, que son otras formas de presentar el principio de induccion :
I.  5ia es un entero natural diferente de 0, todo subconjunto A de N tal que
aedy[(xed)=x+1¢eAd]
contiene ¢l intervalo [a, — [ (recurrencia @ partir de a),
2 5i b es un ndmero natural diferende de 0, todo subconjunto de N 1al que
Dedy[ix<bybedl=x+1c4]
contiene al intervalo [0, b] (recurrencia hasta b o induccién completa).
3. Siaybsondos enleros naturales tales que 0 < a < b, toda parte A de ™ 1al que
aedyfix<byxed)=x+1cd]
contiene el intervalo [a, b] (recurrencia sobre un intervalo),

Nota,  El principio de induccion matematica. se llama induccidn transfinita cuando se aplica
a conjuntos bicn ordenados mas complicados que el conjunio N,

PROBLEMAS RESUELTOS

{ Problema 2-1 1 Pruebe que 5i 0 = x < | ¥ n un entero positivo, entonces 0 < 2" < .

Solucion. Sea xtal que 0 < x < L. Sea 5 o conjunto de los enleros positivos n tales que 0 = & < |
Se va u mostrar que el conjuntc £ es e conjunto de todos Tos naturales:

. 1 &% por hipdiesis

X SimeS osdecir, 85i0 < x™ < |, 02 x"" 0 = | m+ 1| es

Por el principio de indoccion, § = N,

Problema 2-2
(L +pf =1+ np

Muestre que para todo real = —1 y para cualquier entero positivo a,

Solucion. Sea § el conjunto de los enteros positives o para los cuales (1 -+ p)" = 1 + np:

L leSporque(l +p)' =1l 4 pml 4l p
2 Sim eS8 esdeeir, (1 + p)™ = 1 + mp, entonces

(0 +pr*t =11 + gl + prze( +pl +mpl=1+p+mp+mp’=14+imsllp

Asi, m e85 = m+ | &5 Aplicando el principio de induccidn se obticne ¢l resultado,
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Problema 2-3

Mugstre gque si n es cualguier entero positiva, % (n* + 2n) es un eniero.

Solucién. Sca 5 ¢l conjunto de los enteros positivos n 1ales que ; (" + Zn) es un entera.

I 1Es.purquc—;-n Y=l
1
T
S llm + 0P 4 2m + 1] = (w4 307+ 3m b |+ 2m o 2) = g n® 4 2m) o om )

2 Sim e 8. csdecin, 1 = (m? + 2m) 5 un enlero, cnionces

5w enteno.

Agl, i ES = m+ 1 2§, . 8 = N, por el principio de induecion,

Problema 24| . ecire gueS, =1+2+3+ .. 4n=nn+ 1)

Solucidn. Sea 5 el conjunio de los enteros posilivos » para los cuzles In farmula e verdadera

L. 1 S porque | =] ~2/2,
2 Simed esdecin,si S, = | 4+ 2% .., +m=mm+ 1)2, entonces
Sasi=14+2+ .. +m+im+1)=5,+im4 1) = min + 12 +im+ 1= (m+ L)im + 272

Asl, m €8 = m + | €5, por el principio de induccion, § = N,

Problema 2.5 | Muestre que 3 k* = &+ 02n + 1),
L

Solucidn. Sea § o conjunto de los enteros positivos g para los cuales Ia formula es verdadera,

1
I
” v v
I. 15§ p-urquciE”A 1 6[1"3] = |.

fud

St £ 8§, es decir, si i kY = mim + 1}E2m + 1) entonces
(L]

T R=T K mt - ié'-:m # 02w 4+ 1) 4 (m o+ 1) = m-;i[mflm + 1)+ 6im + 11]
Ol =] =)
= m;'—l [2m’+?m+5}=L;'—l|m+:;:2m+3.]

Asl, m € 8§ = m + | & Por el principio de induccion, § = N

Probl
bkt Muzestre que la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo
de n+ 2 lados es 180° n,

Solucidn. Sea P, la proposicidn dada,

l. Sin = 1, ¢l poligono es un tridngulo ¥ s¢ sabe, por geometris clemental, que la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo & 180° Enlonces P, es verdadera.

2 Suponga que P, es verdadera para wn natural Gjo & es decr, un poligone de & + 2 lados; s suma
de sus angulos interiores e (1807 k). Cualguier poligono convexo de & + 3 lados se puede dividir en un iridin-
gulo ¥ un poligono convexo de k + 2 lados, uniendo ¢ primer ¥ tercer vértice de cada tres vérlices consecu-
tivos del poligono dade. Por la hipotesis de induccidn, ln suma de los dngulos imeriores ded poligone con
k + 2 ladoses 180" k y la del triangulo 180° La suma de las dos es [180° (k + 1)]°, que forma un poligono
de k + 3 lados Esto quiere decir que Py, es verdadera. Por el principio de induccian, P, es verdaders pari
1odo natural
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Propisma 21 Al dibujar una recta se divide el plano en dos partes. Dos rectas dividen
el plano en tres partes (st las rectas son paralelas) o cuatro paries (si las rectas noo son
paralelas) Tres recias dividen ¢l plano en un maximo de siete partes (51 dos rectias no son paralelas
v tres mo se cortan en un punto) Esta construecion sugiere el problema de hallar ¢l miximo
nimero de partes en que a rectas dividen al plano. Para cada n & N, sea fin) este nimero.

n j1 2 3 4 3

fim|2z 4 7 11 16

La tabla muestra que 2l =fll)+2=242=141+2; i} =fi2)+3=1+1+
L2453 = i)+4=14+14+24+3 44 /(5= N +53=1+1+42+3+44+35
Esta construccion sugiere que fin) = (0 + n + 212 Demuestre esta formula por induccion,

Solucion. Sea P, Ia proposicion dada.
1. P, ¢s verdadera porgue f1) = 2
2. Suponga que fik) e (kT + k -+ 202 es decir, que P, o5 verdadera.

Sea L= [0, 1o by 1] ol conjunto de & + | rectas gue dividen ¢l plano en un numero méximo de
flk -+ 1) partes. Entonces ls recta | debe cortar las rectas 1, 1., 1, en k punios diferentes; es dear, | sub-
divide exactamente & + 1 delas fTk) partes en que of conjunte L — [ 1} de rectas divide o plano. Ask se tiene
que

Mk + 1) = fik) +(k+ 1)

Pero fik) 4 ik + = (kT -+ k+ 202 + (& + 1) =8 + (0 + 452 = [k + 1P + (k + 1) + 2]2
Entonces fTk + 1) = fik) + fik + 1), es decir, Py., es verdadera

Problema 2-8 : - : )

Considere n puntos sobre un circulo. Uniendo los puntos advacentes
por segmentos se obtiene un poligono de n lados. Se desea saber el ndmero gin) de diagonales
del poligono. Al hacer los dibujos correspondientes s¢ obligne:

T a2y o= i) =10

HIIIJHS:&?

gin) I o o o 2 5 9% 4

Temendo en cuenta la fbrmula Sin) = -"“-1-;7 h se obtiene:
5[{4} = 2 =52 -1
g{S}.—:g{#}+J.—.—2+3 = 5(3)— 1
git) = gi5) +4=2+3+4 = S4) — 1
g =gb)+ S=2+3+4+5=505—1

Basados en estos resultados se puede predecir que para n = 4
gin) = S —2) — 1 = njn —3)/2

Demuestre esta formula por induccion.
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Solucién. Sea P, ln proposicion dada.

I. P, e verdadera porque gid) = 2,

2. Supongs gue P, es verdadera para todo natral & Gy es decir, gik) = kik — 32L& = 4 Sca P un
punta del poligono dado de k lados entre los vériices adyacenics A y B Se obtiene on poligeno de & & | vér
tices. Toda dizgonal del poligone de & Eados e una diagonal del poligono de & + | lados Cada seamento que
une P a un vértice del paligono de k lados, distintos de A o B, es una diagonal del poligone de & + 1 kados,
Entonces

g+ =gkl + k- D=kk =32 +k— )=k — k- 22 =(k+ ik -272
Es decir, P, & verdadera,

Problema 29 Prucbe que 2° " 'la" + b") > (g + B con a+ b =0, a#b y n un
nomers natural mavor que .

Solucion. 1. Pamn o I la desipualdad 1oma la forma
Ha® + b = fa + b i
Coma 4 B, s tiene i desigualdad
fu— by =0 2

Sumando (o + BF a cada lado de ln desigualdad (2) se obtiene ln desigusidad (1) Esto demuestm
desigualdad para n = 2

2. Suponga que fa desigualdad se verifica para n = k, o5 decir,

2Nt o+ b = e+ WY i3
Vamios & demostrar 1a desipuaidad para m = k 4 1, 28 decir,
M - B (e 4 BT 4}

Multiplicando ambos lados de (3) por @ + & s obtiene
2 Yt & Ba + B) > e+ W (5}
Para demastrar o desigualdad {4) es sulicente mostrar que
Pt + 6 s PNt 4 BYa 4+ b ]
P chil- A i
La desigualdad (7) se puede escribir en la forma
o' — W'Y =) =0 £1]
Suponga que @ = b Entonces, de la hipdtesis de que a > 0, se sigue que @ > |b[; por 1anto, o' = B
Asi, el lade de la isquisrda de (8) es ¢ producto de dos ndmeros positivos. 8ia < b, emonces o' < b" En este
caso, el término de la izquicrda de (3) es el producio de dos nameros negatives. En cualquier caso se verifica

la desigualdad (%)
Esto demuestra que s la desigualdad s valida para n = k se verifica pasa n = & + L

Problema 1-10 ; .
Pruebe que para cualquier x = 0, ¥ para cualquier nimero natural n,
la siguiente desigualdad es verdadera:

: i 1 I
x"+1"1+1“+._.+£;,-_-¢-+T1_1—+?.?,n+l
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Solucién. la) Paran = 1 la desipualdad toma la forma
x+1fxzx2 (1
Lo desigualdad (1) es consecuencia de que
| x—1F=0
16} Pare n = 2 la desigualdad toma la forma
¥l et =3 2
Coma la desigualdad (1) s verifica para cualguier x > 0, también se verifica i x se remplaza por x°, es deeir,
¥ 4 1jxd =2

Sumando | 4 ambos lados de esta dliima desigualdad s obtiene (2)
1 Suponga que la desigualdad se verifica pama n = k, es decir,

x‘+x""+...+?l—.,—+-?:r2k+! 13

Vamos 3 mostrar que fa desigualdad tambien se verifica pama n = & + 2, es decir,
1 1 1
:“'1+-1!‘+'E":+.--+—t,r-—z'+-ir+117ra'k+3 ()
Remplazandoe x por =** 7 en la desigualdad (1) se obtiene
A gy 2 2 (5)

Sumando término a termine s desigunldades (3) v (5 s obtiene la desigualdad (4).

Resumen: En 1a) ¥ Ik se demostird gue la desigualdad se verifica param = | ¥y n = 2 En 2 s¢ demosird
quee T desigunldad se verifica para s = k -+ 2 i s verifica para n = k En otras palabras, los resuliados de la)
¥ 2 permiten afirmar que la: desigualdad es valida pama todos los valores impares de n Andlogamente, los
resultados de 1h) ¥ 2 muestran que ba desigualdad se verifica para todos los valores pares de n. Entonces la
desigusldad es vilida parn todos los numeros naturales

I 2-11 _— 2 e * .
Problema Demuestre la siguiente proposicién: la media geométrica de un
nimero finito de numeros positivos no es mayor gue su media aritmética, es decir, para cualquier
conjunto deé nameros positivos d,, ds, ..., d,:

. a4 +ay+ ...+ 4, 1
i PTT— = = in

Solucidon. 1. Pammn = 2 la desipualdad (1) voma la forma
Jaa < AL 2

Coma para todo par de ndmeros a, v a, 5 verifica la siguiente desigualdad @
‘\."I:'t - \.-""-‘al’ =0
Esta prucha la desigualdad (2).

La desigualdad {2) tiene una interpretacién geométrica simple. Dada una recia elifp un punto # sobre
ella; sobre esta recla dibuje los segmentos AC v CB de longitudes a, ¥ oy, respectivimente, Construya un
circulo con didmetro AB. Entonces la longitud del radio del circulo e (o, + a;)2 En el punio O dibuje una
perpendicular al segmento AR y sea D el punto en que la perpendicular corta al circulo. La longitud del seg-
mento O es \"I;’I'-ﬂ:'
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2a) Supongs que la desigualdad (1) se verifica para n = k ¥ demuesire que se verifica para n = 2k;

] L]
E L L fa s "o, /a;.
—— G — S iy, ..., @y + '@ 2y wnag
\Fﬂiﬂln---lﬂu = Vm""l”i---" = n.-"ﬂnnﬂuz- . . bl Lt ] L] \.l1 1114'\,"‘_! et 1 <

ay +ay * .+ oa +&,,,1_ + Oyay F o kO
k k @y a4+ oyt g
L — = = - 1 £} et N
i "

Comuo la desigualdad (1) se verifica para n = 2, podemos suponer que es valida parao g = 4, 8, 16, cic, es decir,
para cualguier n = 2* siendo 5 un natural

2b) Para demosirar que la desigualdad (1) se verifica para todos los nimeros naturales nse vt a mostnr
que 5 s valida para n = k, entonces cs vélida paran = & — | Scan a,, ga, ..., @, _, nlmeros positivos arbi-
trafios, ¥ A olro nomero positivo sin determinar, Entonces:

i 3
—— @y + iy + it @y + A
‘\"r'ﬂiul' ---.ﬂ‘..-rf < ] LA E ._.-.-k"—'

A g elige de 1] manera que

dp +ody ot Gy +od dy &y o o . L ay + dy b o
. Ml LS S ey | -1 L. B .- B e i W
B | . &5 decir, sea & =

Entonces se obliene:

]
= =1
s e o thed Bd et o, A s Faat o kG

Sea m un nimero natural arbitrario. St m = 2 para un ndmero natural s, entonces, segin 2ol k desigual-
dad (1} sc verifice. Si, por oira parte, m # 2, se puede hallar un nimero natural £ tal que m = 2* Entonces,
et virtud de 2a) y 25}, podemos afirmar que ln desigualdad se verifica también pam n = m

I Problema 2-12

Demuestre por induccidn completa sobre p que

- .ﬂfﬂ + !.} RI
o o— .
Zk=— - Pl
Solucién. La proposicion es verdadera para p = L.

Suponga que es verdadera para todos los nimeros naturales < p,

+El teorema del binomio da {k + 17! — &P*' w (p 4 1k” 4+ los lérmines que contienen polencias

menores de k.
Sumando para &k = [,2. 3, .., n se oblicne

———— - i K" 4+ rminos de ¥ K para r < p
k=1 [N}

Por hipdlesiz, se puede escribir cada ‘I-', k' como una expresidn que conticne potencias i con 5 <
=1

Entonces

L * ¥
.E Kt = Lk L + términos que conticnen potencias de n nimeros menores que p + 1
=1

Problema 2'1:" Muesire por induccién completa que todo nimero natural se puede
escribir como un producto de primos.

Solucién. Suponga que todo niimero < n s puede descomponer como un producio de primos. Sin > |1
no es un primo, enfonces n = ah para @ b < n
Por hipotesis, o y b son productos de primos; por tanto, n = ab también lo es.
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l Problema 2-14 Muestre por induccion completa que

(”*’")J i

siendo a, la sucesidén de Fibonacei: a,, @, -..
ay =1

ay = |
Hy = gy ¥ 8y .0 2= 3

Solucian. Como

In proposicion es verdadera para n = |n = 2
Suponga que b proposicion es verdadera para ¥k < w1 2= 3, Entonces ¢s verdadera en particular parm

n = 1. n — 2: por tanta,
(.'_‘:_v':-‘.’)' e ('.7 4’.5]" ¥ (E_!'_n.-'_‘j)"' = [L=5)
2 2 i 2
o, =g_,+a,_;3=- T
NE

) () 15 50 - )
5

EJERCICIOS PROPUESTOS

S5i x < 01 ¥ n entero positive, entonces x™ ! = 0.

Sean ay, dy, ..., @, NUMeros reales. Sijay | = |y la, — a,- | = 1, entonecs |a,| =
Muecstre que a = boes factor de g® — b7, nentero positive,

Mugstre que g + b es factor de @™ 4 ™", n entero positivo,

L ol

Pruebe gue para lodo nimero real p = 0 ¥ n entero positivo,

(4 pPzt+aps 201l

sen Inx

6. Pruche que 3 cos (2k — 1y = o
A=}

7. Pruehe gue i T =
8, Pruche que i A2V = ] 4 {m— 12
£l

9. Pruebe gue i ™l - gn!l._:..{;..lr 4 1
e —



11.
1L
13,
14
15.
16.

i7.

18.

19.

1.
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E e |-

Prucbhe gque

Pruebe gue (1 — x][ﬂ! + 21 + =) 01+ 2] = 1 — x*"*" para cualquicr entero x, ¥ todoa = 0.

Pruebe que & es factor de = 4 7. ¥n = 1.

Pruche que 5 o5 fuctor de WI6™) + 3, n = 0

Pruche que 17 + 3 & ... + (20 + 1P = (e + 1P (20 + 40 + 1), Wa = L

Pruche que @ m e un entero no negativo, enfonces |7 + 27 4 .. + 1™ = et g i

Descubra n falacia que hay en el siguiente razonamiento por induccion: Sea Pin) 51 a v b son enteros
no negativos, tales que a + b = 0 = a = b, primero observe que P} es verdadera. Sean a y b enteros,
talesque a + b=k + lLydefinacydporec=a— l,d=5F— LLEntoncstc +d=a'+ bh—-2<
= k+ 1 — 2=k Laverdad de F{k) implica que a = b; e= decir, Pik + 1) cs verdadera. Se concluye

gue Pix) es verdadera pira todo 5 = (.
Defina el simbolo n! por 0! = | ¥ n! = pin — 1) para n = 1.

Pruehe que: o) si kl=alr—1)1(k+1—=r)l ¥ B) ki=brlfk=r) = (k+ I =la+bl{k+]1—r)

Halle fbrmulas para las siguienies sumas y demuésirelas por induccion:

@) 1-242-34 ...+ nin+ 1L Resp.: ——— r—

1 1 i o M
L R s A Resp: wr ~ oy oy

Pruebe por induccidn que para cualguier entero & > 1 y o entero posilive:

"*” [ h
al ”‘_’_”_1+2 + 3 4 4in— 1N
k) "4_—;:& ) B T i

Indicacidn, B Sin = | s verifica. 5i es verdadera para o lo serh para n + | sl

=1 e (PR | Ly T
= TR IS

e (&':‘r].ulf +-% ]ﬁ | < (":_L] [I + ",_*].
o (15 [' + ,,l;] 2t 1+ 4) -

Por tanto, lo dltima desigualdad es correcta

ﬂn"”‘gfn-i-lj'”"[n-l--j:]u

Pruebe por inducciion que:

@ 1+ W+ 4o+t I__l"'i",; L”;. '"i";'
* ol

B (U il g%l + ™) = _t__'iq

Indicacidn. a) Es verdadera para n = 1. 81 es verdadera para n = & entonces

o *1
(1 4+2¢+ 0.+ kgt = (k+ 1)g* == “‘{* '_”;—},“"""—1'[&“”':
L—tk+ g + kg " ke + 1lg — 2" 4+ g% %) _ 1 — ke + 20" + (k4 gttt
[ - (r—gf

lo cual prochba el resuliado para n = & + |

Demuestre la desigualdad de Cauchy por induccion:

(Zen) = (£) (£
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Solucidn.  El resultado es verdadero pam 1 = 1
Suponga que s verifica para n = k!

So) <(£) (20)

Entonces, pars n = k + 1,

i+l

'EI uihfr = (i; aby + tdysybis l)i = {I"_i‘u,b,-)z 4+ 2854 1b0ue (?; ab; +ah. Bl ,] =

= (ia.’] ($bf) + 2lddye i Bus .l@ﬁgf +ufi bl =
<(%a) (B01) + ai- 30t + bhei3oad + aleiben =
[ ) 8t (59 (59)

Se empled (A — By =0
72, Demuesire gue ef producto de tres enleros consecutivos, m,n + 1, n 4+ 2 es divisible por 6.
23, Muestre que 2" < n! < o' parin 2 4

Indicacion. Remplace n por m + 3 y verifique la induecidn sobre m,

24, Halle el werrom en la siguiente demostracidn por induccion de: Todos los nimeros de un conjunia
de n nitmeros son iguales,

Demostracion.  Sea P, Ia pmpusméﬂ dada.

1. P, esverdadera porque tode nimera & igual a sl mismo,

2. Suponga que P, es verdadera y considere un conjunto arbitrario de k -+ | clementos gy, dy, b, oo
dy o g ENIONCES, COMA dg, e, o0 By ¥ 830 Ty oo diay contienen k nimeros, la hipdtesis de induccion
implicaque gy = dy = .. = ¥y =4y = .. = By Deesto segigie qued; = @y = o0 = g
es decir, Py, , &5 verdadera, Entonces, por induccion, Py, & verdadera pam todo mll.ural

(] L] =
25, Scdefine T 4= a3 L@ = En,-+a.,'.n::?.
I=q =3 i |

Demuestre par inducciin que:

" - L] - L] |
al E[um—b,]--Eu,+Eb4:}:lw,nkza,:Z[a..l—a,}=n_—:.r,sinzz

i=1

b} Teniendo en cuenta las identidades: 1. (i+1)—i=1 R (R | S TR B T T )
B SN TIPS L T T Dremuestre las siguientes férmulas:

myi= I'ﬂ'ﬂzirﬂ;rm b T R o mr‘“‘” }:I.-. Jﬁﬂ+ 1)?
el =1

26. Defina por induccion el producto Tl o y demuesive por induccion qiie:
=1

@) FIE:I,-b,!::(J:I u,][ﬁ h;]. b) n-?J—= % 5icadn a; # 0,
=] im§ i=1 i=1 1 ]

—1 1 .
Fan icuhl es su valor si x = 17

B OSixsl, 0o+t = L
iml

27. Use el teorema del binomio para mosirar que

(e 4=+ g1 2 (-5



CAPITULDO @

Limite de una funcidn

El concepto de limite de una funcidn es la idea eentral del edleulo, tal ver el mas importanie y
a la vez el mas dificil de asimilar,

El cilculo estd formado por un conjunto de teorias y técnicas que permiten calcular varios
tipos de limites y emplea ¢l concepto de limites para resolver algunos problemas. Por estas
razones se aconseja dominar tanto el aspecio tedrico como las partes técnicas de este capitulo.

Antes de dar una definicién formal del concepto de limite se van a dar una serie de ejemplos
que crean las bases y a la vez facilitan la comprensién de los distintos términos que intervienen
en la definicion del limite de una funcién.

| * six<l
Ejemplo 3-1. Dadas las siguientes funciones: a) f,{x)=x"+ 1, ¥x: 4‘:1]|_,I"2|';.-}=s 2 six=1;
—x+2six>]
T _
c) fi(x) = —J; = : Vx o 20 d) folx) = Vix = 1}, ¥x & 1€ falx) = 1/ix? + 1), dibuje sus

grafos. Calcule algunos valores funcionales para f, en las proximidades de 0: lo mismo para f;
en las proximidades de |,

Solucidon.  (Vea Figuras 3-1 a 3-5.)

' A
5
A
4
i |
3
1 :
=—=21=1 0 1|2|3] 4 X
1 1 A-2
-3
Figura 3-1 Figura 3-1
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i ¥ *i
) i
|
4 | f __
3 |
3 L i AL
I 1 = !."“\
Z 15 S TS — e
(N _‘—l—-—._-_l‘_“! J X x
|
|
|
I
|
| I
Figura 33 Figura 3-4 Figura 3-5

Observe lo siguiente:

x |1 -1 63 -05  +01 -0l 0,01 —0,01
fital 2 0 LI25 0%75 1,001 0999 000001 0999999

= |1 L 2 L1 Lol L0001 10000

5
LT 4 35 32 31 301 3000 30001

También ohserve lo siguienie:

filx) sc aproxima a 1 si x se aproxima a cero y £, (1) = |

[f3ix) se aproxima a 1 si x se aproxima a | por la izquierda.

JSilx) se aproxima a 3 si x se aproxima a | por la derecha; f; (1) = 2

S3lx) sc aproxima a 4 si x se aproxima & 2 por cualguier lado,

Jalx) se hace cada vez mayor si x se aproxima a | por la derecha.

Jalx) se hace cada vez mayor negativamente si x se aproxima a | por la izquierda,
Jalx) se aproxima a 0 si x tiende a a0,

iCuiles de los siguientes resultados son verdaderos o falsos?
Iilglf.[xl = I lim fy{x} = 2; lim f{x} = |
= =1 x=1
Recuerde que
lim fix} = L, si f{x) se aproxima a L; cuando x se aproxima a x, por la izquicrda.

I.f'm flx) = Ly si fix) se aproxima a L, cuando x se aproxima a x, por ia derecha.

iCuiles de los siguientes resultades son verdaderos o falsos?

a) lim fy(x) = 1; b) lim fy(x) = 3; o) lim fi(x) = 4; d) im fi{x) = 1; e) lim f3(x) = 2
Fiim fofx) = +ao: @) lim filx) = -0} k) im fo(x) = 0; ) lim fyx) = 0.

Resp. - WWVFFVYVVY.
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Ejempla 3-2. 51 f se define por el siguiente grafo, calcule: %
i) iIi_rIn fAx): MW Iirlt] fix): ) lim fix); d) lim fix):

e J..if' M=k N I|r~n fixh: gl Iup fix): k) Iilr;- fixh,

Resp.: 1,2; no existe, |, +=,2,2,2,

N\

Recuerde que: Vila) = Ja — r. @ + | ¢s un entorno

| = | | s | B | LA

. 12 3f4]5 x
deradio ry centroen o0 = {x:|x —a| < r}. -
V¥a)=TJa — r. o + r| — {a] es el entorno anterior
sin el punto a, |
Figura 3-6

Ejemplo 3-3.  Si fiix) = (x? — 4)(x — 2), x # 2, a) jpara qué valores de x se licne que
filx) & Vi5(4)7: b) jpara qué valores de x fi(x) & V. (4T ¢} jpara qué valores de x,
filx} € K(d)?

Solucidn,
a) El grafo muesira que fylx) = a y fild) = b

Como [3(x) = x + 2 para x # 2, enlonces

c+2=4g d+2=h
e+ 2=a-17 d+2=4+ 12
=4 =12 =2 =32 ded 4 12 =2=21/2

es decir, todos los x & V7,(2); en otras palabras, todos los x & ]3/2, 5/2[ exceplo x ~ 2.

h) fHlx)=a=4-1/10 Fdy=bh=4+1/10
e+2=4-—1/10 d+2=44 1/10
c=1%I0 d = 21/10
Es decir, todos los x & FJol2) excepto x = L
c) filx) =4 —r fild) =4 +r
24+ec=4—7y 2+d=4+r
f=2—r d=24+7r

Es decir, todos los x & F42) excepto x = 2.

b=d 4+ rgm=————

e

g = d — Fy
iF

5 1+

B e e o ——— ——

-
"

bl
Lo

Figura 3.7 Figura 3-8 Figura 3.9

|
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Ejemplo 34, Sifi(x) = x* + 1, g) jpara qué valores de x sc tiene que f{x) € ¥, (1)7; B) si
gix) = I/x para x > 0, jpara qué valores de x, g{x) & ¥, (2} ¢} ipara qué valores de

x, gix) & ¥.(2)?

Soluctdn.
a) fil)=1-1/8 Sfild) =1 + 18
et l=1-=1/8 d*+1=14+1/8
= —1/8 d* = 1/8
c=—12 d= 112
Asl filx) & V5 (1) si x & V,,; (0). En este caso no se excluye x = 0.
B gle) = lfe gld) = 1/d
lje=2-1 ljd =2 + 1
c=1 d=1/3
Ast, glx) e ¥, (2) s x e(1/3,1)
c} /g =2 —F 1/d = 2. 4 F
ce= 12 —=r) d=1/2 4+7r)
; 1 |
5 e
Mi'“'ﬂEm'H'“Elz+r'z-rl_' It

¥
{ 1
-—bl
1l
I_ -
il
|
| ] e
C) 1 = =
Figura 3-10 Figura 3-11

Ejempla 3-5. En los siguientes ejemplos, a) dibuje sus grafos y lea el limite cuando x == x,:
b} construyn la figura geométrica que ilusire los entornoes; ¢ (para qué valores de x se tiene

gue el valor luncional de x esté en V{L)?

. gix Ix — 1, ¥x X i U'!:E):-:;l]
il i 3. kix)= §1six=20 xg =0
il Xp =0 Oszix=>0
Solucidn,
JI.':'I
2rd———
|
F | k
2—r-;. |
[——L-i-—I-— ) ¢ ____1
el d2 =
Figura 3-12 Figura 3-13 Figura 3-i4
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o fazlpdar Mo led iy Ny
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'L' L J.-r_ ta P

2 limhix) =0 hie) =0 + r Hd‘]uﬂ-i-r
N e R I F T et U BT . o
1.-1-r"|.. &= =F :'_. d=r
Adi, Mx) & P{ﬂ]!ﬁl IEVFI}} « 5 o ey wo# eyl SLE 2aug®
o< Bl TR, FAUCHIE, QVE. Hﬂﬂ"ﬂ!ﬂf#ﬂ#ﬂk Mx) o O v r‘..,*?..,..
Lo anterior nos permite dar la siguiente definicidn: sreminmiiag Sh

Definivian - Diecitfios que fticte ta fimite Lostndo’s s proximaa vy ﬂfpﬂnmhumrmmﬂu
il ﬁ:mhllwun ‘entbrso beml qﬁ-:! 8 oxe VP i) dntosodt fTx) VAL Se mdhe

hm_ﬂ'ﬂ- w e Ll e g W epe bachienmon 8, AGUETG 63 o ol 20 mcED Bl
wesy i
e 53 B 17 D i slnnnadan ayesran sl ob e eeian o utey i S, del,
| #

Hm i+ Pasd w:ﬁmaqu: hﬂurn,ﬂ.rhﬂrwmpruquerﬂHmn#uM seuchelnd
BAHALGR" ehtorid’ PRIRY Que Gimipla “Sor Hhs Eondicontd de 1 dehinlcisn’" s apbiplier

felt ‘.quulvmndn hl- Bjornplo }ll:-.:mm qoe G Sl m Aina wirseg e Gl W

Pk verificar E4io'sE hahd qocy i aBimei pol b 14 ﬂ,- ot 2 e A 7
tivo 7 k) & ¥id) coantds x' & ¥, mfmtﬁnqucm PR = ‘L-_-J-:—'-'ui" i
contichories de 1 definicion s Kiinplen i 4 tona’s & 72 7 il

Observe lo sigwente: ol elegir 5 = r se halld ol miximo
entorno posible V(2L Si se elige otro entormo mas pequedio
wlwm@bﬂﬂmhhﬂ Bonsighmatos imnul Lk
I, < Iy, entonces VP(2) © VP (2) y. por tanto, se puede clegir
as = r2or3 o cualquicr nimero menor que r, y Ia defi-
nicidn so sigue cumplietdoimimond bk potsaluirese ob olsug o x4

wh ;hh@n&ﬁmmqumﬂquwwmx ¢ fl -_ =v iy g B :_ .
mu:im: definicion. La recta de puntos y mwnn , +.1 i il 2ot Ty
ol clfglo Soteienic de, hara todo. & wl que /i) ¢ B 1 $iher, 7 itk
Pariiendo del éntomo menor V3[3), 1a parte ray:da it ’;m] J'“‘ ;
que 1 mm'mwmmlmrm-mm APREETL .4 Lirerz o
i i x;".mu ool onies _ﬂﬂ;} "VJ‘L ke vk cr 0 OSTROTTE WAL Sl L TenvaeT 'a'r, a7

.f|l|: o

Veamos otros ejemplos. ;Taqmm la funcidn gix) del Ejemplo . 3_-4; Sf.;lnp m pmblmu.

glx) € ¥,(2) 5i x e]—-— 5= |- En este ejemplo se prescoia, una, poqued, dificullad de-
bida a que e intervalo no esth unlndu en x = 1/

Considerando la Figura 3-11 md:bc hallar qué pmmqqgi ma;mmm & 1/2 ¥ construir

de acuerdo a ¢l entoma. En efecto, o )
| el,.0\2+4“--2-‘ 3 S I'l'l}- 1-[1:‘3']‘!‘1-1"‘__#_.

o
i i'i o
-l--!_.l}l.-! ll.l ALETF1H |

247 \f+2r _-4+2P' 2-r

¥
el L e B
Es evidenic que i ¥ T A ?

4

Para 5 s¢ pu::d-.- :hp- umero sriid + F‘am sar el d.l::ulu ilmnr..pan que
lim gix) = 2, sc clige a 5 de la !ugmﬂltt manera i
'I-:‘L' "

L ]
= Al ey et e -
: ¥ T N 1 »

1
Bt -L’;-S..ﬂ'i'“”“k }z T T art 2-rotaddeni
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Ejemplo 3-6. Pruebe gue lim x! = 4. La Figura 3-16 muestra que
d 4 reg=——— x=
sl i Iz funcidn es creciente alrededor de x, = 2,
4= e El siguiente chlculo muestra que dado el entorno F(4) se
H I puecde hallar el entorno FH(2) al que para todo x & V}{2) implica
1 que fix) & K4}
Ay cdmd —r =4 +r
e2d c=4—r d= /447
Figars: 3-16 Tome a 5 = minimo [2 — J4 —r, 4 + r — 2]

Para dar una definicion formal del limite es conveniente introducir ¢l concepto de punto
de acumulacion.

Definicion, x5 es un punto de acumulacion o punio adherente de un conjunto § <= todao inter-
valo abierto centrado en x; contiene puntos de § distintos de x, Esto quiere decir que § tiene
puntos distintos de x, en cualquier proximidad arbitraria que se dé de x,.

Asi, \I.'ri es un punto de acumulacién de los ndmeros racionales entre | ¥y 1.4 En otras pa-
labras, podemos resumir lo anterior diciendo gue x; no es punto de acumulacion de § s existe
por lo menos un intervalo abierto centrado en x, que no contenga puntos de § exceplo posi-
blemente xg.

Se introdujo este concepto para que cuando exista el limite sea Gnico. Porque si x, no
es un punto de acumulacion def dominio de f, no existen nameros x en ¢l dominio de f que cum-
plan con la condicion 0 < |x — x5 < & ¥ todo nimero L es el limite de [ en x. Todos los
dominios de las lunciones son intervalos y todo punto de un intervalo es un punto de acumu-
lacitn del intervalo.

Definicién de limite para funciones R —+ R (es decir, funciones que aplican reales
en reales)

Sea funa funcion R — R y x, un punto de acumulacion del dominio de f
I. L=1limfix)e=L eR y para todo & > 0 existe un 8, = &, x,). es decir, se elige de

tal manera que sirva pama fiey xp tal que x, e @,y 0 < |x — x|l < &, = |fix) - L] ==
El simbolo lim f designa un punto L (si existe} en el conjunto de valores de [ que satisface

las condiciones de que para tado ¢ existe una desviacion d; tal que toda preimagen de x (exceplo
posiblemente x,) tiene una imagen fix) dentro del error £ de Lsi x esth dentro de la desviacién &,
del punto de aproximacion xg.

2. fesconvergenic en x, <= exisleun Lialque L = lim f{x}.
Observe las Figuras 3-17 y 3-18,

B A
" T L
j | s
b /1) L+efl——— ]—-]——
i
e ki I
b L i | |
L-:——%——!——
I I |
I | |
i . B i
L -1 7 Xg—9 X Xgt 8 x

Figura 3-17 Figura 3-18
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La definicion anterior de limite, traducida al lenguaje de los entornos, es la sipuienie: s f
es una aplicacion de &, — R y x; un punto de acumulacion del &, se dice que f tiene un limite
Leuando x se aproxima a x; si todo entorno de L contiene la imagen, por f, de un entorno F*x,)
En otras palabras,

L = lim fix) < VWL, 3¥*(xo) tal que  f[V*(xo)]= V(L)

Nota. Observe que en la parte | de la definicidon la hipdtesis 0 < | x — x| significa que x £ %,
Esto libera al punto x; de la posibilidad de que tenga una imagen: en caso de que la imagen
exista, la condicion | flxg) — L| =< & puede que no se cumpia. En otras palabras, la idea de limite
desearta lo que sucede en x,,; se interesa Onicamente en lo que sucede en los entornos de x,
La condicion &, = & e, xg) se utiliza para recordar que ¢l extremo de desviacion se elige
para satsfacer las peculiaridades de £ ¢ v x,.
La imagen geométrica ayuda a recordar que | fix) — L | < & Significa que

el —g L +e[e=L—c=fix)=L +¢

Andlogamente, 0 < |x — x,] <= 8, == x €% — 8, x5 + 8, — | x,}. Es decir, x perie-
nece a un entormno de x;, al cual no pertenece x,, ¥ se designa por V*(x,); & es el radio del entorno.

Entonces se escribe f{x) — L cuando x — x,, si pama lodo intervalo abierto |L — & L+ of
centrado en L exisie un intervalo abierto Jx, — 8, x, + &,[ centrado en x, tal que

se@,r |y —Snxg + 8] — {xp)) = ) el — e L+

La interpretacion geométrica del limite segin el diagrama de la Figura 3-18 es la siguiente:
sed (Xg, L) un punto del grafo. Para un & = 0 dado dibuje las rectas y = L=y y = L+ &
La definicion de lim f = L exige gue, dado £ > 0, se pueda hallar un & = 0 1al que los puntos

(x, fix))sobreel graflo de [ (con x # x,)estén entre las rectas verticales x = x, — dvx = x, + &,
y también esién entre las rectas horizoniales y = L— £y y = L+ ¢ Equivale a decir que no
importa lo cercanas que se dibujen las rectas vy = L+ e ¥ ¥ = L— &; se pueden dibujar las
rectas verticales x = x, + d ¥ x = x; — & de 1al manera gue los puntos del grafo de f, exceplo
posiblemente (x4, fix)) estén entre las rectas verticales, y también entre las rectas horizontales
Decir que el limite no existe equivale a gue tal construceion no cs posible,

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3-1

Muestre gque lim fix) = lim ¢ = ¢ ¢ = constanie

Solucién. Scdebe mostrarque Ve = 0, 36 = Otalque |fix) — ¢l = fe — ¢l = 0 < c5i0 < |x = xy] = &
En este caso, se puede tomar por & cualguier nimero positive, Entonces:

Ifix) —e|l =esi 0<|x —axg] <

J}A"
L R s Bt i
e

£ MR e N T, (R [t

o Xg—8 x5 xXg+ 4 T

Figura 3-19
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Problema 3-3 | o fix) = d4x — 1. Si hm jlxj = 11, halle & parn & -a.m tal que
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Problema 34| Muestre que lim fix) = 11 si fix) = 4x — 1.

Solucién. Seguicre mostrar que para cualguier ¢ = 0 cxisie un & Ll gue

2T I3 UhEE Ruada M LS 0ORY
Como [(4x = 1) = 11| = 4|x — 3|, entonces se quiere que 4[x — 3| <« "“‘f_l" B Hquaéa

Esto nos dice que basts tnounmtd weon/d, puosio gue | s byl iR laaudh e sl
- o m g = 0= | A=) 46 oumpda W6 bk B 3] dop s wul o .oiouiod
B e T B e R e R e
-le - ?-I-{r cuande 0 < lx = 3 < §
) ] 4.1
Por tanto, |i4x — 1) - 1| = rcunndul]-r. |2 = 3I¢:ﬁqé = 4,
Si & = 001, entonces s¢ toma & & = G5

N S R SRS 4
Problema 3-5| . e que: a-, lim x = xgi b} 'Imun:1 =x3: o limx’ = x;.

Solucién. 1. Hay que mmmqw;-rn‘;arqumx;gxm 8, = fix)= Ll<e
gl [fix) = Ll = |x = x4] < & Como I:l-c:lx—xﬁ|-:.ﬁ,. ia lomar a & = &, esto muesirn que
Iri_ﬂ:l.x = Xg RI-E srugid



LI O RARLA FUIMBEMO E3

armed) i [t L factoepdfie aon ated 1 - 05 - m Boa S = N P (B |

Aplu:u.ndu ta desigunbdad {xp — ab] < (I + In'.-'j!y - b+ lh||l: < .e:l Wl —af =1 hw Hﬂ-haﬁ
— xil s obtiene [x - x = x, xgh €4l o fa b loesaniogh o e ) b ik sic e mafoeribins T i

Si0< L2 — xal < & = faf — x|l + o A jxetd =4 Ml 0 2 -

Como |x* — &3] < r, es decir, | I+I|J|:F|rﬁ€£==-4§=mm (I'"l_dfﬁr]_xa 100, llmll muestra, que
lim x* = x3,

ra,

¢} |Ax) — L) = |&* = &3, = e e —

]
Aplicando la desigualdad [xy — db| = (14 |alf]y — BE*iBI b i s '~ ! T-E Ema*dﬂ"lz

[x* = xqjseabum
TET TTIE & AT ri¥ - W Hx £ L O T A T T o (o T P NN 1= 13 7] Lo 7=

- 2% = xg Xl < (1 + Ixgl) [x* = x| + x| Be—oxph 81x —xgl < vl % oot

== Hiralin

G A x hIT + 2ag M 4| xg b, tenitndo dn cucnte BT
& - | R T I SRR =1l ﬂ-ﬂ:ﬁ.fi*ﬂ,lxgl}ﬁ ot g ! X £ T, wd §2
Como |x* — x| < 82 £ 3 xa] 3 Fhuy 7)<t Carbiricks s flede itiar Lomo P

- D eabimnipt ayuecil . 1 b - AT 1 =gk e el - Tpny
§=min (‘ T 31xn|f)

2, Los sdleulos se basan en la factorizacion o’ — b' = {ﬂ — blla? + ab + b7 Eﬁ{ﬂ%g*du-‘q !

X - = '['*“ I'of{xi + xx'u T f‘*.,‘i'l* SR il ol
e obterier :1} e i B Rl o D 2 ek of -nGiauled

= |2t 4 xxy + x| = Mparaﬁr.'rl' Pmuhtmmmvﬂummbi.tn{x —;.JJI +xg.d¢mm=nqu¥

1= + xxy + xi| = u_‘u —x.,l + .:.,]*’ +".ED{1:# — gl + .:,] + xd| = = xal o+ Sagdr — xg) + Iad] <

L, Six-xt4 ':le,,q |2 — x| + 3] rﬁ_t
IRl y T e BT IR UL T T AT |----|=l~- (TR Ty TH Y '.:=.'_-.-=| T e o * A R RS

mm mﬁwﬁ 1y O R 1 A ] T =470 i airttenamj: i -'_. iE =) [H LT b W LA FE I
‘ it ol L1 ; L
o R S ) SRRl xul =f = tr‘ + X% £f <8 ltm-ﬁ +,l,l4ul.. e s s T =) 13
s i | i ' WMighs i% it = LT = 3 1w sl we sk
Arbitrariamente hignmos.ﬁ = 1 m:unucs P

" 1-,. i Ij FRITE = 25 vaFErech fo 15 TRFAF] 2l 2R o L] _r_r!: LRI L] I = JE AR O ThiE
Sshiubrier oo g et 2 1o h‘; + x5+ x5l "': 1 f-‘ 3}-‘"11] + :”Inj. P ] e i
Tentendo en cuenta (1): E a Rt

LR el U | vy e insimiued
| — %) < 1 = |8 = =3 < {1 + 3|xg| + I1=2hix — x4} i4)

i - L ET AL na ] oo |

D la mismi manerd, de (4) se obliene

o 2-£ smsldord
e = %ol < | o 2w S B A R ) P ecer

¥ ik # Thde MRS SUR E o0 80 SSILLSYING il periL Ay A
Ix — %ol < A 3 %‘1&155, {F+ 3050l + 31D Ix = 2l =, = 4 bows misl ¢ i moe
ot % -’nm—vul.tl
u ﬂ"‘ = ":L' i P G L= LT LI RS T - 10 T o 1L | .flhi}u{ﬂz
. L, i ¥ o= oxd st L TR A WS LA Y
Pl:.‘rll :a.:lln-._lx x..;}#:mm ?1 l+3f-'¢qf+3mT‘} !'ﬂ] X = Xg aarpaly i
SO SR ;l .
Y = T - P R ] ) [ i i T e o
Wt = :\inn! ;
Fmb' a {14 IR e | L e Rt T TF' 7= i = sk R T 1;_'
H _a]'fMur:stre. que kim ).‘1 = 4 by lim x* = 3
e SRR bR TR oy e e e ) % A= W]

Solucion. o) Tommiido en cuenta la parte bjd:-l problema a.'qlr,ﬂur tenemos que x,,, = 1 [ = 4; enlonie
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[ 4| =l +212W =58 <e=d<ef & |x—2]< L Esto nos dice que s¢ debe tomar & como
& =min{l,&l + 2-2) = min{l, g/5L

b} Teniendo en cuenta | parte ¢) del problema anterior, s fiene gue
% =2 L =9 entonces |&' — 8| < {1 + 321+ 326 = 195 <¢ = :i-:--lf;j

Esta nos dice que se debe tomar a & como & = min (1, 519

Problema 3-7

Muestre que Iiﬂ (2% = 3x + 1) = 10,

Solucion. Es conveniente escribir a [fix) = L] = |gix)llx — %3] < M|x — x5), M una consiante, e
decir, se factoriza a |x = x,| de Ux) — L

W2 = 3x 4 1) — 10) = 12x% — 3% — 9] = |2 + 3 |x = 3

Sila=Mz2l, 2<x<d T2 43 y|2x+3|x=3<1l|x—3] Pero ll|x = <o =
= |x — 3| = &¢/M. Lo cual nos dice que se debe tomar a & = min (1, ¢/11); entonces

|{1x"'— x4+ 1l=1ll=2x+3ix-3=lljx—3|=<ccoando D < |x -3 < A

Problema 3-8

Muestre gue lim §/ir — 3) = 2.
=7

| |
Solucién.  Sedebe mosirar que para cualguier & = 0 existe un & > 0 tal que| - _3—3 - ll = i cuando
0 ft=T <8 '
T B o | ) N BRSSO T I
St | = S = - sy

Se quiere mostrar que |84 — 3) — 2| es pequelio cuando 1 se aproxima & 7. Vamos a hallar un extremo su-
perior para la fraccién 2/r — 3| Si ¢ se aproxima a 7, 1t — 7| es peguefio. Como ( se aprootimi 2 7, se (oma
alr—= 7 = I bocoal exige que & < |.

t=T|<=lesequivailente 8 — <t - Tl f=t=fe=d<sr—-F=<50 |t -3 =31 Por
tanto, s& ticne que |84 — 3} — 2| = [i — T2 — 3 < 1t — T3 cuando |1 — 7| < | {pucsto que
[t =3 = 3

Ahom necesitamos que |1 — 7| = (3/2)e Esto nos dice gue se debe tomar 8 6 como & = min [, (32k],
lov cunl asegura que cuando [r — 7] < & entonces [t — 7| < (32 v |1 — 3] > 3{puesio que es10 ¢s verdadero
cuando [ — T) < 1),

- 8 gl ¥
Finalmenic, |;-._3 -2|-:_I: : 1'1:"1"-5’-"
Par tanio, lim r--f T =2
Problema 3-9
- Muestre que pard todo x, £ R
56N X ¥ COS X S0n convergentes en X y que lim sen x =
= 5e7 X, V¥ Im Cos X = Cos X,
) sen x

Solucion. Dado cualguier ¢ = 0, ln Figura 3-20 muestra que
s verifican fas relaciones;

[sen x — sen xql < |x — xal ¥ [eosx — cosxgl = [x — x5l

Sise toma 4 8, = &Y 4, = £ como desviacionss, se iene que

|x = %] €5 == |sEnx — 380X, <y |cosx —cos xgl < &

Figura 3-10



LIMITE D LINA FUNCION 35
Teorema sobre limite de funciones

Teorema. Sean (y g un par de funciones R —+ R ¥ xp un punto de acumulacién de &0, ~ 2,
I ¥ g conveérgénles en xg, Ii_m f=4y% lim g = 8. Entonces:

Las funciones ( + 4. cg (c real) £ g. 1/g9. flg son convergentes en x, con la hipdtesis adi-
cional de que B # 0 en los casos 1fg v g Se tienc que

alimif +g)=4A+ B, b Ilillpcg = ¢B, ¢) 1Ii1q1{j"-g] = A+ B, d) lim(l/g) = I/B i B &0,
e) lim (fjg) = A/B si B £ 0. :
Demostracion.  La clave de la demostracion es la siguiente lista de aproximaciones, obtenidas

[excepto (3-2) que es evidente] haciendo fTx), gix), 4 v B, desempeiiar los papeles de los ele-
mentos que intervienen en las formulas;

[[Aix) + gix)] — (A + By | = |flx)— A| + |g(x) — B {3-1)

| cgix) — cB| = |c||alx) — B| {3-2)

fixlolx) — AB| < (1 + | A | glx) — B + | B| 1fid) — Alsilfi) — A <1 ()
| Vatx) = 1/B1 < e |9t} = Bl si [g0) — Bl < 15! (3-4)

i
A — A/BI < S| o) — Bl + 1 LK) = AL i Jotx) — Bl < 151 (39

Para cualquier & dado, se trata de acotar (sl es posible) las distancias | flx) — 4 | v | g(x)— B|
para garantizar gue los segundos miembros de las desigualdades (3-1)-(3-5), v por implicacién
los primeros, sean MEenomes que &

Para (3-1) las condiciones |fix) — 4| < % ¥ gzl — B| = —;— sirven, puesto que al su-

marlas, el segundo miembro de (3-1) es menor gue &,

Para (3-2) s¢ requiere que | gix) — B| < IETI si ¢ # 0, puesto que el segundo miembro

de (3-2) es menor que £ 5i ¢ = 0, ambos miembros de (3-2) son cero ¥ no se necesita imponer
ninguna condicidn puesto que 0 < &

Para (3-3) se deja como ejercicio el caso B = 0. 8i B # 0, se pide que

[ fix) — A| = min (ll'l-ﬂﬁl) ¥ |gix) = B| = :

201 + [A])
para gue el segundo miembro de (3-3) sea menor que &
Finalmente, para (3-5) se pide que
" 181 _ i (l.F_J. e8|
|fix) — A| = i | {glx) — B| =< min T ATA]

con ¢l fin de que el segundo miembro de (3-5) sea menor que &

iS¢ venilican las resiricciones (3-143-5)7 Es decir, jse pueden hacer tan pequeiios como
se quiera a | flx) — A| ¥y |gix) = B| 7 La respuesia es afirmativa, porque precisamente éste
es el significado de Ia hipdtesis de que 'y g scan convergentes en x, v tengana A y B por limites
respectivamente. Esta hipdtesis de convergencia garantiza gue existen desviaciones para res-
tringir suficientemente a |x — x4 | con el fin de que [fix) = A v [gix) = B| sean menores



M LIMHTE DF LEMA FORSMON
gue cualquier error, dado de antemano. Asi, para somplaenia-demabiradin do o) s ohsseil
qu‘-‘ existen, desviagignes 9, = dy, (‘2” Xa, fﬁr }él ,(.-1; foﬂ p“ﬁ 'JMF Yonesd T

paritited T M o R L To e P T

[
y u“:lx_-“ﬂ"'ié,r:"lﬁx] .-4|'-=;’
b dxsztnut ol oou e i e, 0w VLTt Y sk 1% Vi o+ L einoonalaed
", v B g uh
i]{rx—xﬂ'r*z‘a_ﬁ‘lgfx}._m{r,;_ | 12 8 a8 sup wb Lol
Mg W T s cjpelimebfn 800 F =iy St Ly 5y G omb 0w b oY
Pero como —:iﬁg:s'- i -'n-|~|1|
0=|x— x| <
0 = - m ) 3
rabinsino ssturbnnes !l x..;.1 {’flfltij?ﬁ'isi ¥ i i =g el 61w xlu:ﬂ .p
cuis enl mbepulaepy sl e III'IJ-_»_JL- B¢ b fuks aF obeenzan Fainsbive 2 vep 12-54 akgzene)
Se ve a partir de (3-6) v (3-7) que el “ul po u LT L TR W e
x)— A «'.:—
1=t f - =l {r.it T iﬂ«} .|r1|| - :--l
l]-t:lx—xﬂl-c:mm[ﬁpﬁ.ju. v (3-8)
(£.50 B -tk -1 .
’ gt~ B| <5
[F-F3 | . [ A b o= i h S o0 cramd il i N . v
Sumandn st ulpl.n:m: :
(Bt B T gL itk - S il L T |
tl

Iﬂxl—ﬁlf-—

a3 {y i % | k3L T

A B AL L8 R PR VIR SR e
x) — Bl = —

PR fiyg 4] ! l'?“ } N |1 ik - 2 [ifirdiagn 2e 1 "..!"I,J.'.'.! TR LI TR PPE T 1rez it gl

sl e a0 AT-E LR e Ulinrash sl oly sreciagoiit ol o bobp wan e i

Como mnsa.ﬁm:m de la p'rﬂlll]'l.ldﬂ.d caleulada tn (3-1) sa-u:umqur. R STSHITE #

s (s wip el dtglimodd - |gr—. Bl a,=;_-| [Ax) + glxh] =k A oBHL <807 m283-10)

De (3-8}, (3-9) v (3-10) se infiere que Pl 2 1L b girrim e ol goe B anlrsin
A I 0 415, B) = (1% p6) O Bl
VHIG ML eGS0 %% rHE 3 00a fron (DeE Laboetidaimdnr wadogn 0o =0 4@ b oirn aGapitn pu 1D-F ) sk

Como en (3-11), vemos gue R T,

*;u.érﬁ'miﬂs:‘?_] = min [I"si-(’%-ﬁﬂ) ) .-(%l r“ﬂ-)]--:. ety UL Tl
Demancn};ilmilhr se puedetdemostrar que g A I N
ma 4
a, (g, xg) = !'u{ Fa P) si € %0 ssideteinio G 1 S (3- I2;r

2 Lt milf'—(:ll. ﬁir-i'%ﬂ-i-!u}:hil-m 4
(3-13)

r(ﬁa}fgj = mﬁn [lcif [, xmL 5 (=", xﬂ}] con \
=" |_| - E" =

SR STTEy
Al+]A])

T pher -l r"" (31 e LEelEr -1 | i-r. = T O T Oy [
8y (2 Xp) = 6, (&)%), con & = min rl Z‘L‘ o :1 )’ s ' (3-14)

L L ET T o T S g S T | il e, gl & VIELF L) F e Pt Tess eld msilnye af
" o

sl SlaSmLLY) SUBGG GEtLmile s preus ul i, “-B: L B Rk
T TR B H {t‘:xﬂ rg-m '[ﬁffé’ ﬁ;l@ {4 'kd]}'[cﬁn Tl ok A ﬁ e r,i *..I.«- beslinnig3ig)
= fTI"fr " r]| MR ...J.l [T T B J MK |.F|| [ et ) i_;'\"' b '{E'j n‘l'l'li'ﬁ" FI_.- L | "E':”
Eatoit aase B - (gl v ik — v sue =B oai s bos |y 2 ufftr Jﬂqﬁrﬂr W tgniv
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Teorema limite de Id'lhlr. de upa funchdn % " A
Teorema. P'ara todo em:ru positiva n ; 2 xn = E'# = ,}"5: £5! tnnvergenlc en Xg ¥
lim J% = Jx . - ,,; — -
Demostracidn. Pata b ?_I-JI‘: e -'-- S . u.,_:.
Para todo ‘s g6 débe haua: b =3 ta,x,:» Tigqes I‘ g
g’ s@‘]‘ & Lx-—xnle.:éj --IJx—.."x.jl-c:'&\ {3-16)

El caso x, = 0 debe mi, tratado sq:amdn.meplc'. vea (3-19). Pero Fﬁtﬂ es facil, porque si
xq = 0 s¢ liene que SL-L grugid R

v akit

L

h_r.mla;pmqnwm:_*m}n J¥ h ™ |h .l-"lq -,f-': feis ._n A sl apssath

1
S A n Ea T LA o R T '!l'll:l'.ll"J'I- i
¥ (1] FEFTE AL L 4 ah

slmplnrm:m: s¢ loma

W LA {7l <= O

d (5 0) =g pﬂrqueﬁv.x{.-: =-!'.'l-f.'."'t-t':£ x4 —gvE

sup sdfeay (1561 5 gt SHE-T0 119 ¢ 0 2l gl B s gt 4 e I i Anmannd wparis
{qur'-in Figura 3-21.) Vo Tl = [oshulli = o6 > br - Iﬂ‘l" -0

e AT L cpsn eneral xo,> 0 se utiliza-fa relagion. . - oo ik 0 AFigura B0 03

1T !‘ jl..||| Sy sl iTE-EY shrnil ol noimneah gl jL_. T By Ls M L gl o | 1] Jlu'-l i GR DR L

Vx - JE; = (/X = o) ﬁ’-"—ﬂh—*“ Lahdoe ¢ )

JE 5 Jx +
Axlwbage lab ErnavGesT
como |/x + Jxg | = /x + N.x.} > Jx,;., de los extremos de [3-1?] se obtiene

FROfn I L Ed R -0 __,. ol A vy N onnod b T
x|
-"-'1 ol —-|x — Xg| (3-18)
=W e T <l st o

o e Y deSvinidn 8 1l = 57 irds a5 % 0 pordie’ 1
ery L S N BT e S o (3-19)

%) 4 TR

[y o+ 0 =5 G oaup ehomasnd

'i'i{d;'rltma del limite pi.rl funciones compuusm

Tébbemg Sean J& g un pdr de Kindones.’, Ny £ '@’r ur.,‘E'{j( b L’" ri\-'ergcnﬁ:" E ?-
convergenie en u, = gfxt.},*lim g = ;J{xnj:-r lim f = Ez.'u.}. En naés Iﬁ lﬁ-nmdlnj'u g &5 convergente

[ary \ ;
ol T | - 3 = A5k ol 1 B

en ,:,3 y"l‘.‘m \f{\y} = _.‘[hm q{x}] £
v o U o) DER i w11 o)

De'nm.#rundn. El ﬁﬁﬂgna mnmtn: e hal!a.r % b 3uih mu:emnu_permﬁn aixy de manera que
gl ‘eé=tan proximo-a-g(x§) pars que f[g(x)] se rmtre entro de la proximidad fijada de
[aixo)]. Para ser especifico, se fija cualquier erro b 1Tat=T > riata.

Primero se elige una désviacion 4, con el fin de gue lasu gstén dentrp del. intervalp de lop,

gitud 38 alrededor de r.rn,., pqm que mrlg,an las flu) aﬁum gmmcm menor quc E dc ﬂunj. a mmbﬁ—
tl:'. TR e i S L T U [T PT R R T w0 AL

e eugt |u—ul <8 = )~ gl <o o= g
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ir ¥ AR r AR
FIT"‘D""J'r
42 =anx b (iwgl] = ¢

xg + 1 / ‘rm"
; 1 _‘___...-r-‘" -‘-\"*-..\__ L f1oist =
& s \"""n.. fatxa] = fiwe)

% lrgh = by
Xg — 5,1 .FIH{-"H]—T

Figura 3-11
Tratemos &, como si fuera el error prescrito para | glx) — glxg)| y elijamos una desviacion dg
para que las x dentro del intervalo de longitud 2dg alrededor de x, conserven las g dentro del
intervalo de longitud 28, alrededor de g{x,); en simbolos
|x — %o < 0= |gix) = glxo) | < &y 13-21)
Ahora hagamos que glx) ¥ gixg) desempefien el papel de u ¥ ug en (3-20); segin (3-21) vemos que
lx = x| < 8, = |flatx)] = Malxel] < ¢ (3-22)

En oiras palabras, {3-22) dice que 8, es una desviacién para [x — x;, | con el error & fijado para
| Matx)] — fMatxol] Es decir, en vista de la definicion de limite, (3-22) dice que fgix)] es con-
vergente en X, y que lim Jatx}] = fMatxo)]-

Teorema del sandwich

Tearema I, Sean f, g ¥ h funciones R = Ry &, = %, = @, Entonces
gix} < fix) = hix) en S, I_i;ln g= I_'i.!ll‘l h = L= [ilr_n_."= L

Demostracion.  Sea L el limite de g ¥ h en x;,. Entonces, para cualquier £ > 0, se tienen 8, ¥ &y
tal que
0<|x—xp|<d=|glx)= L|l<e=L-z<glx

3.2
0 =|x—xy| = dy=|hix) - L| < e=hix} < L+ (3-23)
R
{ra:ucrd:qucla—b]c::#b—c{a{ﬁ-!—c}. 1 “:,”
) ) X+ min A 8,)
La Figura 3-23 da una motivacion geomélrica. Por ks + o hix)
condicidn gix) = flx) = hx), se tiene /
L —c<glx)& hix)<L+cm= L-g<fix)=< L+o  (3-24) dx, § fix)
Como 0 < |x — xy] < min (8, §)=0 < |3 - Xal< 6, & tL
0 = |x = x| = 4, De (3-23) y (3-24): i
. - X
D<|x—xgl <minfd,d) = L-s<fix)<L+e (3-251
De (3-25) vemos que &, = min (8, §,) sirve. “\
Teorema 2. Para toda funcion f, R—+R, I.if." [fl =0 == o — M4, $L—a

” ]l'm f =0 Figura 3-23
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Demostracion.  La clave de la demostracion es que 12 distancia entre f{x) y el origen (en el eo-
dominio} s la misma que la distancia entre el valor absoluto de fy ¢ origen; en otras palabras,

|Ax) = 0] = |fix)] = || Ax}] — 0] (3-26)

Suponga que | f] es convergente en x;, con limite 0. Entonces, para coalquier error £ que
se [ije, existe una desviacion 4, tal que

D<jx—xl<dpy=|1fix)) —0]l<s (3-27)
Segiin (3-26), vemos de (3-27) gue
D<|x=xp| =dp=|lAx)=0|<¢ {3-28)

Es decir, cualquier desviacion para la funcion valor absoluto de f sirve como desviacion de f
La otra parie de la demostracién se obtiene intercambiando los papeles de [y |f].

PROBLEMAS RESUELTOS

i Problema 3-10

Halle ¢l lim (x* + 7x — 5) ¢ indique ¢l teorema aplicada.
=3

Solucion. lim {x* + 7x — 5} = lim x* + lim 7x — kim 3 [Veu (3-1) ¥ (3-21]
=3 =3 =3 ]
= lim x * lim x 4 lim 7 lim x — lim 5 [Vea (3-3)]
| PR | =] E*]) =}

=334 T7:3=5=25
Nota. Observeque T =3 4 T:3 = § = 23 es lo mismo gue lim (x* + Tx — 51 No siempre se verifica
=3
que lim fix) = flal (Vea el problema siguiente.) En este caso, lim f{x) = f13), porque la funcién e confimuo
U] =3

cnox = 3,

s _
Problema 3-11 l Halle el lim Ix—? v muestre los teoremas empleados.
=1 =

Solucidon. En este caso no se puede aplicir el teoremn amterior al cociente (x* = 2TWx — 3) porque
lim {x — 3} = (L Sin émbargo, aciorizndo ¢l numerador se obliene
a3
it £ O . Sl 1 O 0 |
X—- 3 X -

L] —
El cocienie s (x* + 3x + 9151 x 3 3, Al calcular lim _xt d{'r
a=l = -

a 3 pero no iguales a 3. Por tanio, es postble dividir numerador y denominador por (x — 3L Por tanio:

=¢ estan considerando valores de x proximos

x’—z?=h.m (x — 3p(x? 4 3x + 9)

L 2
=3 o x -3 SR

dividiendo numerador v denominador por (¢ — 3) porgque © # 3

Ash, lmx! + Hm3x + Y =limx-limx + 3limxz + lim9 =33+ 3:3 + 9= 27 [Vea (3-1) y (3-3]]
=3 Rk | =3 =3 a=3 z=3
: =2 -2 ; . X' =27
Notu.  En este cjemplo, ———— no esti definida para x = 3, pero, sin embargo, lim =——u=
- ER ] "l

igual & 27,
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PR TS R | T RO R VAT YL

-'_H}Ii: IR Ea g teemah b

oy le srdoe siencte b ol sop omein sl 23 mepab

el et LN ar DAl 3o
Solucion. -2 =2 o i M2 IVEHB 1T - e

24 -4 a x=4  ix 42 g;{r—i]ux+2] ) .
e e vt reuphiing fang Faenndnd G osloeil lln,';_. TR Lo R TR R St TR T

= |im = - ) ey NVl NG STt it 9
wvd x4+ 2 ||r1;1\."x + 2 .,I}'H + e e :
i

g & I (el e B oo ) p — 4 = 1

iy § P o . e P ]
sy SV T shy guiErre 0SS T N

lim =™ con p y g enteros positivos.

fHe-F ;,_,.*E-I- PR e ,I_F. e T N il

Solucion. lim x™ = lim {x"7F" = (lim x"" = (xJ° = x",

A eb Gtlusr A omon Bhic sh ofiteds waley ooma 8 s adissieal woplse ek T

Esto es vendad: pesquel se; aplicd ke bonietpencin dei 1a fungion raiz y I ropla del produsto i H veces

Problema 343 | .

©TJ43uzan 2
[Problema 3.14] SO que la funcin fﬂ}r‘—li'}?mﬂ{ﬁxqu. x # 0. es convergente

en Xy = 0y tiene por limite 0. ) ) . |
aehezilgs pemaeag s aupilint 9 (% — #27 = %y | wil B sk I.E.--..E. ff“-‘-‘ldﬂ'lq

Solucion. Como |sen u| = | para cualquier b, s¢ tiene que 0 ﬁ P sen (1/x) = x%.
[12-F Haglendla.gis) = 0y k=i veuTos. QU /1) g8 SoRver gEntE €n 1, =¥ que tiens por limitg B potee
alxh v hix) tnnw:rj:m allen xyt= 10 Tambitn se puede poner In funcidn = sen (/%) en sandwich, entre las
funcioes & xby i, puesto que < lgisenl A s dy ¥ =0 o o

En este caso, -x‘ju:gn:l papel degix) y oo dehix), Lz

R -'I::a.l|.-’ll-‘p'rl ol o> . |07 £ = (EP aop s s

¥ a 3-15
sioblems 313 . Mucstre i In, fiameidn.-fkx); =% 50 <o 4 Duesis [ ORNVETRENEE 6
xy = U ¥ tiene por limite 0,

Solucién. Apliguemos ol teorema del sandwich a la funcion |x sen (1/x)] Obsepvegue

sobanlnms cnmaingt "r'lll"'ﬂﬁmh1f;;*§_]xj mll iy olleH l Ft-£ Ermaldo9

Y !-Gpﬂﬂ |- menc] IHIP“'JHHHI! fLixl: ﬁﬂiﬂ:.kﬂ‘l‘ﬂﬂ-‘-ﬂ EJ;",HW:ﬂWrﬂrfrjﬁlldmmﬁm
de g ¥ b, respectivamente, en el teorema debsand sdchretando qu ambes enem por fimitgsden oy = 0, s
logamente, en virtud de la desigualdad anterior, al poner a | x sen (1/x}| en sandwich en medio de dos funciohes
que tienen por limite cero, su timite a5 cerct Bl fegunda mmnl-‘pomﬂeu ka solucidn, puesto gue

F ' =

Ilm Ixscull.-'xll e (== limox sen (1ix) = 0
o S| x=l
e 1 aboesaoloy dbmaabieang nukis s =2 mitl 1ubiyciee A w1 b 7L e “wlea mimgrne B
- - i iy
oiou! 0% {E = o0 10 wbsmrnonsh ¢ wibasamann siheaboaldizes e ommar 199 F g elougn on oy L

TF

Calcule los siguientes limites:" LS P

f x foaipmg f — sl e shsmmonsl ¢ nbrsmun obnombevib
Probjlema_ 3-16 . ) : e )
i - - r r j_'_“"f‘ o] amil e g 0 PRVl = Pl ek

- a'-l'l'r + Ix 4+ .-I_ |:-| ks F |.“ ."

e Ly oy
i - - A f"'l"' g OV R ) peesut pbindel diaaogr < — kel s nd ww
Solucidn.” 5o Lk .9 4 i o T

' Im TRy Ilm; A E D 2 = = s
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Problema 3-17 — 3x + 2 s TARD, | IEE Rm-shio‘lq q |
-:z} lim e ] Mw L T
;_1?_4,':4* ':—f.-{ L=

- _'_1:’:';‘};4-_1 r ..-1,:-”{:%-1-1.2}-
Skl b BT VS R ‘T"_*T?r“ﬂ‘? oot

: X+ -1 LX+2 _,'_;_'_1-_"
TP = lim (x = NixT + 2x + 3 !"n + 2% + 3 2_-"L el
R BT T e
Rt ) L) _ R B =k
Sl Gl = X% o FEet smstdaia |
~= l:_____.*._..._._l
' 1 3 L R Lo
) hm-x—l o —— Resp.: 41
sal o Thre B g e o pinnEresanIng 1T wow Y Ty e wanimirH indisulp2
o A | | | 5 b T”.
= ki a i, s L - ol = e b il e et L mi
ol B i (TR e R TG T e b T
Problema 318 | =~ = ¢
—— 4) ilim ——0=, : ST, o
1 :-'lil - TR L AR T T TR LT TP SR VTR e S
= desil -3 1
Solucién. I1mn-1- = l= lim {_ o ki e ""tJ". oD 4 j N
g 1 |-. 25 0 s e _f — R | i 1 e -|"_ =
-=hrn[a"‘+x”yi—f‘r‘+ +x]f""+y‘"]-
&y
= lim #*° ' + lim x** 3y & im =Y + .. + lim 2" + lim ! T _'-"|
LA “‘J'_J[. W EL AR R T o R s T L ARE o |1rr-'-15- UL He Lt_Effhrﬂslﬁﬂ‘l'i
=yt p? f+r~" Yodoty: r+r —p" fj‘_r1!+fi=ﬂf"
= finel 49 - mef .
.y £ T ;
b) hm":_y.m- e ) b
rex ¥ omt Foe oy mbmens 1 41 7 @ 0 adiulo?

Solucién., lim = ._.ﬂ'_l',-_-.']lm‘L__.I; ;;ﬁ‘?'plw}n_ﬂ lrl b u i) |

FrE Fea yo= . I'| = J' I-"f‘,‘
] e i
faebe | f i il = i LS P s I-'I-|1 TR T Y VIR |

_ S ! (= s

L i

rmhlal'l"II. 319, d_k i = il e nim W -"'I wp fp s Ty
e e im — il e o ik anien) et
e x—4 ET e
| oubs el 2Lm ¢ LR AR ) [ L |||11 sl b [ R b TRy el Juriy

Solucidn. Hau':m:l.u.x-:y“yasi:uandnx-tﬂ.f—-ﬁ‘,g’,}‘l -r.-",_ Ir}nw. F+sys g ig (A

im X =8 iy 4& & 2L s J . m__ruf,gy Y e g

= uvx—T i “ﬁ' un"" '_‘ 2= & JH-ET Erj el L
¢ -1 ;
by lim _'QE._._._ Pomps . gl Resp.:
=1 Jx—1 mo_ T - M il
A A=y ek
4 o 4 s B
e
Problema 3-20 | et — 2Jx 4+ 1 %P e i 1 Bl E smoaldot¥ |
- E=DF E u

. 1'_.,._11: A‘."'I' b, oliiugd - 1 4 lod noisulod
Solucidn. Six = @ cuando x — I, —-1.limL G Y
S B o 07 =T

W Wi IRRLEL T

h s :.: da LE i r ﬂlll.[u; ! firek == F_‘? ! mil
'f':_ﬂ_,,.._lﬁ![y’+y+lir ¥+l [r{+r 7



&2 LIMITE DE UNA FUNCION
X113

a) lim - .
=8 (23— 2

—— PR
Solucién, limdZF 1= ppaZxdi=3 J5x-2+J7 ,&xg:_:_ -t

Problema 3-21

sk X j_-\,-fi ...\u—z—urz JE—EaJE T4 3

5 ST S

K= =R Y
b} lim Resp.: —
}:-l:t‘.l'):=+q=—q P f

Problema 3-22 | . _{ —§

Solucién. Hagamos x = v ¥ a = b"; entonces cuando x — a, ¥ = b y y = h
L L]
o = fa iy — b
N = - - ST =
'.f!'] x—a '.m’r .'r' E‘”ﬂ BB T+ + ..+ Ty
I |

"f‘:_'_"‘r R T i lin:_v'" ™ li“rff'"'fé + o lm b nr:m"" -
¥=. ¥ pe -
) 1 S I SN/ )
T TR b oAb b Al m T a C ma
‘,l'd'

[I‘ruhluma e Sean m ¥ n enleros positivos arbitrarios. Pruehe que:

s 3 —
X" {n+ ljx+n n{n+_ll_ b) “mx"‘ l= m

a)  lim % < 1P = 3 : = =

x=l

Solucién. ol Six =1+ |, cuando x 1, ¢ = 0

ot e+ n =1 (+tf* —fn+ Dt + N+n
e x—1F v r

l+lﬂ+ljl+ﬂ—"it-1—-'l']+...+l.'""—[H+H!—{n+l]+n

t=0 fi
L X —im ke Yx 40 . nln+ 1) - ajn + 1} : s
Por tanto, ]‘.Lﬁ & = 1) = I,‘f";' A RS Ty o 5 porque los 1érminos
que no aparecen, indicados por los puntos, contienen uno o mis factores de &

b Six=ir+ 1, cuando x = 1, 1 = .

mim 3 =
pray o+ Ir=1 _ I 4 mr + -5—“ e =11
iy = M e O ——
1 =0 U UG il | T R
R | R
T 2 I
£ ,,+Et'i.'.ll|+ S
Problema 3-24 | . sen 4x
=0

Solucién. Scax =2

4,_',.'cua.1:|du x - # =0

. gen dx . osen f , sen
lim = = lim = lim 4 =--H.1m—- - ] =
|]-I'.I' * =i E tT; ] Bt 'é- T

3



LIMITE DE UNA FUNCION &3
Problema 1-15 lim | —2cosv
P sen (l" o -’E.)
3
Solucién. Hagamos x =.0 — -:.:1 r=x + %, y cuando ¢ —+ %, x =+ 0
; |- mﬁ{.I-I'E-) e
o | = cost o 3 o | —cosx + . f3senx
a3 ean (!: _ ;_) i sen x 50 sen X
L. 3 2 :’E sen
: 2 sen z+,‘.-'35¢n': : 2 sen sen 5 =
lim—= . =jim|——=— + /3 ~ lim R i A
a=0 50 X A= ZSEH —-L"ﬂi—x— i
2 2 2
Ilmlg_,+i|:m.~.-3 I:g,llm—+\|"3—|gﬂ-|-‘.1=w.'3
PRl =0
i a 3-16 d nr
Problema 338 | it —a) g2
=+ 2
Solucion. 1 % = coig (;— = T=) =mIR%[I —z) y s¢a | =z = x; entonces, cuando - 1.
x=+0y K
'.‘Oﬁi X
lim {1 - ﬂtg- '-'rllmkl.utg?].'= b ————— = =
vy vat gon T oo
_2_
®
Problema 3-27 . 2Aarcsen x
a) lim ——
=0 3x
Solucion. Seaarcsenx = a <= fena = x ¥ cuando x — 0, @~ 0, asi:
lim ZareAen = lm 2 = lim = r"E
=0 Fx gep A 5ENE 20 3EH 4
= 4
o oig X — Sen X 1
h) lim g Resp.: —
i 2
. SeO M |
¢} lim — ¥
) =y 5c0 3mx s 3
. sen X — Sena " X+ a x
d} lim iaqui sen x — sena = 2 cos sen Resp.; cosa
Z=a X =d 2
. igmx
g} lim ————.
) g3 X+ 2 Resp -
Indicacion. Seay = x 4+ 2 youando x =« —2, y — 0,
Problema 3-28 o W T sen x = = 7R — fim 560
x Cos X x

Solucién. Haciendo gix) =

cosx ¥ hx) =

COs X

con limite 1, porque g{x) ¥ fix) convergen en x, = 0 con limite |,

vemos que flx) = -‘—E—:—E & copvergenle én xy = 0



&4 LENTEIDE ESA FOMNOWIN

WAk oy - e - e m!ﬂﬁ’_‘f’w Y il EI-T :-rn'.ﬂdn'i'? |
| 0" i o o
o _I—_
him hlx) = lim e = Tm oo JT
=0
flx} esth en sandwich cotre gibf y Mx) — 1 trens g = o=t e MasgnH ndibulng
. 2y } o 1
Problema 3-2% | . .. @ que. | ) il s R
# i P ¥ = ;I" s
1 2 i g
<cosy< | — 5 hm SBE—1

2\.1 EI =% ! =0 5 oy y o 2

- l: b ; ot

& 1 :' M = o r = o] L

Solucién. | | — 5 aegs 5 11 2 4 ;,-np- ooy < —"-‘”—i-—' et R Th
Haciendo gih) = —'% ¥y ﬁ’:’;] - ,‘- 4 #1- r:qmss qu:fﬂr}. ma;: iz ]' en sandwich entre las

Tunciones gix) ¥ #x) que convergen en x, = 0 con limite 0, ¢s convergente en .t,;. - ﬂ:un e 0.

| 8- sensldod ]

am
= 1 | w51 v ] e kiR
Problema 3-30 a)  Demuestre gue lim (= — x) cﬂsxl S | B
d =T Gl SOOI R =2 ) e o l;t‘-h ] ol - { l.:-.. - _- It <N ,? i fiowlng

Solucidn. i:nmo|4:os-—| s | para; cualquier x, st tene que = [:: = x) £ [r = x}cos- ::— < [k =)

Haciendo gix) = —(1: - :ﬁ f h{ﬂ S = X mqm I ﬁmqmu Mx) -=l:uru4 X} ook % en sandwich
enire laz flunciones gix) y Mx) mn}rcr'ﬁuws en X, = & oM limite 0, & -:ometgcnl.c en xy = mcon Hmite 0

B)  Demuestre que si el dmﬂul!o en serie de 1 x o3

L & fﬂ‘.‘!-!'ﬂﬂ'qu

= £ 2t 17x? s 1
tox = x + 5+ B 4 S M X 1S

¢} Demuesire que s el.desarralloen serdo o coses o -~ T e 1< 17 [
o ixl i'x"‘ g coge A R T
Inmsxr-—-;-z— ’2 45_ _.J._._I::l'nms.;—ﬂf_ﬂi.ﬂxﬁ?
Probie 85
[ ER 5 o ] i
‘Pro s 33 Conociendo que los desarrollos en serie de arc sen o ¥ sen ¥ sun
x'|rn!- - x Ix® g {2“ = 3]3:.2-"‘!, He [0 1] S Y
st Ty T Tas Yt T e D
o L [ s - - g ¥ ARG
Gy L eni = it X s k= noeae - (e-d Tkl TS mil
sépx = x ST g i +"'~‘“1E"_—~!—}i—-—+n =¥ i
demugsire que lim —-a—rE—;H-—E-x-— =1 i
20 B Lb F s
i e f 3 ohpii » D o= o le? sl
Solucion. Delasseries snx < arcsenx < x + b T3 W e
i3 archenx % 1 o | 85E semsldona |
|- U g 2EME L e ligny | B0T SMoldon |

1 i fenciony BB S o mmwwmmﬂﬁwwﬁ_*%hqmﬁ
xg = D can limite 1, s, por tanto, convergenteen wh tm Do Bemitebin - roow 0 o g ol



LIMITE DE UNA FLUNCION &5

’ Problema 3-32 Encuenire en cada uno de los casos que se dan a continuacion un 4 tal que
|fix) = L| < & para todo x que satisface 0 < |x — x| < 6.

a) fix)=x*; L=a*=x}

-
?.1531.[-'— L.

b fix) =
o) ;‘{x]=x‘+%;x{.=i.i.=2.

X
) J = = L=

g fix)= x| ixg=0L=0
i f{x}=ﬁ:xn = L L=1
Solucién. ) Fs posible encontrar & comenzando con la ecuacion
x* = %% = (g =zl {xt 4 xpx? + xlx + x3)
Si |x — x5 =< 1, entonces 1 = |x — xg] = |x] = |xg| ¥ de aqui |x| < | + |xg|. de manera que

|5 + xox® + xix 4 x3| = %] + |xol Ix]* + [xq[* Ix] + 1%al < (1 + Ixgl)* +
+ [ xal (1 + |xal* + [l (1 + |xo]) + |xol

" 3 a £
¥ da:allbae-siign: fm min (" T 7 Tl + Tl (T [l ¥ WP 11 ¥ I%all mﬁr}

T 4 PR : lal
h) &bmmqu:l-;- ﬂ-vls. E—Ir|r’f—ﬂ1*’|1"ﬂ'|f 3

Ennummmsu,a-xu.-l-t..jasi|%—F|52Ix—”si|x—]|-c—li-.Lu:gu
mll £} g 1 & e |_',_ l =
& = min 505 sirve porque & < 3 ;.-.54:-,1 ¥y jx—=1l=<d = = I|=2jx—-1]l==

¢l Hagamos |fix) — L| < g o sea,

x*-{-—:——ll-::r.:

L =.| 1 . _ | 1 | “_
3 2| x—l + = I!EI:._1+|I 11

Entonces .:“-I-—:t—-21{{:9&|?1—I|-c:--%5r|::‘-1|-::.|'2
Por a) tx‘—!]{%si Ix—llu':min{[.-;f)

por k) ']-'--llﬁiﬂil.—]l{mlln 1.
¥ x z 2' 4
luego i se elige & = min I-E-- 2 E) = min 1 —‘—)s.enszguraquesi

R T A R 7

1
e e <
X "‘x 2[ £

L | &
D«:lx—ltaﬂ.&--m:n(i.ﬁl =

X i F x
d) Sea |ﬁ,’&*'£ -—U| = gyelijamos un § al quesi0 < [x — 0] <6 = |-Im—ﬂ < &

l % I Y |: 1]
o 3 BN (AT S (R, .. o
T+senix | =| T5sen’x IT + sen® x|



&b LIMITE D€ LINA FUNCION

I +sen? x| < |1+ sen®xl = 1] + senxP 5 | + 1 =2 yaque [sen x| < |, cualquiera que sea x.

Por tanto, i +-':{:|“, ot = _Ig_l_ = fxl < d porque 0 < |x — 0] < & == |x| <4 Luego si elegimos
§ = r, lenemos gue
| N = f =l 1%]
eg=licdat SUESlse=l = It u’J_T!_-l-s'.c?Tlie

e} Hagamos| /¥ — 0] < ¢ y clijamos S al que 0 < [x = 0] <8 = [YF-0|<e
| ixl = ol = [yixi] = yixi
¥ lx — 0| = |xi = 4; luegosi havemos & = ¢, tenemosque 0 < [x| < 2 =8 = 0 < [x] <& yasi
N<jx=0l=d=¢' = |Jl_fi—ﬂ'|l*=1£

N S e=1, 228 =] Enlonoex |x— 1| <8 odea [x—-1l<] = —-l<cx—=-1l<] =

= Dex<2ymil< fre2 = —l=sfx—1=<1 = |,_."E—1|-:I.

Sic< |, entonces (1 — 5 = x<{l +5} = |\,-":_:—I|{x. ¥ es suficiente clegir 6 de manera
quell —oF =1 — &y 1 + 851 + 6 Asi, podemos elegir d =26 — i{*|lx — I <d = —f<=x— [ <]

Problema 3-33

Halle el lim /1 + x, n entero positive y |x]| < L.
=

Solucidn. Como | — fx) =T+ x = 1 4 x| ycomo lim(l — [x]} = lim(l + |x]} = 1. entonces por
g =i

el teorema del sandwich se obtiene que lim /1 + x = |
sty

Problema 3-34 Caleule lim 1= Jfx ‘

a1 e

(I

o = R — ___
Solucion. Sise multiplica el numerador ¥ denominador por (1 + Jx)(1 4 x5 4 \_-';1,_-

- d = i P
=y + MU +Jx+JxH U=ml+ % +o%)

firm o = = lim — — -
=L Fox w0l = Ml 4 x4 340

e — - — = I — —— I
—
) ca=l i — <Kl + . x)

Este problema también s puede resolver utilizando la sustitocion x = (%,

Problema 3-35

reciproco?

Pruecbe que si lim fix) = L= 1:|r1n | fix)| = | L i{Es verdadero el

Solucion. i !iw"ﬂ.ﬂ: = L, entonces, dado cualquier ¢ = 0, 35 tal que |fix) — L] < esil < Jx — x| < &
Pero ||fi=x)l — ILI = (fix)— L o |Ifl=l = (Ll <& 5 0 < 2 — %) <8 = lim |fix)| = |L]. El

| 1. x racional

reciproco es falso, a menos que L = 0. Por ciemplo, si fix) = I'—I x irracional’

enlonces I_im Ifix)]] =1
para todo x,, pero lim f{x) puede que no exista parma ¥
A,



LIMITE D LA FUBCION 67

IPrublvama 3-36 Muesire que la existencia del limite, lim [ fix) + alx)], no implica
la exisiencia de fos limites lim f{x) v lim gix).

Solucion. Sca fx) = senil/x), gix) = | = sen(1/x), x £ 0; ningunz de las dos funciones tiene limite
cunndo x se aproxime a cero, pero im [ fx) + glx)] = 1

Problema 3-37 Muesire que si la condicidon gix) # a se elimina de un cntorno
de x; al cual no pertencee xg, el teorema de las lunciones compuestas no se verifica,

| xsix#0

Solucidn. Sz fiv) = Tkt e

puesta f[gix)] = gix) en los puntes donde gix) 2 0y | en los puntos |nn ¥ lim gix) = U Por mnio,
Lt ]

#la) = x sen(lix), x 2 O fix)— 0y gix) — 0 %si x — 0 La com-

lim fTgx)] no existe. (Por qué?
=ik

| x|

lFrnthrna 3-38 Muestre que csta funcidn no tiene limie en x, = 0, glx) = - o # 0.

Solucién. No tener g limite en x, equivale a que para cada L existe £ > 0 1al que pars todo 8 = 0 existe
tef tlquel < |x — xpl < dyfix) — Ll= &

Siox >0, [x| = x: por anto, gixi= 1 parg x = 0.

S ox = 0 |x] = —x: por tanto, gix) = I—':-l = -_"t- m = | para ¥ <,
Mo existe Lgue verifique la definicién porgue no imporia 1o peguefio que se elifa & = 0; existen valores
dexenelintervalo —é < x < & lales que gix) = 1y gix) = — I Los puntos v, gix) de ambos Hpos no pueden

estar sobre la misma frange horizontal de aschura menor que 2 por tanto, sie = 1 la banda horzomal deter-
minada por las rectas y = L £ ¢ debe excluir por lo menos uno de los dos tipos de puntos. (Vea Fig. 3-24.

ix, 1

]
g

iz, — 1}

Figura 3-24

Solucidn analitica, Se debe mostrar que pars cualquicr ndmero £, 3¢ > 0 tal que V6 =0, 3x @l que
O=ixl<dylpxl—Li=&

Se consideran dos casos: Caso 1. §i L 2 0 tome 2 = 1. Para cualquicer & > 0 tome a x, de tal mancn
que =8 < x; <0 Entoness |gix,) = L= |-l =Ll=L+l=l==¢

Caso 2, 5i L=0 tome &= . Paru cualquier & > 0 1ome o x; 1l que 0 < %, < & Entonces
gzl —Ll=1l=L>1l=0x

Problema 3-39

Muestre que lim Jx = Ya.
ATE
2 3
Solucién. Caso | @ = 0. Se quicre mostrar que Y& > 0, 38 = 0 tal que |u’.'t —-0f= |\.-'x| < i cuando
0.2 |3 — O = x| < &

3 i,
Ahora |,~.-’;| < £5i |%| < ¢ Entonces si d = .r'.’.l\,-".t[ = geuando 0 = |x — 0] < 4
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Caza2, @ " ) 3“{ E - 3I.,d| » x!l’J-L{E}IH 4 u].'l ;IL.IJ _ ul.u| s _lx - ﬂl _
X W W x‘:’ﬁ,ﬁ(m]tﬂ-—*—:_arr ] Itmri_n_l:ﬂ}‘ _'_u:rr'l-—_ |

I
= I — o) con g0 = T g

Como a # 0, 3, [x — a] < 5, entonces x ¥ a tienen el musmo signo ¥ x> 0 Asi, & |x = af = g,

3 3
lgix) < a™** = E.\,rf —,,_,"E| = |gixilx —al =@ |x —a| <rcuando 0 < |x —al = & ¥
T 7
&= min (g, e®?) .-, limx =fa
Problema 3-40 Silal=eVex=0=a=10

Solucion. S a# 0 = Tl'h.ﬂ = 0, Tomando a g = %|u|5=u-bli=ue|n[-c: li-|l1|ﬂ ; |a} = 0 Lo cual
una contradiccidn,

= .
Problema 341 | o, ; definida en [—1,0[u J0,1] por fix} = xl f::i jg

Muestre gque lim fix) = 1.
=+

Solucién. Sin perder gencralidad se puede considerar € < ¢ < L. Se debe mostrar que existe & > 01l que

ix* 4+ ll=ll<e< x' <cpamicdoxialque —d<x <10} i
il —xp—1l=s = x <cpamatodoxtal qued < x < § 12

Sid=r (2 cs trvial. Tambin si 0 = —x =& =¢ < | = £? =&* = ¢ por wnio, (1} £ cumple
De donde lim flx) = 1.
B0

X six=s |
x+lax>1"

! Problema 341 | o fix) definida por fix) =
no exisle,

Muestre que lim fix)
a=1

Solucion. Suponga que lim flx} = L Entonces existe 4 = 0 tal que |fix) — L| = | para x ]l - &,
a=i

| + #. En particular se puede hallar x, y x; en ]l — & 1 + dtales que x, = | = x5, ¥ |x, — Li<1y
|22+ 1 — L] =< 1.

Esto significa que L = | + xy = 2y 2 = Ix, = L De donde se concluye que L oo existe,

| Problema 3-43 (Unicidad del limite) Si lim f(x) = L, y lim f(x) = Ly = L, = L,

Solucion. Sea e = 0, Como lim fix) = L, exaste 4, = 0 1al que [fx) - L,| = i;'-. y0 < |x — x4] = &,

También, como lim flx) = L, existe §; > 0 tal que |fx) — ;] < —;—_\' 0= fx —xg) < ds
Como x, es un punto de acumulacidn de &, [ esth definidz en algin punto x, # x, del intervalo
Jxo = dixp + &1 A Jug — 85 %0 + &4[- Entonces, si ¢ = |L, — L,
[

0 <Ly = Lal =1L, = flxg) 4 fix,) = Ly} = ILy '-ﬂlluil'i* x,) = Lyl = 3 +—;=J‘.=L.=L=

Entonces. | Ly — Lzl < | Ly — Lzl contradiccion. .- Ly = L;.

Problema 3-M | silim fix) = Lya< L<b = 35 >0 tal que a < f{x) < b, para
todo x en el dominio de f que satisfaga 0 < |x — x| = 8. (Vea Fig. 3-25.)
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Solucién. Tomee = min {b — L L — a}, cntonces
g b=g=L4+exh {1}

Como lim fix) = L, correspondiente a cads = 35 >0 eal que par Vx EFH vyl = |x-xl<d =

= |fix) - Ll <5 &
L-s=<flsl< L+ i2)

Combinanda (1) y (M seobtiene g = L — ¢ < fIx) = L+c<h cLoa < fix) < b

5 I
) | BT R
a
=4 X X+ 4
Figura 1-25 Figura 3-16

Problema 345 | lim fix) = L = lim [—fix}]] = —L

Solucién. Paraalgin: > Osctienequex, — < x < x, 4+ 4 = L — ¢ < flx) = L 4+ g Multiplicando
b sepunda desiguaidsd por ( — 1) sc abliene

N=dexexy+d = mLper—flx)> —L-tw —L-ce —fi8)c —L+&

es decin, lim [—flx)] = =L

Problema 3 [ Pruebhe que Ij_lp {sen x}ix = 1. (Vea Fig. 3-26.)

T

Solucion. (1) cos x < senxix < len 0 < |x] = 5 Porque:

frea del trifngulo 04 < drea del sector 04 < area del trigngulo C 4C s 0 < x < ;—

Entonces JFT s ox < %2 < g x/2 Ademids, senx < x = fgx = | < xfsenx = lioosx al dividie por

sen x; al invertir g ohtiene | = sen x'x = cos =,
&
2

0<1-senxix <] —cosx=2senx2<2[senx2 <2|x)2=|x|si0<|x| <

La desiguabdad también se verifica en — = < % < 0, La relacidn (1) da

Dado cualquier & = 0 5¢ elige § = % sjna% yﬁ-—a.sin-c—’:-.

Entonces @ < [x — 0] = |x] < § = |] —senxfx]| < ¢ _o. limoisen xfx) = 1.
o

i | Si fix) es acotada en un entorno de x; al cual no pertenece x, v sl
lim afx) = 0, entonces lim [ f(x) afx)] = 0.

Solucién. En otras palabras, multiplicar una funcién que se aproxima a cero por ofra funcion que oo s
amuy grander no puede evitar que 13 primera funcidn se aproxime a cero.
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Par hipotesis, existen ndmeros M =0 y &, = 0 tales que [fix]] = M s 0 < |5 — 55| =< &, Ademdis,
dado cuslguier & > 0 35, = 0 1l goe j2ix)] < oM 510 < |x = x| < &5 Por wanlo, dado cudlguier ¢ = 0,

scoelige 4 = min (4, 6; | para tener gqoc |flx) gx)] = L.I'Irill‘-:l.t:ll MoiM = ¢ pars 'odo x ol gue
0 < |y = x| = & Pero csto e precisamente lim [ fx) 2ix)] =

Problema Demuestre ¢ teorema fundamental del dlgebra de limites utihzando
el conceplo de entorno,

Solucién.  Vimos i mostrar que lim [(fx) + gix}] = 4 + B,
Lk Y
Suponga que £ > 0 es dado. Entonces se gurere hallar un entarno ¥ *ix,) tal que

Ifix) + gix) — (A + B)j < ¢ cosndo x &€ F*xg)

Como

LAx) + glx) = (A + B = [fix)— A + glx) — Bl = [fIx) — Al + lgix) — 8] i

Ademas, 22 & pmﬂn-n ¥ hm_ll‘-[z:; A = 3 un ecnlorno Filxa) 1@l que [fix} — A| < 52 cuando
X e K gl
e Il misma manera. existe un entorne

F3ix,) tal gue jgix) — B] < o2 cuando x & Fiix,) 2

Seu Vgl = Fixgdm Viivg): esto implica gue las desigualdades (1) v (2) se cumplen cuando x & V¥
¥, por tanta, [fx) + gix) = (4 + #)] wmbién se verifica porgque [fix) + gix) — (4 + Bl = [fix) — A} +
Flilsl— Bl =l +e2=r

Nota, Complete la demostracion de oste teorema.

LIMITES LATERALES
Cuando se considerd el lim flx). los valores de x se toman lo suficientemente cercanos a x, ¥

los valores de x pueden ser mayores o menores gue x,. En algunos casos la variable x se restringe
o que lome valores mayores que x,: en este caso decimos que x se aproxima a x, por la derecha
y st cscribe lim fix) y se llama limite lateral por la derecha.

g

Definicidn.  lim fix)= Lequivale a que para cualguier £ = 0 existe un & = 0wl gue | fix) = L} <=
cuando 0 = x —a < 4.
Definicion, ILmﬂxj = L cquwalc a que para cualquier ¢ = 0 existe un & = 0 1al que |[fix)— L| <«

cuando —a-::x—ae:{]

Observe que en las definiciones no interviene la funcidén valor absoluto en x — a, debido
# que en el primer caso x > x5 ¥ en el sepundo x < x,.

Tearema.  El limite ordinario lim fix) existe si, y solamemie s, lim fix) ¥ lim f{x) son igoales.
=g LER R L™

Demostracion.  Observe gue fix) esth definida ¢n un entorno de x; al cual no periencee x,
s1, ¥ solamente si. fix) esta definida en dos intervalos de fa forma Jxg — f 5] ¥ Jre, 20 + AL
Suponga que im flx) = L Entonces dado « = 0, 35 1al que |[fix) — L| < & para todos

los x tales gque 0 < |x — x,| < 4, ¥, por tanto, para todos los » que 0 <= x — x;, < &
ol <x; —x< &
Es decir, lim fix) ¥ lim flx) existen y son iguales a L,

Reciprocamente, suponga que lim flx) = lim flx) =
Entonces ¥ = 0, 34 = 0 1al gque |fix) — L| < & para todo x tal que 0 <= x5 —x < &

ol = x;, — x < & e dear, para todo x tal que 0 = |x — x| = & Lo cual dice gque I1mﬁx}
existe ¥ es igual a L
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3-49 Iz|six 0

2 six=0 Halle ef limite de la funcién en x, = 0 si existe.

Sea fix) =

Solucion. lim fx) = lim (—x) = 0 ¥ lim fix) = lim x = 0
1= yall wll” L

Por el tcorema anterior esio muesira gue el limite ordinario existe en x;, = 0.

Problema Vea si im 13 1.”:: existe
amg 34 2% '
Solucidn. Sca v — 07, cntonces 2" = 0 v him 15 & i 173
- v 3+ zl? b
1 +Jl.‘l l-in + 1 2- ife 4 !

Se2 =07 pam x 9 0.3 = goyme gy Yeomo fim 27W e 0, lim oy - L
lix
Par tanto, i:_mtl ,I!—:-— ?‘r}.‘ nis existe.

Prablema 3-51 | _ . . . ,
iExisten los siguientes limiles para cualquier entero n? [x] es la
funcién parte entera de x lim [x] y lim [x]. (Vea Fig 3-27)

Solucién. Para x e[n— Lal [x] =# — 1:lim[«] = n = | 5 para cada > 0, 34 =0 ial que

[x] =tn = 1) < ecvandox e ]—x, nly 0 < |x — n| =< &
Es decir, coando 0 <n —x < d = n—S<x<nSid< Lentoncesx efn — & nfc [n— Ln[y
sl =tn =M= |ln—= 1) =dn = 1j| = 0 < ¢, ¥e > 0. Emonces

lim [x] =w~-1|
En forma anéloga se muesira que lim [x] = n o n = 1.
1™

Esio muesira que lim [x] no existe
e

ik L
3 e

[ R —

1
I
|
|
3

i T, Yy hid
Figura 3-27 Figura 3-18

Msixz=0
x six =}

Problema 3-52 | .00 o1 limite de Six) =
Figura 3-28.)

cuando x tiende a cero. (Vea

Solucién. lim fix) = lim x* = 0, porque Ve =@, |x* — 0] =% <¢ cvando O <% —0 =% < §
wesdl T
si d=./c
Adcmkxﬁjpﬂ:] = lirlnx =0porgue Ve = 0 |x = 0| = |3] = —x<rcuando 0 <=0l —x = —x <&
$1 & =g ! o
Entonces, Ii:Jr! fix) = I|_|r:-| fix) = 0. Por tunto, lim f{x) existe y c= igual a 0.
§ v &=
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Problema 3-53

_ o _j—x+2xe]-x=,2]
Halle lim f(x) si existe de f{x) = ) ‘22 & &2, [

Solucidn. lim fix) = lir::l{—x + ) = 0, porque sise tomar > O entonces | —x + 2 = 0] = [2 - xj<r
T} el
mando N =2 —x<=d=4¢
En forma aniloga, lim fix) = lim (x = 2P =0, porque parn € > 0, |ix =2 =0l ={x - 2" =&

cuando 0 < x — 2 < § = /5. Esto muestra que Tim flx) existe y es igual a 0,
L]

P 3-54 . oL
roblema Pruche que la suma de dos funciones, cada una con un limite lateral
en x,, no necesariamente tienen un limite lateral en x,.

Solucidén. Considere las siguientes funciones:

;
ImﬂxLﬂxiﬂ sem— 51 x < 0

X
Ax) = ¥y gix)=
1, li s
sEn x>0 xsen— s x>0
x \ x
Entonees, fTx) tiene un limite lateral por la izquierda en x; = 0y gix) un limite Jateral por la derecha en x, =
pero jlx) + gix)l no tienen un Hmite lateral en xg = U

Problema 3-55
todo & = 0 y todo x:

Suponga que las funciones f y g tienen las siguientes propiedades para

1
5i0 < |x — 2| < sen? (%] + & entonces | f{ix) — 2] < &
si0 < |x — 2| < & entonces |g(x) — 4] <&
Para cada & = 0 encuentre un 8 > 0 tal que para todo x:

a) 8i0 = |x— 2| < & entoneces | fix) + gix) — 6] <=
by Si0 = |x = 2| = & entonces | fixlglx) — 8] < &

. 1 1

¢} SH']-:|x—2|{§,mlunm‘ﬁ—-&-|{g
(0 <x— fo 1|

dy S5i0 < |x — 2] < &, entonces ) 3 < B

Solucién. a) Lfix) + gix) — 6] = |[fix) = 2] + [gtx) — 4]| = Uix) — 21 + lglx) — 4] Por 1anto, ne-
cesitamos [fix) — 2] < % ¥ |pix) = 4| < ;

~2] < 5 s 54 1 fi] [
i Lft=) 2=:25|l’!u<|x 3| < sen (3'6 +5
I
Iﬂix]—d|<%siﬂ~:|;—2|¢;.‘%
remplazando -5 por el  de 1a hipbiesis.
2 |
51 se elige 0 < |x — 2| < min [m’{%ﬁ] + %,-54—-] = & se psegurn que

U= 20 < 5 ¥ lot) ~ 4] <5
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b} fixigix) — 8| = Ufixlgix) — 2-4] < (1 + [2D lglx) — 4] + 41 1flx) — 2 i |flx) — 21 < L.

Mecesitamos |fx) — 2| < min (l. ¥ esto se cumple eligiendo

E &
EILT +'n] ¥ 190 — 4l < 55w

0<|x—2{ < min (ml(—[rﬂ(ﬁl ] + min (L%J.[min (!.-;—)]J] =3

L S I B NPT - 4

) i~ | et = 41 s latx) - 41 < 3
5 . 141 ala® ;

MNecesitamos hacer |g{x) — 4| < min S5 TR ¥ esto se cumple 51

0<lx— 2| = [min(Z 8] =&

L | =B - s 2R ot - 41+ o ) — 218 gt — 41 < 3L

gix} 2 qix)
Mecesitamos, por tanta, |gix) — 4| < min [ |;| i B“Ifll; ) ¥ flx) — 2| = Ml!

I

. ¥ esto se cumple s
0<|x=2] < mmn (sq.n’ [ETI) + & [min{l,Z::j]-‘) =4
2 Trabajando con fix) = x, =L pa=lhs= 1 en la fBrmula

gix) 4
x) 2 ] | .
{:}—ﬂ- 2 s{:+|zu| -§|+|d.|mﬂ-z|s.mﬂ-z|.¢1

: 1 i £ :
Mecesitamas | i | A+ IH:I ¥ |flx) = 2] < min (1. T3 . bo cual s¢ cumple si

] L1 | ETORRE N ST |

Probl iy 5 ;
FORISINIR. 36 Establezca un criteric para que wna funcidn fix) no se aproxime al
limite L cuando x — x;.

Solucién. Existie un & = 0 tal que dado cualquicr & = 0 hay un x que satisface las desigunldades
O<|x—x4]l <8 ¥y Ax)=Llz =

Problema 3-57

en algin punto.

Pruebe que una funcidn no negativa no puede tener un limile negativo

Solucion. Supongamos lo contrano, o sea, que si exisie cse limite para un punio x,:
lim fix] = ¢ <=0
donde fx) = 0. Entonces deberia haber un 8 tal que |fix) — ¢ < —ccuando U < |x — xy] = & Pero esto

es imposible, porque flx) = 0, ¢ = 0 = [flx) = ¢| > =c. Una contradiccion, porgue [flx) = ¢| no puede
seral iempo = —¢ ¥ > —p
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Problema 3-58

Pruebhe que lim sen I-- no exisie.

xalh X
Solucion, Cuando x se aproxima al origen la funcidn sen (1/x) sufre mis v mas oscilaciones entre los
valores — 1y + 1, la distancia entre los cortes sucesivos del ¢je X se hace cada ver mis pequedia (vea Fig. 3-29),
La funcién sen (1/x)-por tanto, no estd definida en ¢ = 0, donde su argumento se reduce & ls expresitn sin
sentido 10, Es dificil imaginar gue sen (1 /x) permanczca préximo a algin nimero para valores de x proximos
& cero, porque no hay un entormo reducido de x = 0 en el cual ln funcion deje de sufrir una oscilacion com-
pleta fen realidad, infinitas oscilaciones). Asi, la intuicion sugiere fueriemenie que ¢l limite no existe

'vJL
Talll
1
=] in . -
2 ' of 1i[x 2 =
= iz x
i1,

Figura 1-19

Para probar esta afirmacidn supongamos que sen (1/x) tiene un limite ¢ en o punto x = {. Entonces,

< % Pero para un entero

:Hgi:n.-du:::—:padzmusmmmnrungha!qu:u{|;j < 8 |s.|:'n L—— e

n de un valor absolute muy grande, ambos punios

perienecen al entorno reducde 0 < x| =< 4, ¥

I . 1 "
Ecﬂx—l—ﬁ-tn(_ﬂ"' :I}J'[—ﬁﬂ“l—l
| 2 I L3
ED?—HH e 5 L _E = —
Por tanto,
y I
}ﬁmT‘—tlnll—clfz-
1 i
smx—:—r.r=-|1+tl-r.-2—
ydeaquiZ = |l —e+1+e|l |l —el 4|1 +¢]=< 14- |1-=I.uxx..!-::l.]nqu:mabs-.ndul_’sta

contradiccion demuestrs que sen (1/x) no puede tener un limite en x = 0.
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Problema 359 No debe pensarse que son justamente las oscilaciones de la funcion
sen {1/x]) las que evitam que elia tenga un limite en x = 0. Més bien es el hecho de que, gracias a
las oscilaciones en cste caso, sen (1/x) toma los mismos dos valores diferentes en cuda entorno
reducido de x = (. De otra parie, la funcion

1
fix) = x s5en cx# )]
tiene muchas oscilactones cerca de x = ) como sen (l/x), pero ahora estas oscilaciones son
samortiguadass por el factor x. Como resultado, dado cualguier & = 0, necesitamos solamente

elegir 4 = & Entonces

0<|x]=d = 'xm:n-:l_l = |x|

1
sen — | < x| <&
x

;, por lanio. _ 1
5P lim x sen ol ]

A=

Figura 3-30

Problema 3-60 i ; F '
Una funeién que no oscila puede no tener un Hmile en un punlo si toma
los mismos dos valores diferentes en cada entorno del punto. Por ejemplo, la funcién

: | x| Isix >0
‘”x}__x__ ~lstx=10

no tiene limite en x = 0, por el mismo razonamiento del Problema 3-63 para probar que sen (1/x)
no tiene limite en x = 0. (Cada entorno reducido de x = 0 obviamenie conticne puntos x,, x;,
tales que fix,) = I, fix;) = —1) Sin embargo, ¢l comportamiento de fix) en la proximidad
de x = 0 se observa mejor en este sentido: sen (1/x) deja de tener un limite aun si el punto ¥
s¢ restringe a un lado del origen, mientras |x|/x ticne un limite bajo estas condiciones porgue
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se reduce & una constanle en uno u olro lado de x = 0. Por eso se ha dibujado el grafo con dos
flechas (Fig. 3-31): una séfialando o] «limite lateral por la derechaws, + 1, v 1a otra el «limite lateral
por la izquierdas, — 1.

¥i
+ 1§
A= s g0
o =
— -1
Figura 331

Problema 361 | 5 ejemplo de una funcién f para la cual la siguieme afirmacion
es falsa; 5 |fix) — L) < ¢ cuando 0 < |x — a| < 4, entonces |fix) — L| = - ::u:mdu 0=

{lx—aie:i
5

Solucidn. Sex fix) = x| con a =0y L = 0. Entonces para £ > 1 tenemos | /[ —0)< ¢ cuando

; £ : o
B=<|x—0<g; perosi b < |x - 0] < —5+ Mo s¢ sigue que I\_-'I.rl - 1'.I'| < ;—; par que esto ocurr

3
d:h-:t:mrsnﬂ{[x—mc:(rz')

Problema 3-62

al 51 lim fix) ¥ lim g{x) no existen, jpuede exsstir im [ fx) + gix)]
o lim fix) - glx)?

Lt ]

by S lim f(x) existe y lim [ fix)} + gi{x)] existe, ;debe existir lim gfx)?

el Si lim f{x} existe y lim g(x) no existe, jpuede existr lim [f{x) 4 g{x]]?
d) 5i lim fix) existe y lim f(x) - g(x) existe, jse sigue que lim gix) existe?
=g = a =g
Solucion. o) S0 Porejemplo, g =1 =, cntunru tl:m [Ax) + gix}] = lim [fix) + 1 = fix)}] =1 aun
sl Jim Ax1 [y, por tanta, 11m gix)] no existe; y sl g = _f' dnnd: fix) # 0 para todo x # a entonces

.I"h:l I
 fix)
pﬂl‘ﬂ[odﬂ.ti-u:.'y[l}-—-x-—-uh.

b) Bl porque g = (f + g} — [,
¢} No. [Esto es otra manera de establecer [a parie b)),

hm fix) ~gix) = lim—; = | Exisle aun s llm Six) v lim g{x) no existen (por eemplo, 51 fix) = [i{x = a)

d) No. El razonamiento andlogo a la parte b) de que g = _U:f_ no operarta si ]1m flx) = O,y éste es

precisamente el caso en gue uno puede encontrar un contraggemplo. Por (:Jn:mpbo. 500 J‘l'ﬂ- =X o=, Y seu
gix) = 0 para x racional y gix) = | para x iracional. Entonces lim gix) no exisie; pero ||m Jixh - gix) =

porque | Mxkg(x) — 0] = [x)l. iy
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Problema 3-63

Pruebe que lim f(x) = lim f(a + h). (Este es un ejercicio que ayuda
k=0

x*a

a entender lo que significan los términos.)

Solucidn. Sea L = ||m fx) y definamos gih) = fla + hi Entonces para cada & = 0 hay un & = 0 tal que

para todo x si 0 < |x- r:| -ﬁﬁ entonces [flx) — L] < & Ahora, si 0 < (b < 8, entoncs O < |[(h+al —a] < &,
v, por tanto, |fla + &) — Ll = & Esta desigualdad puede escribirse |glh) — L| <= & En consecuencia,
I'u'n gih) = L, io cual iembién puede escribirse lim fla =+ h)= L.
-
La misma clase de razonamientios rnutslra quc si Ilm fla + k) = m, entonces lim fix) = m. Asi, un limi-
=g

ie exisie | exisle el olro, ¥ viceversa, ¥ en ste caso son |3uul=s.

I Prokisns 360 | a) Pruebe que lim fix} = L si, y solo si, lim [fix) — L] = 0.
Ed

L

i Primero vea por qué la proposicidn es obvia; luego dé una prueba rigurosa.)

by Pruebe que lim f{x) = lim f{x — a).

ETa a&a

¢} Pruche gque I'tm_ﬁx} = Iimﬂx“‘l

d)  Pruebe un ejemplo donde |:|m exista, pero lim fix) no,

=0

Solucién. ) Intuitivamente, podemos obtener f{x) tan proximo a Lcomo queramos si, y solo si, podemos
ohiener flx) = L1an proximo a cero como gueramos. La demostracion es tan simple que ni vale 1a pena tenerla
por tal. Para ser precisos, supongamos !i[e_,r[x} =Ly scagix] = fix) — L Entonces, paras todo ¢ > 0 hay un

& = 0 tal gue para todo x5 0 < [x — af < & entonces | flx) = L] = & Esta dltima desigualdad pucde es-
cribirse |gix) = O] < & y asi lim g{x) = 0.

El razonamicnio en la otra direccidn es igualmente muy simple.

k) Imuitivamente, que x s aproxime 2 @ es lo mismo qgue x — o s aproxime o 0. Supongamos gue
lim fix) = L.y sea giy) = flx — g} Entonces, para todo & = 0 hay un § = 0 tal que para todo x, 5 0 < [x —al < 4,
i.:n;nnu.-.[j'{r! — L| < & Ahora, s 0 < |p| < & entonces 0 < |(y + a) — al < &, y asi [fiy ta)=Lj=e
Pero esta tliima desigualdad puede escribirse |gly) — L] < & Por lanio, 1|.n1- gy} = L. El razonamicnio en
direccion inversa ¢ssimilar.

¢} Intuitivamente, x estd proximo a 0 s, y solo s, x* lo estd. Sea lim fix) = L Paracadac > 0 hay un
k"ﬂ

&> 0 1al que st 0 < |x]<d entonces IJI'{:-:]—II-:‘.L Entonces, 51 0 < |x] < mun (1, &L tendremos

0 = |x*| = &, vy, por tanio, |f{x") — L| < & Leego !rm fix") = L. De otra parte, 5 asumimos que Iim e exis-

te, es decir, lim fix*) = m; entonces par todo £ :r Dhayunéla!qw:mﬂ < |x| = 4 enlonces Lﬂx I-ml < &
50

Entonces 5i 0 < jx] < §* lcm:mqsﬂ-:;Lr"i‘ < & yousi I}{[JE]’I—ml <g o Ufix)=ml <c Por tanio,

lim flx) = .
=il

d) Sea flxh= | para x = 0, ¥ fix) = —1 para x < 0, Entonces lim fix*) = [, pero lim fx) no existe
F Lt =0

Problema 3-65 | , Suponga gue hay un 8 = 0 l1al gue fix) = gix) cvando 0 =
< |x = al = 4. Pruebe gue lim fix) = lim g{x). En otras palabras, Ilm_,"{x] depende solamente

T e
de los valores de f{x) para x proximos a ¢ —este hecho se expresaa vcms diciendo gue los limites
son una «propiedad locals—. (Ayudara usar & o alguna letra, en lugar de §, en la definicidn de
limites.)

* Mot imporfante.  Lino, dos o tres asteriscos al comenzar of problema indican el grado de dificultad del mismo
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Solucion. Inwitivamente esto ¢s verdad porque solamente tenemos que considerar las x que satisfagan
0 < |x — a| = & donde podemos clegir & < & En electo, st lim flx) = L v &> 0, hay un & tal gue s

0= |x = a| = & entonces [fix) — L| = & Ahoms bien, hay también un & < & con esta propedad [ nomimal-
mente, min (4%, 8)]. Porque fix) = gix) para todo x con 0 < |x — a| < & tenemos tambidn que fx) = gix)
part todo x con 0 < [x — a| < &, ¥ la conclusion |fx) — L| < & puede, asimismo, escribirse [glx) — L] < &
Esto miestra gue lim gix) = L.

i=a

LIMITES QUE CONTIENEN INFINITO

Infinita {oc) no es un ndmero real. El simbolo w0 es de cardeter posicional, no es algebraico ni
aritmético,

Se puede formar un nuevo sistema numérico construido por los reales v los simbolos + o«
¥ —oo. Se llama el sistema ampliado de los nomeros reales v debe cumplir con las siguientes
reglas

g+ {+)=+xia—(+x)= —n;a{+x)=+% s g=0;
dltm)l=—%sig=0{+x)l+r)=+=x;(+x)+(+x)= +x

Las operaciones del tipo + @ + (—w), 0 - (+ =) 0
las pueden asignar valores Gnicos,

no se permitén porgue ne sc

Ahora considere la funcidn flx)=1/x% ¥x £ 0 La Figurs 3-32 muestra que lim fix)= + 2.
fad]
Suponga que se da M. El disgrama muestra el entorne de 0 que se necesita para que fix) = M,

En efecto, 1/6' = M = 4§ = I,U'F. S¢ puede tomar a 4 = I,-'."r'."-_-!‘ si x 8 WND) ==
= flx) > M.

Este grafo nos ayuda a intwir algunas de las siguientes definiciones, en las cuales el punio
limite es infinilo o

|
|
I
|
]
|
i
i
!

Figura 3-31
1. [ETﬂxJaLmﬂiix—xul-c;d_r-s-!ﬂxl—L|~=:E.
2, Eimﬁxj:.!’,axuﬁx{xn+5,=-fﬁx]—f..|-::£.
3. Ili_rjl}j{x}-—L-u-xg—éf-cx-c:rnmlﬁx]—n'_.lf.:a:.
4, Jiﬂﬂ.&]:l.ﬁ|.tl;-M—--}Jl'Ixj—LI{r.h

5. lim fix) = L <= si para todo & > 0 se pucde hallar un nimero positiva M 1al que si

X

x = M entonces f{x) e VL)
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6. lim fix) = Le=si Ye>0,3IM > 0 wal quesi x < —-M = fx) e V(LY

e

T {iﬂ'l fix) =+ < sipara YM > 0 se puede hallar un nimero positivo & tal que
SiXE lr;“'l‘rn‘r entonces flx) = M,

8 'Iilrn fix) = o0 <= si para YM > 0 se puede hallar un nimero positive 4 tal que si
Xy = X *:I xu. + 4, enfonees fix) > M.

9. lim fix) = += <= si para VM > 0 se puede hallar un niimero positivo § tal que
Xy — O {.;__{ Xy, Entonces f{x) = M.

10, 1":} fix) = 4+ == ¥e=0, IV = 0 tal que x > N = |fix)| = N.

Il lm fix) = +w0 <= ¥e >0, IN >0l quesix > N = fix) = N.

12 I{iqﬁxl= +o <= si WM > 0 se puede hallar & > 0 tal que si x < =N =
= flx) = M.

También se definen otros limites que contienen infinito si Xg. X, 30, + 2, — 0, 5€ represen-
tan por 7. Asi, por ¢jemplo, lim fx) = — 0 e lim (—f) = 4+ segin 7 a 12 Se deja comao

ejercicios definir los demés casos,

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3-“]
by lim lix = 0,

a) La funcién fix) = l/x, x # 0 se aproxima a = s x — 0:

Solucién. i En efecto, pars un M = 0 dado seelipe d = 1/M. Entonces 0 = |x] < & =

v | I
= |fIx]] = i~ = M

h Como |x| = : = [I/x] = & Entonces busta lomar M = 1/#,

l Problema 3-67 Si res un enlero positivo, entonces: g lim 1/x"=0: by lim 1/x" =0,

LR E Rt

Solucidn. o Se debe mosirar que pard cualguier ¢ > 0 existe an M = 0l gue ! il‘ - ﬂ-| < & euando
b y
|| = M = |x*| > :} cuando |x| = M = porguer = L il > (:—} amando iy = AL
ir
Para que se verifique se debe tomar o Al = ‘ ‘l) Asi podemos concluir gue

¥
;‘I: —'ﬂ| < cousando Ix] = M d M = (:—j

Lia demostracidn de b) es anilops.
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Solucién. En efecio, dado cualquier ¢ > Oelijaa M = 1/c Entonces x > M, lo cual implica que

Mo — 11 = | =

+ 1 _I‘_L‘_”
= ™

1

s &
|x

Analogamente, fix) = 1 st x -+ —o, porque 5 = — M implica que [fix) — 1] =

Problema 3-69

8ix— + oo, la funcidn flx) = 14x* — 1L x # +1 se aproxima a cero.
Solucidén. En efecio, dado cualquier ¢ > O elijaa M = ]ﬂ" 1+ %. Entonces:

x> M= [fix)=0]= I = ! e L = [ —

=1 x=1 M| :+rl—r

Problema 3-70 ]

Muestre que los limites lim sen x y lim sen x no existen.

F el X+ —@

Solucidn. Suponga que lim sen = L Elijs a ¢ = 1/2; se puede hallar M > 0 tal que x > M impligue

I FEE
que |senx — L] =< 5
Para n sulicientemente grande, los puntos x, = (h + -1!):[.1:, = (2,11 - —;J % esthn en J—oo, M[ y
wen o= |, sen ¥y = |, Ademis
lsenxy = Ll= |l = L] <-

— | —

fsenxy = Ll = |1 + L] < 5

Entonces,2 =11 — L+ 1+ L il — L 4 |1 + LJ .:%+-;-- L o ciial & absurd, Esta: contradic-

ciédn muestra que sen x no Uene limile st x — 450, La otra demostracion e anflogi.

81 x — +owo la funcidn fix) = . x # 0 s¢ aproxima a — oo,

Problema 3-T1 2=x*
X

Solucién. En cfecto, dado cunlguier M > 0 elija a M’ = max | M, 1] + L (M = I} Entonces, x > M’
implica que

i -] siM=<l

2_x s :F:--—_t-c]—x«c — (M =)=

% —Msi M2

Asl en cualquier casa, x > M’ = flx) < — M.

lim f(x) = L si, y solamente si. lim f*(&) =L, [*§) =f (%}
Anilogamente, lim f(x) = L si, y solamente si, lim [*{) = L.

E=—@

Problema 3-T2

Solucién. Considere el caso x —+ + . Si L # =, + o entonces dado cualquier ¢ > 0, 3IM > 0 tal que
[fix) — L] <& s x> M.
I/

Pero (/1) — LI = 1 (L) — 1 = (1) = £1 = 171&) ~ L1 en terminos de la variabie ¢ = .

Elgiendo & = |/M seveque 0 < £ < 4 = x > M y, por tanto, |[/*£) — L| < & Como & es arbitrario,
entonces M5} — Lsi § — 0%, 8i L = 4+, entonces dado cualquier M > 0 existe M” tal que fIx) = M si
x =M.

Por tanta, en Wrminos de £, s¢ tiene que M) > M50 < £ < § = /M. Luego f™&) = +msif =07,

Los casos restanles se mancjan de la misma manera: (L = =, L = —a0, x = — a0},
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Problema 3-73

Caleule l'igmm(.‘r'x‘ +x—-1-Jx'—x+ I),

Solucidn. Segin el problema anterior, Ii!n (‘.f.:‘ +Fr—-l=-Jel—x+1=

- T )t ree e

t.umw - O - T-T-O T+ + T-T+ D) _

o Wit
(48— 8 — (1 — £+ &Y g~ 5

j 2
= lim = e e
ORI -+ T+ 80 ETUHE"{’+J'—E+H 2

] Problema 3-74] Pruebe que lim (sen /x + 1 — sen /x) = 0.

==+ ab
Solucién. Por irigonometria se sabe que sen /X 1 — sen/x = 2 sen S5 ;_"’FK cos M +; gk
T — o WTFx— BT+ @ I
Ademis, lim (x + 1 — =J=-I|mi"“'f A = lim -
avtm v arm JEF T+ ermfx + 1 +,fx
J€
lim ——m—————w
" JEFEF]

Portanto, si se hace ¢ =.x + | —%, entonces  lim (sen./x + | — gen/x) = I'nﬂ 2 sen {1/2)-
= r

cgos /28w 0y cos 1/2r es acotada en un entorno de 0

Problema 3-75 — 4
Muestre que lim —,— — .
eez (X —71)
Solucidn. S:aM::-l}SH:-II-c:I-:- -:i-n:.:---i-c:—-ly--m-—-:;r ﬁ’ Ahora, si
| — 2] = 1/,/M, entonces — { l--z-}, = —M. Entonces, si & = min { 1,14/M) las dos desigualdades ante-
x =1
riores se verifican y e 2], E—IF < —M cuando D = |x — 2| = §, es decir, |II'I'I h_ 2]. —ng,

Problema 3-Té

{Qué limite tene la funcion 1/ix* — d)enx = 27

Solucién. Para x proximo a 2 menor que 2, ?I_—q es positivo, Pam x priximo a 2 y mayor que 2,

T‘I—_d es negativo ; esio nos dice que Iin: —‘;}_—4 no exisie,

| |
AT N+ Sx—o

= M. Por fanto, si 8 = min {1, 1/5M}, las dos desigualdades

I SaM>08i0<x—2<1=15<lx+2<ldy

; 1
ﬁhnra.ssﬂ{x—lctUiM:m
¥ 3 1 1 S 1
anieriores se verifican y Ted TG }M:mdﬂﬂﬂx—!{ﬁ.ﬁ:dﬂlnﬂ'}—;—m —a =™
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¥ e
t | EV-L menvaldoy®
' i Aoalns
| i [
C e « !
—
ol
|
Figura 3-313 S .
1 0 TR, T T | / A ; nerialdaoyd
2 SeaM =08 -lecx—-2<cl= Id<ciix+2=13y x'l—_d. - ?iix'l__g]'Si ; ,.;_;Iu 5
<X =4 < I ewtoriees _1“—[_1}' < M. Tomando ‘a & = min-{ b, LA4M) las dos desigualdades antorinsée i
verifican v i t_'.‘ < _4:1__;;_I. 37 < = Mepands —J = x' — 2'<c 0. 'Es degir, II'T - I- e

Problema 3-77

Muestre que lim x™ = 0, m enlero positivo.
F el ¢
Sofucion. " Wi = Ty Vx = 1,0 < 1/ <1k, enioness |1/x0 = 0] & [ipe — 0] 271, = 7= v
Sea £ = 0. Ahora [1/x = 0] = I/x < £ cuandd’ x'= §fo Entonces te lige N = max {1 1l ¥ pati
=N A" =0 < [I/x = 0] < g esdecir, ima~* =0, ¥az= |

=

xsha>0 . | ‘-’ L ﬂﬁmlﬂoﬂlq '
~uwsia < (07 ' B

Problema 3.78 | . . que lim ax* =

Ao

Solucidn. Recuerde la-siguiente defimcion: lim fix} = o s par cada M = 0 existé Akl quie ookl
coando x > M. e
Considere el caso en que @ &= 0; enlonces ax™ = o '¥n = 1y ¥xr = L £ e t
S.ma,ﬂ.-f = (. Entonces ax = M ewindo x > M.-'a_ E.n{uncc-s 5 N = max . Mig!, F-“‘l x> N, g_g"'z
= ax = M, €5 degir, I.Lm ox" =

Problema 3-79

La I'um:mn_ﬂx] —1|—1 {x gé +1p se aprmtma atﬂ! St ,—;, I, seber ,q— i

Solucién. Dado cualquier N > j'] ».-,I:_m §= min L3N, ” Enmnceq .
I [ I | I

O<h—l<d~l<xst<dy ol =imoT| = WEnE=m 2 o > BT

]

o _ ?Nu#~

w|-

Ask en J:han'u::r epson, 0 < ¥ — 1] = & = |flx)} = N. I.:‘m demostracion, :m.slpp et que
fix) = tosix =1 "
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3-80 AHETNIRE. EAT A i
Fron ams La funcidn f{x) — oo 81 % — %, si, ¥ solamente s hl. aﬂ.t]l . 1] cu.mdu
X —* X5 Fr e ..:-.? e |
Solucion. S 1/fix) - 0 cuando x — x; entonces, dado N = 0, cxiste § = . 0 1:.1 e ‘ - l \; .5

decir. [fixM = N s 0 = |x — %] = & v, por tanta, fx) — = cuando x - x,

it
rrobleny: 3o Pruebe gue ]iﬂ.l !r {-]IT = — 0. (Cudl es el mayor valor de & tal

quel < [x — || =8 = ”i: — 1000 Aehes, pefemd

Solucidn. Silex <2 = s e B R s L i}

- | X=1 x—1. (RS

- - {— I v
i =— v = & x -+ 17. Por tanto, ~————= —x six - |,
= ] 2= = ] 1 [ | 23

[ e ¥ 1
Az

Camn--;-_ el ;slﬂflt Fledelld=10"" es ¢l nimero mas peguefio

1
talgued < [x— 1| < 4 = Pl = — [N,

e

Problema 3-82

pertenece x,.

Si lim fix) = A = f(x) es acotada en un entorno de x, al cual no

-"r "II.'.:.I'
Solucidn. Sie = |, s puede hallar & tal que 0 < |5 — xgl = & = |flx) — Al < 1 = |flx)] — (4] =
S Ax) = Ab= | = [fx) < |4] + 1. Se empled ln desigualdad |a = b} = ||e] — [B]].

Seelige M = |A| + 1; entonces flx) = Men 0 < |x — x| < &

Problema 3-83

Silim f(x) = A # 0, entonces existe un entorno al cual no pertencee x,
y en el cual f{x) ¥ A tienen ¢l mismo signo.
Solucién. Suponga que 4 = 0y sea ¢ = A/2 Elija 4> 0 5al que

Dejfs—xgl=d=[fle) ~Al< AR <fix)— A< A2 = A2 < fix) < 3472

v, por tanto, fix) > 0. Si A < 0, elija £ = =472 = 0. Emonces se tiene 34/2 < flx) < 42 ¥, por lanto,
Nxh <

Problema 3-84

Suponga que f(x) > 0 en el intervalo Jx,, x,[. a) Si Ii:m_ fix) =10 =

= FlmTl =m. b Sifix) <0enlx, x[ S lim f{x) = 0 = l:m?l

Solucion. a) Dado M > 0 se quicre hallar § > 0 1wl que 1f > M cuando %, < x < Xy + 8 Sea
¢ = /M. lim fix) =0 = 35 }ﬁ1alqwﬁxi~:rcmlndu.t.,-<x: % + & Estees el 4 que se prde coando
x..l,-d;.t-:_tpr-ﬁn-ﬂrﬁfl,rﬂ'f #Iﬂx} |

=g, et @i 9T

b) DadoM <Dseae= —1/M. Sm&‘bﬂnlandu —& {ﬁxrsu Xy X € Xy +J-Cﬂﬂ1'ldﬂl.'u <X <

| .
ﬂ.‘l;.,-l-&q-j'ix}::--rs:-i-:c—lf#—::-— :r?- 1-1:M
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Encuentre los limites indicados

I Problema 3-85 | . - 2x?* + 1
_‘_.
L= 3x
- 41!: ht 1 2 I
Axf — 2 4] L L S i
Solucion. EI‘I': 3 = ‘I|‘r2 —HI!'_T_ - !i__'u: ey
==y i-——»
x X X
IPrﬂhlnmam i Il +2+ ...+n
L
= m n
" 1
= {1 + n) S |
i l+24 ...4+n ; 2 oy — it n = (8
Sebucide iy LI D o Ry

Nota, Progresiones animélicas s = %{a + N

d = primer l&rming
n = nimero de términos
| = dltimo término

I Py F
Problema 3-87 | . I"+ 2__,*'.31 + ot

Solucién. Escriba (k + 1)) — k" = 3" + 3k + 1 para k= 0,1,2, ...n

12 =1

2 =1=3-124
PP =324

I+
3241
M+ - =3+ 304
Sumando: (n4+ 1P =301 + 27+ . +07)+H + 24+ ..+ m+in+1)
[rt+1‘i’=3{l‘-h-2’+...+n~"}+3 (o 1) 4 (4 1)

| B +u’n—3—|]n+ 1P =ir 4+ 1) - S-E{rr-l- 17]
12422 4 4pi= M%?‘_“*_”
WO LS . o it ST . TR 3, | L | T 2n’+3ﬂ’_+n_=
o n® ey b’ e b
i |
24 — 4 —
= lim # - %. o ;_
Ll
Problema 3-88 ’ g.? -3
l-'l'u: J_!_
Solucion. -3
1 x 3' I.r 3 |." lim (1 — _)
i —3 ;‘H’r; -3 . i S IT rem x5

lim ¥ = lim

O ;

P — et L AT u_]f—s.— 4 4 —(7

."_’+ m_I.u_: + 1 Beew +,xl. l,'l+_TT V"“ i )
=4l
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Problema 3-89 ‘tim JE + 1 .

a=m X+ 1
FE Fh i) b+
Solucidn. lim *>—=— = lm -= — = lim ————— = 1.
z=dm X I aTrm _l_{J + ” = i |+_:-

LIMITES DE LA FORMA [im fix)= = C

Para hallar limites de la forma i{i_::iﬁxj"" =  debe tenerse en cuenta que

I. 5i exisien los limites ﬁni;us !i_r!lﬁxj =Ady Iml gix) = B, se tiene que & = 47,

2 Silimfixy=A=1y lim g{x:i = 4o, el p:*:}hlcma de hallar el limite s¢ resuelve
di r:clament;-_h ik

X S llli‘l fMxi=1y I1m gix) = B, se supone que fix) = 1 + hix), donde bix) — 0 cuando

1z iu:bm: liem izl 21 fim | = )=
i,
= ¢ = g

X =+ Xg ¥, por consiguiente, € = lim % [1 4+ hix)]
Nota.  Se empled el leorema: lim (f« giix) = f[lim g(x)].

En los problemas que vienen a continuacidn se supondrd que lim {1 + 1/x)*=¢e = 2, 7118,

¥ lim {1 + x)'* = ¢ Se demostrarin en el capitulo correspondiente a las sucesiones.,
=D

PROBLEMAS RESUELTOS

| Problema 3-90

a) Halle el lim {(sen 2x/x)'**; b) lim [ x+1 J ) lim (.i___t._)

=D ingent Zx+ 1 +1

i

Solucion. a) Iiml:s-:rl Zifxjm 2 y lim {l + x) = 1; por consiguiente, [Lm{scn b 1 Ll e LS

§e0 —
x -+ 1 I4 Jlt x4 1 al
B lim——=lim——S = 12 y limx* = ® :ntunmhm( —] w0,
.I'II:Z"‘+1 l-'lz_l__l !lﬂ: l'fﬂ.ﬂ.[
x
x=1 == _::
cf hm B lim = 1. Haciendo las tramsformacionss gue se ndicaron anteriormente
E*@ Em 1 s
X

% encuesnll que

(35 H) - o (s )l ()]

En este caso, se puede hallar el limite con mis facilidad sin recurrir al procedimiento general, o sea:

(-2 wm[(-4)T

o (4 - B e
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Problema 3-91 Caléule T {eos 2% SR .|.-..:.||I}.J-- & i
x=0

Lis
& x
Solucion. lummep"' - hm [t =01 = cogx)]" = lim fI - ?‘cn"-,—) =
=il =
" o aptios
T

=0

X A Y3
—od SO0 5 Ny A GFR TP e RN L Ry
Puesto que le( N '2')"" S e B R ]
2

fim {cos x)'™ = L.

el

Problema 3-92| . . . In(l +x —"
a= x
L . 4 L - 1 i f
Solucidn. Rcouerde que im [In fix)] = In [lim fix}].
lim _|-1'I_E|"I_ﬂ- = lim Im {1 4 _\]t;l=. In Gim {1 + x)" = In ell=l I i I
s wad wol
LY T
Pre it e = g s e i F g
| Problema 3-93 | . Ll il
T - TE I L 4 i o ihl_'_l_ I Fuom _:‘ _i
X x

LFrnhlama 3-94 1 Ll X
im [———
e

)Jr
o Sl dR ZAMANECEY

= v X . r x o i - ] — = it [
Solufip«n. :I.fl': (1 z :q]. - J.L_n:}{. ... Fiea |J = hm (I+ i +__{c) = 090 ety |

L T
" =1 el e Mmoo = -1
.Ir-ri([]'+ J'+L]- ) = : = _['Il}ce L_" Prisia il

Problema 3-95 |

lim {afln{n + 1) — Inn]}

Solucién. lim [ in + 1)~ Inu]} = timwin "L o tim 1n (“' e ) fim In (1 ' .-].} =
- In"ﬁ.n: (I + ',IT)' = lne=1
o ] .
Problema 3-96 | . (’_?:“i_s_-']x i £ i | '!
g W 2
— e K+
Solucién. iun(g j::’} = lim [l + 1) = lim " + Etl‘q i ) -

. é -\;! ..;,i,":__'.; =0 ‘m:_::.. i :
I J::‘::[(ri 1.1.:+._|-) ] = = M, ==y
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Problema 3-97 | . ( -1:)'
: : i coses]
. L e B m
Solucidgn. lim (cos —r—}m = lim (I o e [}- = lim [l - (I — cos— )] [ELET
new e i L] flaza o
= lim [J —Znn;-ﬁ-) = lim [{I—Esen‘ = ) ]': * '—
R = R Lt .
o H.lllll (-u_‘!..ln: .". E_Iff' ! i '-'r_lr T Eﬂ_lf_lr‘" "F‘f |+
ﬁ:n..i‘.‘
i i, V. L SR Ty " I SR
:I!'l: ~ Znrgen -h)__ IT-Ier:mv:n 3 S0 :.IEE. ¥ j-.i!-'ﬂlan = e isula
2
i S Do 0 e |
. =2 an0n o1 g0 peg
| b
Problema 3-98 lim In(l + &
P 4 8 ' e i et e S e e e
| l ! i { t,f‘ fefea=] |
o e L e LR
Solucidn. i DU+ ) _ oo B ol L= r"-‘ - lim
e ot - a | fem o | I i=+*m 'I"'I
[ ; 1 ' | i ! "4 dioireie?
i Tim [I + -:,) :_ ! ] ! i ] I
= [im In (&)™ + — i — = lim i & '+ h_-‘-‘ = lim 1 <+ _D 1 +0=1
e m ] x PR -+ ——
t : .\.Lr z r———
lim In (l + --_,] : - - -
o ML sy et N S il 0 o
Gl e i , dimoa — — 5 o Al R A"
Problema 3-99 lim (_2‘+_:_c_)‘
x-0 \ 3 — X | v : .I:U-F rrr--;rim"-l :
. lim 24 xp ) )
. LA i _m 1
Al o ['.1‘- : ) “Tm@E-aF ¥ AN
=
L4 g !
Problema 3-100 | ﬁ'tr
_f
Rt
L Ii|1'.ﬂ|”1'"i |
Solucién. lim | =2 == 7 =0
lim (x#)' T '
1"..” fevsebidepe™ !
Problema 3-101 ’ ; o : =
lim fcos x)' ",
x=n
i insI e
Solucidn. lim(cosx)' ' = im[t = (1 = cosx)]'" = lim (I - Iwn’%} -
a=U Pl A =il -
. | Tumi® oy Win Taen’ ;3
=1im[(1—lﬂilr:‘-) ‘.m] it %
e 2 ¥
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X X X X
Como l -2 :Ii.'I = —2 1k EL,H“T—_EH m-z- miﬁ:—i_
o et i X ¥ = e X x e
3 2
—* 1
tendremos lim feos x) T = o - —
- 7
Problema 3-102 i - Iugl‘] + Iﬂ.ﬂ
x=0
Solucidn. lim Iogl_-w- o) lu'n log (1 + 10x)* = log !rmll + 10wt =
=0
N_ u# Ihm 1O
= log Irm (l + !Ux} = loge*™ =loge'™ =loge'® = 10]oge
Problema 3-103 | = [ T +x
lim | —In |/ ~——].
a=0 I'=X
As T
Solucién. lim (_h-. lf )_ 1.m|n( X )” = I Jira (' ”J L
ot -x e V1 —x
Problema 3-104 | .. In {cos x)
bm —a—
x=0 X
Solucion. lim In {D—.f—x} lim In {oos 2)7*" = In lim feos x)""" = — .;__ Segun Problema 3-101.
a=lF wedi =i
Problema 3-105 | . ¢ —1
" X
Solucion. Sta ¢ — | =2 yasicuando x — 0, 2 = 0
F=l4+a=Ine=In(l +a)=zxhe=In{l +a)] = x=In{l + a)
o= 1 i
Por tanto, lim ——— = lim - = lim = lim s -
paoer R~ S Inﬂ S —— 1 Al + b o INIT + 2)'F
- ! - ' R
T o limin(l + 2" T Inlim{l + '™ * Ine
P -
Problema 3-106 i at — a>0)
x=0
— L —
Solucidén. a = ¢"" y asi lim i L ataishn it 7]
=+ x=0 X

Sea ¢ "* = | =@, yeuando x 0, 2 =0,

Inil + aj

"M ]l ba = tlnalne=M(l +a) =xho=1I(l +2 = x= e
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R el - Ina -~ qie. - lna =
R, e~ g Toara MW e
s Infl + a}
0o a
= hm it Inag _ Ina _ i
B Ilmll'l[i o™ " Ine ot
a 31 4
Problem 07| n(a - 1ha > 0.
=
Solucidon. lim nl.:-‘d 1} = lim nfa'™ — 1)
Sea %:a, ¥ cuando n - oo, o —+ 0,
lim nja'™ = |) = hm —l[a*' 1) = lim &=
= =0 =0
o —
Como g = ¢"* = lim =— = ... s¢ sigue como en el problema anterior = In o
®=0
Problema 3-108 i = e"
a2=0
Solucién. lim -2 — 5 _ bl =) e =) iy £ — |
20 x K=0 X P x P
cuando x +0; & — | = f# vy f§ - (} cuando x — 0,
=] +a =14+ p

axiIne = Inil + =)

belne =In(l + M

_ In{l + a} _Imil1 +
= a SR
3 : f . b il
!if:.i nil + a1 ﬁ'fﬂ Inil + /iy Ilm In (1 + u]n”"‘ - :l:: Tl + ™ = e
i b
Frﬂ-bleml 3-'“ lim l o
x-p 90X
|
e g e X e 1 e =1 x
Solucidén. lim ———— = lfm— " = | =
f B I e I ey
A R = | x 1 . |
STy Waaw s Ulingge =1 =
X
probiema 3.410 5i filx) = 3 + lx # 0), entonces claramenie lim f{x)
x= 3
Encuentre todos los x tales que | f[x}l = 1000,
Solucion. = 1000 = ;_3| < Tt;ﬁu o
1 x—3 1 1 3 I
e e 000 < "o < T % < oo <

— " = | magya=0

]

Ine

8
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o0 T x 10D
3000 000 | L gl
1711 B
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Problema 3-111 La Figura 3-3 muestra parl_c del prafe’ de ia funcion J"[J.J [x]
donde [x] es la parte entera de x (los puntos negros o senlero perieneeen.al grafo, ¥ no per-
tenccen 2 @ los indicados por pequefios circulos). Es evidente en & grafé que fix) tiene un Hmilé
en todas paries, exceplo en los «puntos enteross,

x=n (m=0 +1, +2 ) n =

En cada punto entero x = &, f{x) liene un limite I:L:tc'nlf por 1 derecha

lim _."'I'x} = g i
" priathn 1_.,hl (] { *T] .
y un limite lateral por la fzquierda
ll:m fldd =0 = L, e | 807E ninalda-@)
Y
]I_ [RFTL ORRLrIhE
}_r ——:
iE — o  Jixh = 5]
-4 =1 -2 =1 0 1 2 3 a” F
I i |Hr -'1 i
G 2 '
_ _ e e it s i e
i | ROFE rmaiden®
thl ! . p— -

Figura 3-34
En cfecto, dado & :xr.ﬂ clegimos & < | E'm-:!ancc& Jex—n<d= Ifixl - HI
=|n—nl—01-=:a,mumtm5 Osn—x<d=|flxl—tm—1A1]=n-1=in—1]|=
=0 < i asi qug“]].r[ljmsl]g,um'de las definiciones. De otra Parte, si X, no s un enlero, entonces:

|Iﬂl fix) = I]m fix) = Iim_.ﬂ_xj = [x4] y o, i
81 1E geaoloon® |
En efecto, dado cualquier & '='0, sea’ & Ta'distancih entre x y el enlerd m&smr&!fmn Entonces,
cualquiera de las condiciones: T £t " Ery ;

l]::lx—.'h.l.::fr . .
Ih® i = x - Xg = 0, R T Th T M
UI{ Xg— XK=< d

o ) = el = (P[] =0 < o
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Piobleoms #4112 ] Encuentre los limites latergles en x = 0 de la funcion - .

i ]
foy= S5 x4 0)

s = - R
Solucién. lim =%

. X s X : .
—— = hm S 4 lim = lim | 4 limx = 1
[k |x] T+ 1K) |1 - yoo) " gl
1 & ] o = g
PO e o X R - ; :
lim —— —=lim o= L lim = lim A =1) 4+ limi+x) = =1
a-=ll [ %] @ vl fxif el 1 vell o i kg
BTl

Encuentre.los siguigntes.limites Jaterales. .. .....oooeeiee uve ..
T E 1 O O

Problema 3-113 e e PR L
:.I'I' ,I_PT,_ o+ rq";" 5 ;i_,u.“.::-r' +

=l
L T d o G

L

i = = LR B O R LT A |
Ll s LY LA T iihs £ g PRl | % b BT g paenyn g ey

PR el : T N i 5
Solucidn....q) bm, & 5+ = lim 1

[ LEL R (I R e o M T )
lvi:fr

- s &
i a-l#ﬁ e Fear Lot s i w0l il
B, o rgm
" A T E
O ) WSt SYSSEIN IO, el (G L - DS
e R T T e P TR P il _r_l{j :
A o e i iy

1y =
[ L BT m A T | TR AL r

M R |
R
. =

I nrl

i1
=
IR BTN ot T L T e R P L
i P | A TREDY

[Pr.bhm‘lidl,‘—' "I;'- _'1 : I"__Ji ] f |_i-.:.:.‘:-'* il ;'-|I_. ._.-I -_-'1... 1 I.I-j..'l._l. n ._I_

i i i ko
.
Pz oy bl IR ' | i i ki AL s
W
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; TR ] 4 D : o : ::.if-?'. :J."r'i.uid-na-i;l <
Problema 3-115 R 72 B4 R P LR R (LT G : ;
|IT e Jlrnn S i bt BT s .

™ et ety [ BT AT T T PO 1T S T
Solucidm, ihn—r':'?ci‘-ﬂ- L oS
Wi

f
W e =relainetivmad; v oo sy

P R TR R LRI
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Problema 3-116

* HNustrando el uso de la definicidn de una funcion que se aproxima
& un limite hemos reservado la funcién que se muestra en la Figura 3-35 un ejemplo standard,
pero uno de los mis complicados: T AR e

0. x irracional, 0 < % ='y*7
fx) = g, x = —:: reducida @ su minima expresion, 0 =

x =

T

(Recuerde que p/g esti reducida a su minima’expresion si p y g son enteros sin ningiin factor
comin y g = 0. - ' T
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3 L . x irracional

fix] = 1.. e : reducids a su minima sxpresion

L'}
1
3 . ™
1
3 _| - L ]
5Ll o a . ® . ™
7
BT TRPER o G DI ISt oo Grape MU oot L -

0 L 1
5 4

Figura 3-35
Para cualquier nimero a, con 0 < a < 1, la funcién f se aproxima a 0 en a. Para probar

esto, consideremos cualquier niimero ¢ = (. Supongamos que n sea un nimero natural tan grande

que 1/n < & Observe que los inicos niimeros x para los cuales | f(x) — 0] < & podria ser falsa son:
1. v 2.0 3.1 23 &g L Ll
21]1314-4-5i5h5151---|"---lf n

{Si @ es racional, entonces a podria ser uno de estos nimeros.) Sin embargo, por muchos de
estos nimeros que haya hay solo un nimero finito de ellos. Por tanto, de todos ellos uno esta
més proximo a a; esto e, [p/g — a| es la menor para un p/g entre estos nimeros. (Si a pasa a
ser uno de estos nimeros, entonces solamente consideramos los valores |p/g — af para p/g # a)
Esta distancia puede elegirse como el & Porgue si 0 < |x — a| < 4, entonces x no es
%-. n l:—l y, por tanto, | fix) — 0| < £ es verdad. Esto completa la prucba. Observe
que nuesira descripcién del § que trabaja para un ¢ dado es completamente adecuada; no hay
razon para dar una fdrmula para & en términos de &

uno de

Problema 3-117

* g) Suponga que f(x) < glx) para todo x. Pruebe que lim fix) <
< lim glx), con tal que estos limites existan. S

I‘i.'a-] iCémo puede flaguear la hipdtesis?
¢) Sifix) < gix) para todo x, jnecesariamente s¢ sigue que lim fi{x) < lim g(x)?

Solucién. o) Intuitivamente, fix) no s¢ puede aproximar a un ndmero > Jim glx) pargue
fix) = gl=] y glx) esth proximo a J‘.l.m gix) Una prueba rigurosa se hace por contradiceiin, Su POMEAMOos gue
[ = !Jm_ﬂx}}].::ngfx} mSmc_l—M}ﬂ Entonces hay un & > 0 (al que s1 0 < [x = a| < 4, en-

tonces || — fix)| = 2 ¥ |m — glx)| < %,

: i i } : L [l ‘.}_
m kix) A=) !
Figura 3-3&
Asi para 0 < |x — a] < & tenemos glx) < m 4+ 52 = | - ; < flx), contradiciendo la hipdtesis,

b} Basta asumir que fix) < g{x) para todo x que satisface 0 = |x — a] = 4 para algin & = 0.
¢l MNo. Por cjemplo, sea fix) = 0 y sea gix) = |x| para x # 0,y gi0) = |. Entonces

lim fix) = 0 = lim gix)
=0

=0
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Problema 3-118 |

* a) Pruebe que si lim fix)/x = { v b # 0, entonces lim Sibx)ix = B,
=il

x-=i
Aqui escriba fibx)/x = B[ flbx)/bx].
B} pQué sucede si b = 07
¢} La parte a) nos permite encontrar lim (sen 2x)/x én términos de lim isen x)/x. Encuen-
tre este limite de otra manera. ol F=h

Solucion. g Deberiamos lener
tim SO _ "_‘r"}a-”.” = blim P _ b i UL _ gy
L X !

EE i aep D =0

El pago a la Gitima igunldad puede justificarse asi: Sic > 0 by un 8 > 0 1l que i 0 < |y} < & enionces
Uipk ¥l < & Entonces 5i 0 < |x| < ¢b] tenemos 0 < Ibx| < & v asl |[fibxibz| < &
Bl En este caso, lim f{be)ix = lim fi0)/x no existe, 4 menos que fil) = 0.
L] 3=
<} La paric a) muestra que lim (sen 2x) = 2 lim {sen x) También podemos wsar el siguiente proce-
=0 sl
dimientao:

lim 202 _ i 2en x)fcosx) 2 lim cos x - lim 0% _ »
a4 x a=0 X z =i &= x

(Por supuesto, este método no operaria en general para lim (sen 2c)/x)
=g

Problema 3-119

* @) Pruebe que si lim f{x) = [ entonces lim | f)(x) = |1].
b} Pruebe que si lim f{x) = | y lim gix) = m, entonces lim max (fg)(x) = max (}, m) v,
analogamente, para menor.

Solucion. o) Inuitivamente, si fix) esid proximo a | entonces [x) esta proximo a || En efecto, dado
£z 0, hay un & > 0 1al quesid < |x — a) = &, entonces [fix) — {| < & Pero | |[fix)] — [1] ]| = ix) =N <

B) Bi g <[ entonces |f — g] =~ g, asi
Trag+if=gl=F+g+f—g=2=2max|f g

¥ max (f, g = J“*L*':UL— #l

51 g = f, entonces If =@l = —{f — g asi
fra—U=gl=frg=[-U=all=f+g+ —g=2 = 2minif,p

¥ min (f, g = I+ Q:EL-EH.

lim max (f, g) ulimf+5’+1l‘.'r'9| wiim X2 Lt Li";gl B

E e ]

2
I+ m [f —~ m| Lm4 |l —m|
g+ - 5 = max {{, m)

Iimu-—;“- r-%l]'—ml poT parie @)

=

Nata.  En general, max {x, y) = - *—':.EML

T Ta
deducidas como se hize aqui para [y g.
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1 Problema 3-120 | . . poiche que lim Lise pxiste: eSO es mwu;i?r c“lirﬂ“ " Fe

x50 % x=0
falso para cualguier nimero [ By oo 1T

b)  Prucbe gne | ]lm o ]_-I]- no existe.

Solucién. a) Li funcidn fix) = l' no puede aproximarse a un limite en 0 porgoe lega a ser arbitraris-
mente grande cerca de 0. En efecto. pur cualguier & > 0 hay alpin e que satisface 1< |xhag e ipsfo

| Ty L ; . i :
e ] 4 & es dedir, x = min l-’rlll,ul-:]-l. Este x no satisface | i ==

by Para -:uanun:n'- = nhay .|lp:m x qutwmhuﬂ <|x = 1| <= & pero ”—1 = | + & esto es,

x)
|+:i-|1|

. T . _ |
x = Min [ T l l_',slt.‘.-.- no ﬂtiﬁﬁ.ﬂ: | =TT |~=: . Es también postble aplicar h) I:T,‘xr -

= lim =T s ¢l gltimo cnsm:: pnr tanto, este Gltimo no exisic, pucs por a), el primero no exisie

[ Problema 3-121 ]

* Pruche quesi’ lim f{x) = L entonces hay un nomero & > 0 ¥ un

LRl
namero M tales que |fix)] < M50 < [x = a| < 4 (gQué significa esto grithicamente!)
Soluciagn. Graficamente esto significa que [ es acotada en un intervalo alrededor de o (Ve Fig 3-37)

BT evadooe’S |
TR L e - £ )

] il i+

Figura 3-37

Elijm & = 0, de manzra que |fTx) — ] = | par 0 < % — a] < & (Estamos eligiendo ¢ = 1) Entonces
| =1 = fix) =1+ 1, ¥ podemos suponer A = max (I + 1], [{ = L

Nota. [l =] = | o= =1-<flx) —_J’.{l‘-'-b‘— l<fixi=1!+1

Problema 3-122 Prucl:-g: que si fix) = 0 para x irracional ¥ fix) = | para x racional,
entonces lim fix) no existe para cualguier a.

T=a

Solucion. Supongamos que fix) tene un limite | en alghn punto o Entonces, eligiendo ¢ = 172 podenios
encontrar un & lal gue

D<|x—al<d= |flx)={.=.1/2
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Pero el entdrno reducido . <ty — ¢} < 6 contiene un punio ractonal x, v un punto irmeional o, jeo roalidad
muchoslk 8¢ tienc enlonoes: © i .
i =N =11 =<2
ixad = 1] = 10— fl <1

B

|
y de aguk 1:|J—i+i|-f..|-f|+|i|-=;-,:+-,.—!

osew 1< 1 1o cual es imposible, v, tante, la funcién fx) no pusde tener un ILm'ii; -;:Jq:u.-,guu';eqlp_unltq @

o

Problema !"1'1?'. o %iPruebe gue si'fix) = x para x racional y.f(x) = --x para x
irracional, entonces lim f{%) no existe si a = 0.

Xy

Solucion. Consideremos, para simplificar, ¢ caso a = 0 Ls idea bidsica & que debido a que fix) ostd
proxema a o para todo racional x proximo 2 4.y proxima's —d para todo X irracional préximo 4'a, nb podemos
Jener fix) priyima a un simeso fjo, P bacer gus esta idea trabaje observaremos que para cualquier 8 = 0
hay xcon 0 < |x - al <3 ¥ fix) > a2y también x con 0. < |x = gl <8 y A < —a/2 Debido a que
4 distancia entre a2 y —a/2 5 4, esto quiere decir que no podemas tener [fx) — ] < @ para un ¥ tal, no
imparts cidl sea | (Ves Fig 3-35.}| .

7

I

Figura 3-18

-y

T al@eti

Problema 3-124 |

T AT wli BRI o LT e by tenil = 3 :
* a), Pruebe gue sicim gix) = 0, entonces lim gix) m,;,_.i_ - [}
x =0} =i

by Generalice este hecho asi: si lim g(x) = 0 y |h(x)| = M, entonces lim g{xj.fr[.tj = 0,
z==i} o i x=0

[Naturalmente, no ¢s necesarjo.hacer a parte ) si se tiene buen éxito en hacer la b); realmente
la proposicién de la parte b) puede hacerse mas facil que la a); éste es uno de los valores de la
generalizacion. ] Fid o g vl |

Solucion. -a) Se sgue de bl porque }ﬁm;-::- |-s— | para todo o | #0)

b} Si 8 >0 estal que |pix)] < o/Rf para todo ¥ con0 [§| < & entonces TalxJhix)] < @ pars todos
CE08 X, g ) :
o R T

Problema I-IT'.SI

- Cﬂnsidém:.-unu—--l-unciﬁn f con h siguienh:- ;;.:-::pic&ad: 5 ﬂ‘-ﬂs
cualquier funcion para la cual lim g(x) no existe, entonces lim LA + gix}] tampoco existe,
z+Q - =0, :
Pruebe que esto ocurre si, y solo si, lim f{x) existe. (Es muy facil: of suponer que lim f{x) no
x=y : F: k v 40

existe lleva a una contradiceidn si se considera la g adecuada.)
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Solucién. Si Iimﬁx] exisle, entonces o5 claro gue Jim [Axh + gix)] no exise siempre que |II.Tl glx) no
exista [vea el Problema 3-62 by y )] Ademis, 5 Im: ,ﬂx} no existe, clijamos g = — f; entonces |lm gixi na
existe; pero I:m [fxh < gixh] existe (ya que lun |'_,rtxl| + gix)] = ]Lm A=) = fix)] = lun 0= 00 ulm contr-

dicxidn,

Problema 3-12& . ,
* Este problema ¢s andlogo al anterior cuando [+ g se remplaza
por f-g. En este caso, la situacion es mas compleja v el analisis requiere varios pasos.

a) Suponga gue I:m fix) existe ¥ es # 0. Pruebe que si lim glx) no exisle, entonees
==0

lim f{x)g(x) tampoco tmsir.
Tl
B Pruebe el mismo resultado si Iin; If(x)| = oo

) Pruebe que si ninguna de estas dos condiciones permanece, entonces hay una funcién g
tal que lim glx) no exisie; pero Ii.n‘: fix)glx) existe.
x=0 : e

Nota. Considere separadamente los dos casos siguientes: 1. Para algin £ > 0 enemos | f(x)] > ¢ para
tados los x suficientemente pequefios. 2. Para cadi ¢ = 0 hay un x arbitrariamente pequefio con [fix)] < «
En ¢l segundo caso comience cligiendo punitos x, ¢on |x,| < /e ¥ [fix)l < Un

Solucion. a) 5ilim fxlgix) existiera, :mamcshm glx} = lim ]J.fI:ng{x} deberia existir también.

b Claramente, xsl‘?am fTxkg(x) existe, entonces hm glxj = l 1

¢l En el caso 1 d: l|1 nota no podemnos lener tu'n fx) = 0, asi que por ka hipdiesis el limite no existe
de ninguna manera. Porque no es verdad que i:m Iﬂxﬂ = of, s Sigue que s hm @lxh existe, enlonces
lim g(x) # 0. Pero esto deberia implicar gue hlnj’[xj existe, asi que lim gix) no ms!: Por otra parte,
I*E;:)‘{xu:} existe obviamente En el caso 2 :Itg;:;:us x, como en b nm;:g}:ﬁnimm glx) = 0 para x ¥ x, ¥

=

gix) = I pard x = x, Entonces Iin: #ix) no existe, pero lim fTxg(x) =
aw a0

Problema 3-127 l * Suponga que A, es, para cada nimero natural n, algin conjunto
finito de nimeros en [0,1] ¥ que 4, ¥ A, no tienen elementos en comin si m # n Definida f
como sigue:

)= I/m, xen A,
o 0, x no esta en A, para cualquier n

pruebe que lim f{x) = 0 para todo a en [0, 1].

Solucién. Dado ¢ = 0 elegimos n con I/n < & y sen § In distancia minima de o 4 1o0dos los puntos en
Ay o A, lexcepto o mismo si @ es uno de estos puntosk Entoncss 0 < |x — al < & implica que x no est
en A A ¥isi fixh= 0o l/mpara m = n ¥ [fix)| < &

Problema 3-128 Explique por qué las siguientes definiciones de lim f{x) = I son to-
das correctas. Para cada & > 0 hay un £ > 0 tal que, para todo x: s

1. 5i0 < |x—a| < & entoness [fix) — 1] < 4.
2 510 < |x — a| < . entonees [fix) = I < &
3 Si0 < |x = a| < & entonces [fi{x) — | < 56
4, Si0 < |x — al = &0, entonees |fix) — | < &
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Solucién. | Fsta es la definicidn usual, usando simplemente los nimeros 6 y ¢, en lugar de ¢ v 4.

2. Esta es una modificacidn menor de 1: s s condicion e verdad para todo 8 = 0, entonees se aplica
@ &2, asi que hay un 2 > Dl que i 0 = |x — a| < ¢ entonces |[f{xh — {| = &2 < &

3. Esta ¢s una modificacion similar: apliquels a 5/5 para ablener 1.

4. Esta es tambidn una modificacion: se dice la misma cosa que en |, porgue 5/10 = 0 y o5 solo la exis
tencia de algin £ = 0 lo gue esti en duda.

[F‘rnhiem: i Dé cjemplos para mostrar que las siguientes definiciones de
lim f{x} = | no son correctas.

LRl
u) Paratodo & > O hay une > Otal quesi 0 < |x — a] < 4, entonees | fix) — || < &
k) Para todo ¢ = 0 hay un 8 = 0 1al que si | f{x) — {|, entonces 0 < |x — a| < &.
Solucidn. g) Aungue Iim—l—-lm verdad, ne es verdad gue para tode & >0 hay un 5 = 0 con
r-l'
|—1_—1|-'fl:p:|raﬂ{|.t—l|i\:<5.

En efecto, 6 & = 1 no hay un « tal, porque 1/x puede ser tan grande como se quicra parm 0 < jx - 1| = L
Adermis, cualquier funcién acolada [ satisface la condicidn, va sea que lim fx) = [ &5 0 no verdodera,
e
b1 5ifes unie funcicn congtante, fx) = ¢, esta condicidn no s cumple, porgue [fxh — ¢] < | no implica
ciertamente que 0 < |5 — a| < & para cualguier & Ademas, la funcién flx) = x, por cemplo, sutisface esta
condicién sin importar cudles son a v L

Problema 3-130

Pruche que lim f{x) existe si lim fix) = lim f{x}.

Solucién. 5 lim fix) = lim fix) = L entonces para cada & > O hay d,, &, = 0 tales que, para todo

i g= X <o+ 4, entonces [flx) — I <&,
ia—dy < x <o entonces (flx) — | <&

Sad=mn{d, &) Si0<|x-al<demoncsoa-d,ca-d<xosinoa<yx<adde
<a+ Fasique|flci-{<e

Problema 3-131 | , . o~

L IiTJ—{xJ = I:i:r;lf[—xj.
2. lim f{lx]) = lim f(x).
=) weslh"
3. lim fix?) = lim f{x),
qail (Tl o
(Estas igualdades y otras analogas se prestan a varias interpretaciones. Pueden significar
solamente que los dos limites son iguales si ambos existen; o que si uno de ellos existe, el otro
lambién existe y es igual a él; o que si uno v otro existe, ¢l otro existe y es igual a &, Decida usted
mismo qué interprelaciones son correctas.)
Solucién. 1. Sil = lim flx} entonces para todoe = Ohayund > Otalque|flx) — 1] < cpara0 < x < §
Ll
5 —d < x < 0 entonces 0 < — x < §, y de esta manen [flx) — ] < & Por tanto, limy fT—x) = L Aniloga-
w=b”
menile, si Ii:nn_ﬁ—x} Exisle, enlonces Iiﬂ:_ﬁxj caiste y tiene el mismo valor, (Intuitivamente, x estd proximoe o 0
¥ positive 55, ¥ s0lo s, — x st prooimo & 0 ¥ negativo.)
2. SLLTJ]I}:I.emmncspa:a todo £ =0 hay un & = 0 tal que [Ax) — /| < e pam 0 = x < & Asi
L
sl < |x| < & entonees [ffx]) — [| < & Lucgo lim fljx]) = & La prucba en direccitn coniraria & aniloga
40



Prélogo

Desde el punto de vista de las aplicaciones de la matematica, puede decirse que los métados
tradicionalmente agrupados bajo los nombres de cdleulo diferencial v de cileulo integral tienen
por objeto resolver los problemas del cambio v del movimiento, En efecto, el edleulo diferencial
se propone hallar la razon de vanacion entre dos magnitudes variables dependientes una de
otra, ¥ no ya en el caso de variaciones finitas solamente, sino también cuando dicha variacidn
5 instantdnea. Asi, o averiguar la rapidez con que se desplaza un cuerpo bajo la accidn de la
gravedad plantea problemas de velocidades medias limite, cuya determinacion compele pre-
cisamente a los mélodos diferenciales. Y al contrario, si se conoce ¢l comportamiento instan-
tineo de una magnitud vanable, es asunto de los métodos de integracidn el encontrar la marcha
global de las magnitudes que intervienen en ¢l fendmeno. Asi, la determinacion de la trayectonia
de un cuerpo del gue se conocen, por ejemplo, las coordenadas instantineas es cuestidon que
concierne al cdleulo integral.

Sobra decir que ¢l cdleulo dilerencial, y con mas veras el edleulo integral, son dominios
de la matemidtica de indudable refinamiento y que a veces plantean dificultades de cierta deli-
cadeza en cuanto a su tratamiento. Por otra parte, ¢l amplio uso que hacen la ciencia y la téenica
modernas de cstos métodos de caleulo, como lenguaje indispensable para expresar las leyes
fisicas con esquemas matematicos adecuados, hace ineludible para todo estudiante de ciencias,
de ingenieria, de economia, etc., la adquisicidn segura de dichos métodos, puesto que han de
ser el mstrumento de labor permanente y puesto que el dominarlos sin vacilaciones es condicidn
primaria del trabajo cientifico eficaz y serio,

Precisamente, la coleccidn de problemas resuchtos detalladamente que constituyen csta
obra ha sido concebida con el objeto de llevar al estudiante a una asimilacidn mds rdpida ¥
segura de lales métodos de lo que suele ser posible con los textos corrientes; no se trata, por
cierto, de una sarta de problemas de adiestramiento mecdnico, sino de unas bases tedricas
sdlidas y suficientes que tienen como corolaro una serie cuidadosamente graduada en dificultad
de ejercicios que aplican en sepuida la teoria expuesta. Y la resolucion detallada tiene precisa-
mente por objetivo acostumbrar al que aprende a trabajar correctamente, dando todos los
pasos indispensables y fundamentando todas sus operaciones en la teorfa que se acaba de expo-
ner o que ya ha sido expuesta en capitulos anteriores. Asi, etapa por etapa, ¢l estudiante es con-
ducide por mano firme hasta el momento en que, sin siquiera percatarse, ya sabe hacer los pro-
blemas solo, ya ha aprendide. Es ¢l momento en que puede decirse plenamente gue la técnica
de cilculo particular que se estudiaba ba sido asimilada a la perfeccidn,

También se han tenido en cuenta agui las diversas posibilidades en cuanto a niveles de
estudiantes que puedan aprovechar esta obra, y por ello es factible emplear ¢l libro a cualguier
nivel eligiendo problemas de Upo mds «intuitivos o mds «formalbs, segin se prefiera de acuerdo
con ¢l interés particular de aprendizaje. Hay, asimismo, problemas sefialados con un asterisco *,
con dos ** y hasta con tres *** para advertir sobre grados de dificoltad. Tales problemas se
destinan a guienes deseen profundizar en ¢l dominio de la materia.

En coanto al orden de disposicion, cada capitule desarrolla, pues, en su serie de problemas,
ordenados por dificultad creciente, una nocidn especifica a la cual se refieren las definiciones,
principios y teoremas gue aparecen en los preliminares del capitulo, v es por ello aconsejable
atenerse escrupulosamente al orden de exposicidn que se da y trabajar los problemas de acuerdo
con su numeracion correlativa. Al final aparece un glosario de [as definiciones y teoremas
expuestos, como también de conceptos generales y de las notaciones utilizadas.
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3 Sil':IiT,n__ﬁx].c‘nm‘nmpﬂmlbdo.E}Uha}'LI:IIﬁ}ﬂla]qul:l_l'l.t}-”ftpﬁmﬂﬂtxcﬂ. |

0 = |x] = /b entonces 0 < x? = & vasi fixY) — I < & Por tamo, im flx’) = L La prucha en direccion
=i

contraria es anfloga {Intuitivamente, 51 % estd proximo a §, entonces x7 estd proximo a 0y es posiliva.)

Problema 3-132

* Suponga que lim f{x) = lim f{x). (Dibuje un grafo gue ilusire esia
proposicién ) Pruebe que hay algin & = O tal que f(x) < fi{y) siempre que x < a < ¥

yix —al =dyly — al < & jEsverdadero el reciproco?

o
Nng .
-::-JUU., X

Figura 3-39

Solucién. Sea | = lim fix) y m = lim flx). Porque m — ! > 0 hay un & > 0 tal que:

Lt r-aal

[}

L.I'l'x1—n-c:-'1'-- — Cuando @ — & < x < a,

2
ity

Lﬂ_}'l—ml{--z cuando a < ¥y <a + &

Esto implica que

El reciproco s falso, como se muestra para f{t) < ¢ ¥ cunlquicr & Solumente e posible concluir que
lim fTx] = lim flx).

Problema 3-133 I Pruche que lim {a,x* + ... + ag)/(bex™ + ... + bg) existe s, y solo

b -]

g, m = n. JCual es el limite cuando m = n? jCuando m = n?

Nota,  Un limite ficil es lim [/x* = 0; haga transformaciones de medo que ésta sca la nica informacion
Que necesite, e

Solucion. MNawralmente, estamos suponiendo a, # 0 y b, # L 5i x # 0, entonces

By -y By
b S
ax" + ..+ a8y 4+ 7y AT Jix)

b ¥ ot by Ba | Bamy _;5 = gl
ot

PR
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Stm < p, enlonces lim fix} = a,. pero lim gix) = 0. Esto implica que lim fixlgx} no existe (de otro
mido tendriamos lim {x) - [l fixchigind] - [lim gix)] = 0 Sim 2 n escribimos:
T A= E g

o i
S 5 )
e

Entonces lim fix] = Usim > n y a, si m = o, mientras lim gix) = b Asi Ilm_f[x],-fgl,n:j 0 s mzn v alb,
=8 E%
sim=n

Problema 3-134

Pruche que liTj'ﬁ;xj = fim f(x].

il

Solucién. Sil= limfix) entonces para cada £ = 0 hay algin N tl gue |fix) — ! < & para x> N,y
N

podemos claramente asumir que N > 0. Ahora, 5 0 < ¥ < 5 , Entonces :—-:- N, ot goe [fT1/x) — 1| = &

N
Por tanto, lim 11 /x) = L La prueba en la otra direccion es semejante,
e

Problema 3-135

Defina «lim f{x) = f»

a}  Encuenire Iim {a X4 o+ ani_.f{ﬁ X"+ o+ byl
b} Pruebe quc I:m fix) = Ium _,I"{
¢} Pruche gue I!m Silix) = lrm ﬂx:

Solucién.  lim fix} = | significs que para todo ¢ > 0 hay algin N tal que WRx) = f| < & para x < N,
aj La n::prJl:'.;!a es lo mismo que cuando x =+ 2 (Problema 3.133)
B) Sil = lim flx}, entonces para cada r > 0 hay algin N tal que |ffx) — /] <& para x > N. Ahora,
six oo =N, cnl::;n:cﬁ =% > N,y asi [fl-x) - Il = & Luego lim fl~x) = |

LR

cl Sl = lim flx), entonces para cada £ = 0 hay algon & tal que [fl<) — {| < ¢ pard ¥ < N, ¥y podemas

asumir que N - (L Ahora si |/N < x < {0 enlonces Ifx = N ¥, por tanto, [fil/x) — | = &

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcule fos siguientey Hmites

i 2 3 it _ 2
1. fm 2N Resp.: | 5 fim ZEE I (Bx — 2P Respis 72
rex N 41 1em X+ 5
I S S
L lim ;[?[fxl Resp, . & lim = -—'1""—-—1. Resp.: 2
- LRl u-"‘-] + 1
H -
3 lim iESTr:—j-. Resp.: = 7. hm 2 fr':"--. Resp.: 2
=N diials <0 9 I
= 3
4. Jim l{— —--x--+—3-. Resp.: O B Jim— % Resp.: =
ssm & — By 43 w10+ x,/x



13.

14.

16.

17.

18.

1.

7.

8.

LIMITE DE LINA FUNCION
 S— B
X 8 Resp.: 0 29. lim (% = 5% + 6 — x).
ey A 1 e dm
lim e 3. i T+ 1 —x
el — Risp.: w o lim xbix® + 1 — x)
S x+|,’x+.;,n‘x A
x4+ 1 5 q— q
L0 M. limix +JT =%
Jim Resp lim (x + /T =7
1
. ox* — 5x 4+ 10 - L sEn A
!:ug —T 7% Resp.: m . a) !1-: =
. sen X
B g 20X
fifg | Resp: —2 I TR
e X+ 3k + 2 1
i 5 3. lim E3E
i - o =il
i ary e @ 5
+ N rx
. lim §
BT SR m
lim {x + h) x Resp.: 35 1-g Son e
=0
. n
P 3. tim (nsen ).
lim | Resp.: 0
wv=d b+ 2 u — 3)
‘ 36, iim J—_':'E-.
lim f_‘ - Resp.:  nlentero positivo) e
a=y X
. COE X — COS
37, lim ——
MR Sl B oo el x—%
oy = Rems 3
. semix + b} — sen x
3 fi St AL —
lin2os it Reigs. =ap et A
g -8 LA
: EM X — 06 X
- 39. lim i
5 — (g X
limn # Resp.: % i &
=+ \I,I'x s ]
4 1 i | 0. a) lim x sen —
lim == * ¥ Resp.: — 5 =0
pd | == B) lim x sen —.
x=w x
lim \.-'I_ﬁ —:'l-l.TJE . Resp.: .
. S x 41, lim cotg 2x colg 5 X
J—— x‘“
lim M._ Resp.: - I_u. | — sen ;.
-0 " 2/x 42 lim £
FaLd R—x
lim —f:--“—__-. Resp.: Dfa=0)
Ry Ay fm oo
Y 1 ! e RB—3x
N T RN | s
it a Resp.: -- ? _
A N M. lim SOSPE S SOSRE g,
..... P
i JE = b - a2 ﬂ_+|5_
-l = dx -+ 3 45. lim g x _-:'-i
Resp.: = ;— -y e
lim (/% + a — /=) Resp.: 0 44, lim BEENE
A ] x
lim [z + a) — x] Resp.: : 47. Jim w
P ; ] eey S0 3X

Resp.: — 3
Resp.: 5
Resp.: 0
Resp.: 1 cen2
2
Resp.: 0
Resp.; 3
Resp. ! -g
Resp.: =
Resp.: 4
e g
Resp.: —sena
Resp.: cos x
Resp.: P
J2
Resp.: O
Resp.: |
Resp. ; 4
esp.i
Resp.: 0
Rgsp- “ L
E- NE
_I;_ [”-t - I"HJF
r
oy
L
Resp.: 1
Rasp, %



51,

53.

55.

.

73,
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g 2 - x| ;
!._ml e Resp.: i 58. fi!‘: 1+ = ) ! Resp.: #*
. % — sen Ix . ; e ;
Hﬂ Py Resp.: Fi 59. fr:r; {l + sen x)'= Resp.: ¢

ny Chs ]
; ms(---?_—! 80. lim |-1-—]) & Resp.: ¢
lim - T RE!’F..‘ n AvE n
1 1 =%
— 1. lim (] + cos x)' ™= Resp.: o
“32 b:.é& Resp.: 4l ,-;'

lim 1 tsenx - Jl —senx oo 62, Lim B0l +ax) Rt
] x = x
li x -1 bk d 1 J 3 wigl s a 3
im | =y s Resp.! — &3, lim{l + 3tg” x) " Resp.: v
g =1 4 it
, — &% + 3 Ea I, . SEN XX o
v ( T 3x 4 2) ' Rap: 3 b E‘f’: sen fix R
- . & —
A ' b R R e—————

1 ) Resp.: e &5, Im: e ey Resp.: |
. 2 )‘ 3 - X
lim |1 +—=]). Resp.: &8, lim ——. Resp: +1
Fer) X i “ J""l'-lvll.!: + i

+3

g (S Resp.: ¢~ Y B A Keaps 1
,.'.".: ( x+ 3 o H'T..‘__.-x—:__h—]' o

=L Resp.: —~1 ¢ lim ”i‘ i’hﬁf’i ;

i %=1 N wem

Jx+1
3 4
.
b lim _Ii-;-:l-. Resp.: | A lim AERBEHE
X ] e 4 1
JIX T
4l lim }—i-,-,ﬁ. Resp.: —x c lim (Pz +]|'C: +Jx = .ﬁ).
Wl - o
L g e [ B R .
b ![m = Resp.: +mx0 :I‘u‘n"[ x4 1 =x x}. Resp.: |
xaix D
Encuentre el limite de la funcidn flx) = 2 six=0® fos puntos: o) x = —1; b x= —0,001;

il ) sl Resp.: a) 1: B) 10°%; ¢} 0; ) 10

81 —1 1
La funcidn fix) = e Pk Jtiene un limite en: a}x:—;; Bx=1: x=1-17?
silex= 3

Siﬂ.t]=i;1—:—: prucb:quc]‘.’::?ﬂx]=—}. Encuenire un valor de & tal gue 0 < |x — 2| < § =

= K ;I < 0,001,

Pruehe que: a) limx=a; b limSx=5 ¢} limx*=8; d) limcos x=1; ¢ lim cosy = cosx,

=8 =1 x==*3 =0 LS
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s L (e x(i+29(0 + 31 (1 + 5 — {1+ 5x)
74. Evalic: a) 1:1&:1] : s i B E'l; e .
= o
el g;m_r, ES::I{?S ¢ ) lim I“%} Resp.: a) by ) 10; o — —é-: d) L-
P el "

75 Evalie: o) lim—8% . pim—2VE g gm 2323
19 —,,jl_-ii i =43 Jax+1 SR B

: -8 +J'E , -
4) i:m u.r—! ) Resp.: a) =2; b 34, o =2 ) 14/
76. Encuenire los limites laterales en x = 0 de la funcion

x+x

fix) == fx # 0)

Resp.: lim fix) = —1|; IT fix) =

]

77. Encuentre los limites lateenles en & = 0 y x = | de la funcion

_'xil six <1

fix) = ] six =0
x sifl < x< |

2 sl=x

Resp.: lim flx) = 1, lim flx) = 0, Iillrj fixl =1, ]irln flx) =12
vl el ® o el ®

78. Si fix) = ";3"—.
[flx)| = 10%,

[x # 0], entonces obviamente lim flx) = oo, Encuentre todos los 2 lales que
Ll ]

79. ;Cudles de los siguientes limites son iguales a o7 (pero no +o0 0 —h

o) lim 20X ) tim 20X ;g i 1BE = g i 5
a+ll Ed a=1 w=d

Resp.: a) y ) igualesa st B) y ¢ igualesa +

80. FEvalie cads uno de los siguientes limites, resolviendo la indeterminacion de la forma 50/

e
i 00SeC aX : L - S s %
al Ill_m11 B fa# 0 b£0); b hm - 1'1:-?1 =
-4 cnlg(——x} b+x—

Resp.! a) bfay B 12, ¢ =1

81, Caleule:

Losenfx—1) r bmil’
a) !I'I;Ill e e B I I?- ¢l Ilmm:x, d) lim cosec x.

Rfsp-.; ay +m;; M o—= o) ko d) =0



CAPITULO Q

Continuidad y discontinuidad

Definicién.  Sea f una funcion R — R y x, un punto de acumulacion de %, ; decimos que fes
continua en x, si, ¥ solamente si, cada una de las siguientes condiciones se verifica:

l. x5 €8, 2 fesconvergente en x;. 3. lim flx) = flx,).

La definicion de continuidad en términos de £ y 6 es: fes continua en x, <> x, € %, y para
todo & = 0 existe un 8, = 8 {e, x) tal que x5 € D,y |x — x5] < &, == |flx) — fixy)| < &

Observe que en la definicion anterior f(x,) desempenia el papel de L en la definicidn de limite.
También la condicién 0 < | x — x| fala porque | fix) — fx,)]| < & automaticamente se verifica
st x = %, Si alguna de las tres condiciones de Ja definicién de continuidad no se verifica se dice
que la funcidn es discontinua,

Ejemplo 4-1. flx) = sen x/x, x # 0, es discontinua en x, = 0 porque f{0) no esti definida. Sin
embargo, sen x/x converge en () y tiene por limite a |.

0s1ix=10

HesiR g discontinua en x,; = 0 porque flx) no es conver-

Efjemplo 4-2. Sea flx) = ’

gente en x, = (.

L

Ejemplo #-3. Sca flx) = =7 ¥ * i discontinua en x, = 3 porque lim flx) = 6,
Ssix=3 s

mientras que fi3) = 5.
J+xsix=s|

Ejemplo 4-4. Sea hix) = 1o xsi| ey Yeamos qué sucede en el punto xo = 1.
M1} = 4, por tanto, se verifica la condicién 1. Ademis Ii:‘r_. hix) = “'31- (3I—x)=4y I@rln hix) =
= lim (3 — x) = 2 Esto prueba que no existe el limite de la funcién en x, = |; por consi-

guiente, no se cumple la condicion 3. Lo cual muestra que la funcién no es continua en x, = 1.

Preservacion de la continuidad

Teorema. Sean fy g funciones R — R continuas en x,. Entonces f + g, fg. 1/g. flg son conti-
nuas en xq excepto que la continuidad no existe para 1y v fg si gixg) = 0.

102



104 CONTIMUIDAD 7 DESCOMTINUIDAD

Demostracion.  Es un corolario inmediato del dlgebra de los limites segin la definicién de
continuidad. Por gjemplo, para mostrar que § 4+ g es conlinua en x; 51y @ son conlinuas en x,,
se debe mostrar que:

l. xg € @i, 2 f+ gconvergeen xo 3. lim (f + g) = flxg) + glxo).

La parte | es verdadera, puesto que de la continuidad de £y g se liene que x, & @,y x, € %,
por lanto, xq € @, " @, = 9, La parte 2 queda verificada por la regla de la suma, del dlgebra
de limites, que dice que la suma de lunciones convergentes &5 convergente en xg. 3. Iijn f+g=

= lint fix) = lim g(x) = fix,) + gixg) La primera igualdad se justifica por la suma de limites
¥ la segunda por la continuidad de f v g.

Tegrema de lo continuidad para funciones compuestas. Sean 'y g dos funciones continuas,
%o €%, ¥ glxy) € % ,; g continua en x, y fcontinua en gix,). Entonces fo g es continua en x,

Demostracedn.  La demostracién es simplemente la del teorema del limite, para funciones
compuestas, segin la definicidn de continuidad.

Ejemplo 4-5. La funcidn flx) = ,/cos 2x + 3 es la compuesta de la cadena de funciones,
x 5 2x 5 cos 2x % cos 2x + 37VEos X + 5. f = fyofyofref,

cada una de las cuales es continua en todo punto de su dominio.

Teoremas fundamentales sobre las funciones continuas

Teorema fundamental. Sea f:[a b] - R.f continua sobre [a, b], entonces #, = |fix):
x & [a, b]} es un intervalo cerrado y acotado. La demostracidn se basa en el axioma de plenitud
de los nameros reales.

Tearema del valor extremo. Sea f:[a b] — R ¥ f continua sobre [a, b]. Entonces existen x'
y x" en [a, b] tales que #, = [fix'), ix")]. es decir, que x & [a, b] = fix') = fix) < fix"),

Demostracion.  Por el eorema fundamental, podemos hacer que [e, d] sea ¢l conjunio de va-
lores de f, con ¢ y d nimeros reales, Entonees fix) € [, d] para wodo x € [a, b]. 8i x" y x” son
las preimigencs de € y d, respectivamente, tenemos que flx) & [fix'), Ax")] para todo x e [a b
{Ves Figs. 4-1 v 4-2

L3 r

& /
\\\&

x 9

x'e
ae

fi[a b)) - [e. d] [=. fix7]
Figura 4-1 Figura 4-1
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Teorema de acoracion. Sea [ [a, b] = R y fcominua sobre [a, b]. Entonces existe un nimero
real positive M tal que #,= [ - M, M), es decir, x £ [a, b] = |fix)]| = M.

Demostracidn.  Aplicando el teorema del valor extremo, hagamos M = max | |fix) |, [Ax")] |
Es decir, M es la distancia del origen al punto exiremo del conjunio de valores que estd mis
alejado del origen (vea Fig 4-3) Entonces [ fix) |[=sM y |fix") | = M portanio, - M < fix) = M
Yy =M < fix") = M. De donde flx') = fix) = fix") = =M = fix) = M.

=5

Figura 4-3

Teorema del valor intermedio. Sea f:[a, 6] =+ R y f continua sobre [a, b] y & & [fx ) fxa)]
con x;, x; € [a, b], Entonces k & @, vy existe ¢ & [x, 23] 0 ¢ e [xg x,] tal que k = fle)
Demostracion.  Suponga que x, < x; Enlonces, por ¢l teorema fundamental, el conjunto de

valores de la restriccion de fa [x,. x,] es un intervalo que contiene a fix, ), fix.) ¥, por tanto,
el punio k entre f{x, )y M) Asi, existe una preimagen c en [x,, x| tal que fic) = k. (Vea Fig 4-4))

Teorema del cero. Sea f:[a, b] =« R v [ continua sobre [a, b] ¥ flayib) = 0. Entonces exisie
r g ]a, B[ 1al que flr) = 0,

Demostracion. 51 fla) y f1b) dificren en signo, entonces fla) < 0 < fib) o fib) =< 0 < fla). Si se
hace que a, 0, b y r desempefien ¢l papel de x, k, x5 ¥ ¢, respectivamenie, en ¢l teorema del valor
intermedio (vea Fig. 4-5), gueda demostrado.

Iy

Sfia)
Sz

fleh =k

fixs)

Figura 4-4 Figura 4.5

Clasificacidon de las discontinuidades. Prolongacién continua

Cuando ecn la definicion de continuidad la condicién 1 no se cumple, es decir, cuando el valor
de la funcidn no existe en ese punto, esio da lugar a discontinuidades, que son de tres tipos.
Algunas discontinuidades se pueden eliminar por medio de un procedimiento adecuado: se
Haman discontinuidades evitables. Otras necesitan un tratamiento especial a causa de gue el
valor funcional no se puede controlar ; estas discontinuidades se llaman poles. Finalmente, existen
otras que no se pueden evitar v se las [lama discontinuidades esenciales. En resumen :
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Definicidn.  Dada una funcion R - R se dice que x; es una discontinuidad de (del tipo: |, dis-
continuidad evitable == [ s convergente en x,; 2, un polo == 1/f converge a 0 en x,; 3, discon-
tnuidad esencial de == x, no &5 ni un polo m una discontinuidad evitable,

- : =1
Ejemplo 4-6. a) & fix) = v

, x e R — |1}, entonces xy = | es una discontinuidad

L -
evitable porque 1 ¢,y lim l' = lim (x+ 1) =2
=] = 2=1
2
B) S fix)= xI—I‘ xcR — {1}, enlonces x5 = | es un polo porgque | ¢ %, ¥y
s ol .t | 0
tn =t =5~ =3 =0

b S fix) = |x|/x, x eR = {0}, entonces x, = 0 es una discontinuidad  esencial
porque 0 ¢ %,y [y 1/f no son convergenies en x, = 0,

Definicién. Dada una funcién f: R —+ R y una discontinuidad evitable x,, se dice que J™ es
una prolongacion continua de [ en x; si, ¥ solamente si,

Mx)ysix e,
lim f 51 x = x,

frx) =

También se dice que la funcidén se ha regularizado,

-
Efemplo 4-7. a) Secaflx) = i—l. xeR—{1}. En x4 =1 existe una discontinuidad,

x* —
X =

Como |f!!‘ll 1' == lirp {x + 1) = 2, entonces en x, = | hay una discontinuidad evitable.

Por tanto, su prolongacion continua esta dada por
xT—1
x

-1
2, x=1]

5

Pm“’ LxeR— {1}

bB) 5i fix) = sen xfx, sabemos que IiT sen x/x = |, entlonces su prolongacidn continua
enx, = 0es
sen x

—— xeR-—{0}
frix)y = i
I, x=0

i i SCN X 1 R - B |
¢l Sea fix) = g x/x. Como !Iflﬂl g xfx = 1|1r:1}{ = C—q;-;) = !ilit——!ll‘: s

= |-} = L. Entonces su prolongacion es
i
\ X xem, (0
1

En términoes de parejas ordenadas, la prolongacion continua f* se obtiene agregando a f la pareja
(%g, lim f)

b s
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PROBLEMAS RESUELTOS

Los sipuientes problemas tienen por objeto demosirar la continuidad de alpunas funciones
empleando la definicion de continuidad en términos de ¢ y &,

Problema 4-1

Demuestre que la funcidn f{x) = mx 4 b es continua en tod) puntode R.

Solucion. 5i = 0, wenemos que |[fAx) — fa)| = |mix — o =1m||x = al = & Entonces |x - a} < ‘lil:l-l
g1 0. En caso de que m sea cero, cualguier namero positivie sirve coma 4, Este cazo 2 pucde incluir en
el caso en que m # 0 omando a 6 = | +£|m f:rl . Estie valor de 4 da |fix) = flal| <=
cuando [x = a| < & Esto muestra gie lo funcion (e continug en o para todo o

i JuE &5 menor gue

Problema 4-1

Sea f{x) = 3x + L. Halle un & gue satisfaga la proposicién |x — 2| <

=& = |(3x + u—?!«r.—l,

2
Solucion. Como, por e problema antenior, la funcidm e comtinus en x = 2 tal & exisie. Ahora,
3x 4+ 1) = 7] = ‘!,!--m-|3x—6|-: ; = 1lx = 2| =< ; ﬁ|x—1|-¢f-%5}‘5tt]!gﬁn-ﬂ‘l=%

Problsma 43 I. Pruebe que la funcidn fix) = 3x + | e conlinua en 1. 2
fix)=xf—3x —descontinvaen x=3y x=2 3 Sic=00l ;qué valor se elige para ase-
gurar gue la funcion sea continua en x = 27

Solucion. 1. Dado coalguier & = 0 elijamos § = |1 S Jx— 1] <& cnlonces lx — 1| = rq .

w e —l|l<ee |Ix-3| <= |3x+ 1) —4| e Portamo, |z — 1| <8 = |(3x+ 1) —d]<p

Esto demuestra que b funcidn es continua en x = |,

2, 5¢ debe mostrar que para cada nimero real positivo £ existe un 8 tal gque [x — 3| = & implic
que Jix? = 3x = 4) = (=4)] <= £ 2= |2 - 3x| = & e |x||x — 3| < & si restringimos los valores de x a
un entorno de radio | alrededor de 3 entonces 2 < x = 4y (x| < 4

8

Para cualguier ¢ elegimos a 8 como el minimo de —- v 1. Asi, st |x — 3] = §, cnlonces [x — 3] < = ¥

4 4
jJx =3l =d|x=3 <eyI=laoxcijlesdrx—3<ceylaeoxcdesd|x-3<oy
] = 4 = |zl |Jx =3 ce o= |2 =3k < o (X = Ax =d = (=4)] < & o lx=3 e 8

= j(xl - -4 - (=4 <&

[(x* =3 —d) = (=6)| < oo [X? = 3x + 2 g oo = 1]ix = 2] <E e 2|5 =2 cesids |
= x — 2| = LT En 2|x — 2| < & remplace 2 por |x — 1. puesto que |x — 1] nunca es mayor gue 2, 51 X

esti en un entorne de radio | alrededor del punto 2, Es decir, | < x < L entonees ) = x - | <= 2

Para un e dado, clijamos un & que sea menor gue ‘2 y I8 lx — 2| < 4 enlonces |5 — 2] < 12
yjx—2leleo2x—2<ceyd — lsx =l 4]l e=dx—2ceyllcx -1 <2 e d|x— 2=t
yilx = 1] = 2 Como |x — 1| = 2, we puede remplazar |[x — || por 2en 2 |x — 2] < ¢, puesto gue este rém-
plazo hace el segundo miembro mds pegqueio. jx—1|Ix =2 < rse |x* =3x+ 2| < fee (57 = 3x —d) —
~{=68)|< & Por lanio, | — 2] <= & = |{x? — Ix — &) — [~6)] <=

3 & = D005 puesto que [x — 2] < 0,005 = |fAx) — 02} < 00]. Verificacion: sea x = 2004, ¢n-
tonces [2004 — 2| < 0005y [(Z004)° — 32004) — 4 — (=6} = (N0 I6) < 001

Problema 4-4

Pruebe que: &) fix) = x? — x — 12 es conlinua en x; = 5.

ﬂ —_
b) fix) = x—;:L—iTE es continua en x;, = 3.
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Solucién. a) Pammdqa:lijk.itmin*l |E (gpor qué? Si lx — S| <d=|x 5|5 |x— 5 <1 =
e 0z =5<cy S—l<x<S+l=ilx—5<zy B<x+4=<10 < 100z-5<¢y¥

!1+4|'¢|ﬂ=‘1#+4l|:—$|c¢¢tx’—:—Nl{:ﬁl{.ﬁ—x—th—EI:::. T e e T
= |ix! = x = 12)= ] <&
b Como x—x_'.:h%:i—-gl*::ﬁ|x—3-|=:2l}4:sjrr+21}4 Pama cade ¢ dado, clijamos
d=min {2021}, 8 |x -3 <d = |x -3 <Weylx -3 < | = m}ldl.}]—f-:.t{31-|
| = 3| jx — 3| 3
BETT {:ydcr+2{ﬁh—sl¢ {:y|:+2|}4=~55:+1|{r-=-
S¢ 4 15 — 6x — 12 e+ 3 & (x + 3)ix - 2} [
5ix + 3 J': ;+2'5I'°: ;x+zu~;—2;'5|'“'“'
ex=6- 6] X 4x—-6 6
o e, e s 7 s —774_‘?|‘“'

lFruMEMl e Estudie la continuidad de la funcion parte entera de x; fix) = [x].

Solucidn. Hay dos casos que considerar: [, x, = a1 un enlero, ¥ 2, x, ho & entéro. En ¢l primer caso,
Mg =ny flag) =n — | pama x < x5 |x — x5] < 1; fix) = n pama x = x, |x — x3] < 1. Por tanto, no
imporia lo pequefio que sea §, existen valores de x a una distancia § de x, para los cuales [fxg) — flx)] = |
¥ b condicidn de continudad no se verifica & £ < | Enlonces f no o5 continua en x, = un entero. Pam el
segundo caso, x; no s entero, sea n = [x,] entonces # < xp < 5 + | ¥ los dos nimeros &, = x, —

= [ + 1} — %, son positivos. Sea 5 = min {8, &,) = mini{x, — [x;]. [xy] + | = %) Entonces § > 0
¥ 8 |x — x4] < & entonces x esth también entre [xq] ¥ [%; + 1]; por tante, flx) = [x] = [xa] = fixg) ¥
[fxh — fixg)l = 0. Lo cusl muestra que la funcidn es continua pars todo x, # de un enlero, porgue para
cualquier x, ¥ ¢ = Oes d > 0al que |fix) — fixg)l = 0 < & cuando [x — x40 < 8

Problema 4-& La funcién f{x) = 1 si xes fuc:c._nal
0 51 x es rracional

. Muestre gue es discontinua en
todo punto.

Solucién. Suponga gue [ tiene un limite ¢ en x, Si se elige & = % s puede hallar 4 1al que

ﬂflx—x{.]qdnm:}-ﬂ-:?l.

El entorno 0 = [x — x,| < § contiene un punto racional x, ¥ un punio irracional x; jen realidad infi-
nitos). Entonces

Lﬂ:.}-cl-ll-rlu:%-

= ]

4|

Wiz} = €] = |0 e|-q;;- =l mctel (1 =el 4 lel <+ 4

Como esto & impasible, fixh no tiene limite en ningin punto x,; por fanio, no cs continua en nimgen punia,

Problema 4-7 ; i ; ; 0 si x es irracional
Estudie la comtinuidad de la funcidn fix) = 1/ 6 = e racigaal.

Solucién. Porejempla, fi0) = fi1) = 1, {12} = f1%2) = /2 cte. Si xes un nimero racional y fixg) = 1y,
entonces £ = 125 &5 un numero posilivo para el cuil no existe & correspondiente, porque hay valores rra-
cionales de x arbitranamenie cercinos a g Esto muestra gue la funcién no s conlinua para valores racionabes,
5i xp, es irracional, entonces fix,) = 0,y 31 £ > 0, la condicion [{x) — fixghl < £ se convierte en [fx)| < (1)

Esta desiguatdad (1) es valida para todos los valores irracionales de x, porgue Mr,) = 0 5i x o2 el nimero
racional pfq. entonces (1) equivale a ljg =c o g > 1/c(2)
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La desigualdad (2} se verifica cuando g s lo suficientemente grande. ;Se puede hallar & > 0 para que g
cea grande cuande x esié a una distancia & de 2,7 S5 de la siguiente manera : Considere los enteros positivos
L 2, ..., [1/e] (3} que no satisfacen a (2} [Si por casualidad ¢ & dado es mayor que 1, elimine 1a lista (3) ¥ tome
8 = 1, porque (1) s verificara para todo x.] Hay un niimero finito de enteros en fa lista (3). $i g es uno cual-
quiers de Estod, quedan g posibilidades para que p satisfaga a x, — 12 < plg < x, + 1/ Asl, si résirin-
gimos lo dicho 2 un enforno de radio 1,2 alrededor de x,, 5 halla un nimero flinito (2 lo mas 1° con 7 = (1]
de nimeros racionales p/y cuyes denominadores no verifican la desigualdad (2). $i representamos esios no-
meros racionales por P fa e TN S 80 = fxg = Pyl l%e = Pal, .o |20 — el (4) 500 10dos positivos,
porque los r, son racionales ¥ x; irracional. $ea § ¢f minimo de estos ndmeros (43 Entonces 6 = 0 y cualgquier
nimera racional p/y que estéa una distancia menor que & de x, o puede tener uh denominador en I lista {3);
por tanlo,

¥ irracional, o

b=l <0 =1 \ racional playg = e = [fix) — flxghl = {}} =«

Esto demuestra que la funcién es continoa en tedo punto racional x,,

Problema 4-8 Muesire que sen x/x = 1/2, para algin valor de x entre 0 v .
sen 5 }.. o :? ; - .
Solucién. Como - = =i B <3 aplicando ¢ teorema del valor intermedin,
2 6 ' &

s¢ sabe que por la continuidad de sen x/x sobre : --'%E-] que Sen ¢jc = TI, para algin xe [-:—, %] In-

luitivamente, esto quiere decir que una recta horizontal por ._‘:: sobre el eje de las Y corta ef grafo de sen /v

1 "
en un punio por encima del intervalo [-i- '3 ]

Problema 4-9

Muestre que x* = a tiene una solucion si a = 1.

Solucidn. Sea flx) = « Entonces fil) = | y flu) = @* Sia = |, entonces a® = a = |; por tinio. segin
el teorernn del valor intermedio, para alghn c e [1, @] sc tiene que flc) = a, es decir, ¢ = a

Problema 4-10 Halle los enteros positivos que son extremos superiorss e inferiores
para los ceros de fix) = x* — 3x — 1.

Solucién. Como fil-2) = -3 (=1} =1, fll) = =1, fll) = —3 ¥ f12) = 1, por el teorema del cero,
las raices de festan en los intervalos -2 —1[, 1= 1,00 ¥ 11, 2[, puesto que f es continua v {—24i —1) =
< 0, f1- 1Jfi0) < 0 y f112) < 0.

Problema 4-11

Muestre que /2 existe.

Solucion. Sea fix) = x* —2, que & continua sobre B Como 12 = (—11{2) < 0, se sabe, por el
tearema del curo, que existe por lo menos un r e]l, 2 wl que fir) = ' = 2 = 0 Como r > 0y satisface b
ecuacion r* —2, se tienen que r =, /2,

Problema 4-12

Muestre que el grafo de fix) = x corta el grafo de sen 2x — x en el

i " 0w
rvalo — g —.
intervialo i

. ] . n 1 n
Solucién. Seu gix) = sen 2x — .:,Entunma(-a) g(i] = (I - —4-}(3'1—— ~3-] = 0 por tanta,

para algon r &] %,—:[wti:mqucsmlr —r=0esdecir, scen 2r = r.
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Problema 413 Si fix) satisface la ecuacion funcional fix + ¥) = fix) + f(y), para
todos los valores de x v v, halle los valores de [(x) para los valores racionales de x y demuestre
gue si fix) es continua, entonces flx) = cx, ¢ una constante,

Solucién. Pam cualquier namero natural m floh = fle — 1) + f11) = fIn — 20 + A1 = ... = wfil)
Ademis, como fI0) = f0) + f0), s tene que fi0) = 0; entonces de A0) = fin) + f—n) 2 béne [{-n) =
= —finj = —mil}L

Finalmenie, para todo nimero racional f = pfg, gfip/g) = fg - pig) = fApl = pAl) Esio demuesira
que f s una funcidn lineal sobre los nimeros racionales, (fr) = ar con g = A1),

51 f es continua, se sigue que fix) = av para todo x, pues la diferencin [f{x) — ar| s puede hacer tan pe-
quefia como sz guiera, tomando r lo sulicieniemente coreanc & x

Problema 4-14 a)  Siflx) = =% halle un & que dependa de x,, tal que [fix) - fixg)| =&
cuando |x = x4| = §; b) haga lo mismo s f{x) es el polinomio fix) = ax" + ... + a; % + dy

Solucion. |x" — x5 =[x = %ol 18 "4 00" 3% o+ 23 M= S e xe® P L+ Elija a
4 = | de tal manem que |x| = |xg| + |, emonces 2"~ x3f < R | e = | B |mal® 4 ..} =
= 50l 4+ 1P #ilxg] + 17 o |2 = 25] < dnfl + [xslnT?

Basta elegir a & - com &= |

i I
FENES AL

By fTx) = fixgll = ade® — o)+ a 02" = x4 ] < e |27 = sG] 4 eyl I;’ — Xpl-
Por el resultado anterior concluimos que |70 — flxgdl < A& {nllxg) + 1P+ = Tiagl + 107 + )
siendo A ¢l miximo de los ja i, r = |, 2, .... n. Por tanto,

W) = fxgdl < 8 [ndlag| #1001 milag 4 10 o)

Basta tomar & = — @ & = | que es mits pegueio.

i;
Anf{za] + 11"

Problema 4-15
ticne signo constante.

Si fix} = x* 4 x, determine los intervalos sobre los cuales la funcidn

Solucion. Como fixh = xix & 1)L entonees fix) =04 x =0 o x = =1 Como ¢ polinemio, es una

funcién continus. Entonees [ es de signo constante en los intervalos: 1— oo 1L 1= LAO[ ¥ J0. 4 = [. Como
1 |

2=, =~ [y /==L fixp>0six e |==.1[. Comn — —i €] -1.0[¥f 5| = — g cntonces

fixh < Dsix e ]- LOLComa | &0, + [y f1) = 2 fix) = 0ax e J0, o[, Esto s resume en la siguienie
tabla:

X i -1 0 +-IC

Ax) + 00— 0+

Problema 4-16

Demuestre que si la funcion f(x) e conlinua y no negativa en el

intervalo Ja, b[ la funcidn Fix) = ./f{x) es también continua en este intervalo.

Solucidn. Es continua porgue todo panto x, del intervalo Ja, B[
4l %, £ porgue Flag) = g Mg existe por ser fix) continua en iodo punto de Ja, 5] ¥ positivo,
bl lim Fix) = fim \-",I']?r = ._-"ITn-L.I‘iI?I = fix,} existe ya gue lim flx) existe por ser fix} continus en Ja, B[
(Brobleme 4-305 3.5 positive s Saist 2 el
e lim Fix) = lim Jflx) = Jlim fix) = Jflxo) = Fixol
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=
[meem‘ 17 Una funcién estd dada por las formulas fix) = T -3
Ax =2
iCémo debe elegirse el valor de la funcién A = f(2) para que la funcién f{x) sea continua cuando
= 27 Construya el grafo de la funcion y = fix).
Solucién. Scelige d = |in;_,|"[.'-tl lim {—; - J:m ix+2) =4,

E L

J X gt 2

A = 4 =zeria la exiension continuy de fxjen x = 2

Y4

Figura 4-6

Problema l'_II!] El segundo miembro de la jgualdad fix) = | — x sen i_- carece de

sentido cuande x = 0. (Como elegir ¢l valor de f{0) para que la funcién fix) sea continua en
este punto?

Solucion. Se elige 01 = lim (1 — X 5N I ) = lim 1 = lim x s¢n L 1.
L] X ] =0 X

Problems 449 La funcién f{x} es indeterminada en el punto x = 0. Determine f{0)
de 1al forma que f(x) sca continua en este punto:
i+ = rpe Inlrl+x]_—]n[i—x]"

ay fix) = 2 {nes un nimero natural). b =
¢l fix) = x* sen —1-.
x win — 1] ——
I'Il-x]'"' I'F'FLI{-T R N
soll.ll:iﬁl'l. H‘] ﬂﬂ} - fpy——T T im—x— =
r+0 a0 x
= limn + lﬂﬂll__lj T4+ anm,
el
2y ij= i
B O = tim D= BA 20 gy, 11 ) - It lim (1 gl tx -1) i
w=i X el | = x
1 = tim 525 tm 2
= |olim |1 + —) = |nlim [(I +——— ] = ln & = Ine" -
Fal we I =x
wlne* =2ne=2
ol A0y = lim x? sen L =10,
B0 x
Sea gix) = —x%, flx) = x:p:u?'yﬂx}u ¥t xt x:sm—l— = x%, ynque =1 '_-‘;Etn% = | pam

cualquier x. La funcidn f{x) en sandwich entre las funciones olx) ¥ hix) convergentes en 0 con limite 0, &5 con-

vergenie en O con limite 0.
Nota. Cada una de kas tres funciones unteriores tiene en x, = 0 una discontinuidad evitable vi que Jmlﬁ.t

exisle para cada una de ellas.
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Problema 4-20

Averigiic si son continuas las funciones siguientes:

& T -1 T
a) y=- x—f' b) F=A%_+_x4__ ] }-z.sen-;v. dl v = In{cos x}.

X X
i

1.
) y=arcig—. N oy="N g y=

gix <3
24 lsix >3

4 4 . .
Solucion. a} Mo, porque pam x, = 2 y = P e sl Tl N esth definida I funciém, loege
xg =2 § .y no se cumple la primens condicién de continuidad.

%y = 2 ev umn discontinuidad polo de y, ya que

] e ey iy T o)
L e
E fT+2-3 0 i - 4
i Mo, porque para x; = 2 la funcién y = o —-— oo estd definida y asd x, = 2 ¢
Fara x, = =2 la funcibn y = "ﬂq____zq-j- = "ISD-J w o no cstd definida ¥ asi xp = —2 § &5

gy = 2 e ung discontinuidad evitable de y porgue

.,ﬂ-'-x—]_ﬂlimhf'?+.ta-3_\."'.!+x-l-3- im T4 x-9

El: e !l:.; xi—4 P | Jﬁ:; - w7 + x T
e x—2 i N
- RE+DETHa+) a2 x+ DT+ +3) A
xp = —3 s una discontinuidad defectuoss polo de y, ya que
lim 2 = lim — LT, S S i

ssr 4 e T x=3 5-13

e} Mo, porque para x, = 0l la funcién no esta definida y, por tanto, x, = 0 ¢, ¥ la primera cond:-
cion de continuidad no se verifica. x, = 0 s una discontnuidad polo de y, ya que

fim L = lim — - i e B o i e . O
a0 ¥ aen SEOEX L WXSENEX . T oSO R/
nix:

d) Mo, porque para todos los xp =2Zkn + 82 k=0, £, £2...0 ¥y = In [cos (k= + =2)] =
=In0 = —co ka funcién no esth definida ¥ x, ¢ 2. no verifichndose la primera condicidn. x, = 2kn 4 n2
s¢ denomina punio de discontinuidad infinita.

€] No, porque;
. | | "
!rf;'lI are g x—nnml;gElm = are g+ 3r o
I'm1|'|-l are Ii.m'—nrcl: —-:l:——“
o Benalh T T < g ST

y asi lim arc ig -i— no cxiste; por tanto, v es discontinua en x, = 0, pues no se cumple |a segunda condicidn
a0
de continuidad.

i i
1 Mo, porque para x; = = | o funcion no estd definida y = ¢ ' = " = ¢*

primera condicibn, es dear, x, « <1 ¢ &
g) Mo, porque no se cumple la segunda condicion en x, = 3.
him flx} =9« lim fi7) =7
=1

=]

= x.. Mo s cumple la
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Problema 4-21

g1 )
P = ——— :I-u_ = »
@yl By = lim (xar g nx)
.
L = T () Ly
foleckin. W el Mo Worre TRt
; " I ; I 1
fmy = lin By oprees lmprgeeried

¥ asi im ¥ no existe ¥ no se cumple la segundz condicion, (Vea Fig 4-7)
L |

#}  Es continua, porque para todo x, ¢ R
L x>0 y = lim xgarc 1g neg = xg are ig (+ ) = %, -;—.
o=a
X <0 ¥ = fim x, arc Ig nxy = xgarcig{—x) = x, (- _’:)

gm0 p = limO-arcign -0 =00=10

Hm

Por tanto, x, e %,

L lim p = lim lim xarc g nx = x, arc 1p=

113

Averigile si son continuas y construya el grafo de las siguientes lunciones:

Lt 1Y Nax, Ll ]
= Xgl+ =/2, 0).
lim y = lim lim x arc tg ax = x, ; = fixgh xg = 0,
it MR ——
lim y = lim lim XA g Ay = x, (- j_Tf) ::_IIF-I',;-'"L Xg < i}
(1™ B+ g @ =
lim y = lim lim x arc tgnx = 0 = f{xg), Xy =,
Ty Ty E
{Vea Fig. 4-8)
¥
A . |
remrre
+
£
F _— -
[} ; i(H o
Figura 4.7

] Problema. 4-22

Figura 4-8

Demuestre que la ecuacidn x* — 3x + | = 0 tiene una rair real en el

intervalo ]1,2[. Calcule aproximadamente esta raiz.

Solucién. Sea y = x°

=3+ 1 =fx)

M=1-34+1=—1
M) =8—-6+1=3

Por ser la luncidn continua en o intervalo {1. 2] y porque fi1}- 12) < 0, por el 1eorema de los ceros s
concluye que hay un punte ¢ ¢ ]1, 2 tal que fle) = fosea y = ¢ — 3¢ 4 | = 0,
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= |41

o I € F

Figura 4-9

[Fr oblema 4-13—| Demuestre que cualquier polinomio F{x) de grado impar tiene por
o menos una raiz real.

Solucién. Sea Plx) = apx® + a2 '+ ... + a4, n impar.

=0sigg=>=0
<0 siag,<0 %% >0ymuy grande, pues a,xj absorberd

todos los (érmines negativos o posilivos con exponente < .

Plxp) = ngxl + a0 V4 o 4+ ay

= | =Osia; >0
Pl—2p) = agl=xo)" + g —2)""" + .. o, = —oxl +axd L+, r:.-usi:: -1

pues si x, o5 muy grande, — ) absorberd todos los trmines positives o negativos {segin ¢l caso) con CApo-
nente < Agi, on cualguier caso, Plxg) Pl —x.) < 0 v, por ¢ teorema de los ceros, habra por lo menos un
© &{—xy xq) tal que Pic) = 0.

| Problema 4-24 ; _ ;
Dado el teorema, s f ¥ g son continuas en x, también lo son las
funciones f + g, fy, ¥ ¢l corolario: s f,, ....f, son todas continuas en x, ftambién lo son

7 (e e B B el
Pruche: el polinomio P{x) de grado m, esto es, una funcion de la forma

Plx) = ay + apx 4 ... + @ x™ b 4 ax™(a, = 0)

con m eniero no negativo y cocficienies reales, es funcion continua en todo punto x,.

Solucién. Debidoa que Ia funcidn fix) = x es obviamente conlinua en cads punto x,, s sigue del teorema
y corolario que o mismo 6 verdad para Pix).

Problema 4-25 | Establezca la tercers condicién de continuidad lim f(x) = f{x) en

términos de los incrementos Ax y Ay = Afix).
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Solucién. Dada una funcidn y = fix), supongamos gue la variable independiente x s varia de un valor
original x, a un nueve valor x,. La cantidad Ax = x, — =, se llama ¢l «incremento de bt variable indepen-
dicnte xo. Agui Ax no debe tomarse como el producto de los simbolos A y x, sino como una sola entidad sz
lee wdelta o) Sean yy = flxg) ¥ 3y = flx;) los valores de la variable dependiente correspondientes & Xp ¥ Xy
La cantidad Ay = y, — yy s lama sincremento de Ja variable dependiente . Andlogamente, 1a cantidad
Al = Aflsa) = fixy) = flxg) = flxg + Ax) = flxg) se llama wincremento de la funcidén [ {en x,m. Obviamente
Ay y Af son iguales, pero una notacién indica el simbolo usado para la variable dependiente, micntras la oira
indica cf simhalo usado 4 menudo para la funcidén o creglas que asocia v a x,

En 2 notacion con incrementos, b tercera condicion se indicaria en cualquiera de las siguientes mangras:

] 1"‘5; Mxy + Ax) = flxg)
ik lim Af=10
() lim Ay = O

=1

Porque: sea x = x; + Av y asi cuando x - xhe — Oy

lim flx) = {im_.ﬂ Yo + Ax) = fixg) {a)
im flxg + Ax) = fixgd == lim [Jlx, + Ax) — fixgl] = 0 == [im Af =0 b
L] LT ] Nuoul
<= lim Ay = 0 [[5]
Avaih

Problema 4-26
tervalo [0, 2]?

iSon continuas las siguientes funciones en cada punto del in-

2x silsx=<1 x? sidlsx<|

Sl = dowsllesesy M Yo Lmy o

Solucidn. fIx)na, poryue pars x, = | no se cumple ln sepunda condicién,

]j!|n' fix] = |I'I:|![2 = xl= 1]

== lim fix) no exise,

]il:'l fMx] = lim 2x =7 i1

gon v+l
gixh es continua en todo punto x, & [0,2]:
al ¥ig e[0.2] fxgd es real B} Vi, e[02] lim fix) = fixg) existe. ¢) lim fla) = fixa)
Asipara x, = I, a) fil)= 1

bl lim fix) = Hmi? — x) = |

4] pal == lim ﬂ1j=]

I"|n fx) = lim x* = | x=)
i

w=]
¢l Jmi fix) = fil) = |

Problema 4-27

51 f ¥ g son ambas discontinuas en x,,. jocurre lo mismo con el pro-
ducto fg? (Qué pasa si fes continua y g discontinua en x,7

Solucion. 5[y g son discontinuas en x,, f& pucde ser continui. Por cjempto, la funcion flx) = v & x es

racional, fix) = —xsixes irmcional y e discontinua en cualquier punto x, = 0, pero su cusdrado es continw

&N X Por supuesto, ef producto fig de dos funciones discontinuas puede ser discontinug (,:ﬁ = 0, flx) = gix) =
1

= YJ 5i fos continua y g discontinus en x, entonces fy puede ser continua (m Xg = 0, fix) = x, gix) =

= gen -x) o dicontinua (cﬁ Xg =0, fix) = x, glx) = 1__'!}
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Problema 4-18

. R
—2snxsix = -5

5 n n
Jix) = Asmx+Bsn—-i-f-:x{T

CcOExX8ix = .
1 X —
2

Elija los nameros A y B de manera que f(x) sea continua en lodas paries.

Solucidn. Deke cumpl.rs.: l1.'m fix) = I::m Asenx 4+ B= hm fix) = iu:n —2sma=m2=f (— E)
T l"! = J :‘

Astn{ 4+ B=12 (1

O sedl,

ylim fix) = lim Asenx + B = lim fix) = limcos x = f (-;] w 0, o sea,
L] ]

x
= | e g ]

Lid

Asn= + =10 2)

Lo

ny rl

B=2

=1

[ Problema 4-19 Investigue la continuidad de las funciones compuestas [« g y g = f donde

lsix =1
flx) = Osix=10 ¥ gix) = 1 + x%
—lax=<0

Selucion. glx)es continua en todo punio x, € Ry f s continua en todo puntoe gixg), ¥ sl =4 o continua
en l.odox.n E R: lim fix) no existe y fix) no es continua en el punto x, = 0, y asi g o f no serd conlinua &n
= 0. =0

Recuerde que (= gkx) = fTgtx)] ¥ lim (e ghx) = f |lim rim]

Problema 4-30

a) Investigue la continuidad de la funcién f{x) = lim cos™x.

b} Encuentre el incremento Ax de la variable independiente y el correspondiente incre-
mento Ay de la funcidn y = 1/x* si x s¢ varia de 0,01 a 0,001,

Solucién. &) [1x) tiene una discontinuidad en cadn punto x = min = 0, £1, +2 ...} porque

fix) 0 s x # nan

Il 51 x=nn
B Ax = 0001 — 001 = 0,009,
. I I
5 ox = 001, F_?=m._ﬂﬁ1 = uﬁi_=!um
i x = sk = _d__—
Siox = 0,001, ¥ i = ) = 1000 000

Ay o= 1000000 — 10000 = 9590 000
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Problema 431 | |  .lice todos los puntos de discontinuidad para cada una de las

siguientes funciones. Bosqueje el grafo de cada funcion

. —1 si |x| =1
al fix) = ?._._4' by fix)= ++1 5!' x| =1
08 x= <41
Solucion. al +2 son punios de discontinuidad, ya que f{+2) = 4—“12_; = o, o5 decir, xp = 3 5,
{Vea Fig. 4-10.)
Y
o
o =3 =2 "Jr
_— +.| —_—
Figura 4-10
—_—— %=X
-1 L] +1
o |
—1 s x| =1 _
B fis { +1sijxps 1 108 Punlos de discontinndad
0six =1 *zl
{Vea Fig. 4-11)
Figura 4-11

Problema 4-32 iPara cudles de las siguientes funciones [ hay una luncion continua F
con dominio R 1al que Fix) = /™(x) para todo x en ¢l dominio de 7
Flx) = *(x)

I —
a) fix) = ’; _-; . b fix) = ’I::_I ¢l fix) = 0, x irracional.

P tacional reducido a su minima CXPTESION.

i
d) flx) -

- . a
Soluclén. o) fix) = 2= =Dl 2} _ .\ oy timfn) =timix+ =4
x —2 X = j a3 ®=3
Fix) = x + 2 para todo x,
| x|

B} Ninguna F, porgue lim — no eaisie.
-0 %

¢) Fix} = 0 para toda x.
d}  Minguna F, porgue Fla) deberia ser 0 pars o irracional, y entonces F no és continua en o s1a es racionisl.
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Problema 4-33 a) Suponga que [ es una funcidén que satisface |fix)| < |x| para
todo x. Muestre que fes continua en (. (Observe que f{0) debe ser igual 2 0.)

b) D% un ecjemplo de una funcién [ 1al gue no cs continua en cualguier a # 0.
c) Supongnqimg&smminua enlygl0) = O,y [fix)] = |gix)|. Pruche que fes continua en 0,

Solucion. a) Claramente lim i) = 0, porque (b < & = [fik = Ji0)] = [T < 6.
b=1
b} Sea fix) = 0 para x irracional, ¥ flx) = x para x racional.

c) Observe que [T0) = [@0)] = O, asi que A0) = (. Dehido a que g e continun en O, para cada ¢ = 0
hay un & = 0 waf que |gih] — l0)] = |gih)] < ¢ para |k] < & Luego s | < & catonces k) — )] =
= [fidl = | @it} =< & Y, por tanto, lim fk) = 0 = G0}

=0

Probl : - . -
rohisa N3y Dé un gjemplo de una funcién f tal que § no sea continea eén ningin
punito, pero gque |f] sca continua en cualguier punto,

Solucidén. Sea fix) = | para x racional, y fix) = — 1 para x irracional,
[fix) = | para x racional o irracional.

Problema 4-35 : i v 2
Para cada niumero a, encuentre una funcidn que sea continua en a,
pero gue no lo sea en cualguier otro punto,

Solucién. Sea fix) = a para x irracional, y flx) = x para x racional.

P

a 'l

L]

\

B

Figura 4-12

Problema 4-36 | . a) Encuentre una funcidn f que sea discontinua en I,
pere continua en lodos los otros puntos,

1
R

by Encuentre una funcidn [que sea discontinua en |, Lt

3 ._: s+ ¥ &0 0, pero contlinua en
todos los olros puntos.

D, x=0 -1, x =0
LS X

| |
Solucidn. a) Sea (definids ssi: flx) = [r-[-" <k¥sbk o osa fin= [‘rl"“ <x=1

| 2 x>0 | 2, x =]

1 |
Newrar. [i] = parle entera de e
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Problema 4'“] * Suponga que f satisface fix + ¥) = fix) + fiyh ¥y que [ es continua
en 0, Pruebe que fes continua en @ para todo o

Solucion. Observe gue flx + 0) = fix) + G0} v por tanto, fih = 0 Ahom him fo o &) < fla) =
P
= lim fla) + ik} — fMa) = lim fil) = lim fil) = i) = 0, porque §es continui en (0
el ke a0

Problema 4381 ., a) Suponga gue [ no es conlinua en a Prucbe que para algon
ndmero & = 0 hay nimere . x arbitrariamente proximos a a con |fix) — fla)| = & HNustre gra-
ficamente.

b) Concluya que para algin nimero & > 0 o hay nbmeros x arbitrariamente proximos
a a con fix) < fla) — & o hay nimeros x arbitrariamente préximos a a con fix) > fla) + &

Solucidn. ) FEs justamente otra forma de dar la definicion: Si b condicion no se cumpliesa, entoncos
para cida £ > O tendriamos [Ax) — fla)| = £ = X pera fodo x suficientemente prodimo 2 a. esto o5 pard
todo x qgue satisfice |x — a| < & parh algon & > 0, 55 esta fuers verdad pars 1odo £ entonces 1 serii con-
lina en o

[ 3
i t¥
figl + el — T, bl
f[]ﬂl— #
T o e s s . g S
-
1 -
(1] [¥]
Figura 4-13

b} S ninguna de estas condiciones se cumplicra, entonces para cady ¢ = 0 habria &, 8, = 0 wales que
Nzl flu) —z para |x —u| =4, v fx)< fl) + & parx |2 — afl=5; 8 j2 — o] <5 = min (&, &L
entonees fla) — ¢ = fix) = fla) + & v asi Yx] — flo)] = & Debido a que esto seria verdad par todo ¢ > 0,
se seguiria que fes conunua on o

Problema 4-39 | a) Pruebe que si fes continua en a, también lo cs |f].
b} Pruehe que si fv g son continuas, entonces max (f g) ¥ min (£, g} también lo son.

¢} Pruebe que cada funcidn continua | puede escribirse (= ¢ — h, donde g ¥ & son ne-
galivas y continuas,

Solucidn. o) lim ] (x) = [lim fx)]. por ¢l Problema 3-124 {limitesh.
w [fTap| = [ (e
B} Se sigue de ln parie a), porgue
max {f, gh = 25 Hi_jtf-_ul

min [, g = f+a —?L.I" = {vea Problema 3.124, limites)

el Seag = max ([ 0)yh = —min {f O}
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Problema 4-40

a} Pruebe gue si f es continua en [ y lim g{x) = |, entonces
lim f[g(x)] = f{f). (Se puede ir directamente a la definicién, pero es mas facil considerar la
Fl:r:l:ifn'l. G con Gix) = gix) para x # a, ¥ Gla) = L)

b} Muestre que si no se asume la continuidad de fen I, entonces no es generalmente verdad
que lim f[g(x)] = f [!fm y{x}]~

Mote, Pruebe fix) = 0 para x # Ly I = L

Solucién. a) Obviamenie G es continua en a, porque (a) = [ = lim @lx) = lim Gix} Por tanto, fo
A r=a
&5 Contin en o por ¢l teorema que dice: 5i g es contineg en o v Fes continua en gla), entonces o g ¢ continug
en o (Continuidad de funciones compuestas) Por tanio,
A0 = [TGla)] = (fo G){a) = lim (f o G) (%) = lim [Tax)]
_ra |
Oox el

bl Seagl)=itx—ayfixy=§ "0 "

Entonces lim gix) = {, y asi /|lim mxl] = fil} = L;pero gix} # | para & # a4 y asl lim fTgix}] = lim 0=0
Pl aTa

Problema 4-41 J * a) Pruebe que si f es continua sobre [a, b], entonces hay una
funcién g que es continua sobre R, y que satisface g(x) = f{x) para todo x en [a, B].

Nota,  Debulo a gue se tienen muchas aliernativas, pruehe haciendo g constanie sobre ]— a0, @] v [ = [
b)  Dé un ejemplo para mostrar que esta proposicion es falsa si [a, b] se remplaza por Ja, b[.

Solucién. a) Debidoa que fes continua sobre [a, i), los limites lim fie) v lim fif) existen. Sea
=" [
lim fl1), x < a

glxl={ fixha=zsx=bh
lim fley, &= x
(=]
by Sea flx) = 1ix — &) :

[ Problema 4-42 I * a) Suponga que g ¥ b son continuas en @ ¥ que gla) = hial flx) es
glx)s1x = ayes hix) 5 x < a Pruche que [ es continua en a.

b} Suponga que g es continua sobre [a,b] ¥ h es comtinua sobre [b, c] v gib) = hib) Sea
Sx) = glx) para x en [a,b] ¥ f(x) = h(x) para x en [b, c]. Muestre que fes continua sobre [a.c]

Solucién. 4} El limite lim fla + 1) existe ¥ cs igual a fla) = gia) = Ma), porque
p=i
lim fla 4 ) = lim gla + ) = gla),
pull® i
lim fla + £} = lim ha + ¢) = hia).
= p=i”

B} fescontinua en b por gl ¥ en cualquier x # b en [, ¢], porque f concuerda con g o con b sobre algin
intervalo alrededor de v

Problema 4-43

* Si lim fix) existe, pero es # fla), entonces se dice que [ tiene una

- - b
discontinuidad evitable en a.
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a) Si f{x) = sen l/x para x 0 y fi0) = 1, itiene f una discontinuidad evitable en 7
£Qué ocurre si f(x) = sen’l/x para x # 0y f(0) = 1?

b} Suponga que f tiene una discontinuidad evitable en a Sea g(x) = f(x) para x # a y
gea gix) = lim fix) Pruche que g es continua en a.

¢) Sea fix) = 0 si x es irracional, y sea f(p/q) = 1/g si p/g esta reducida a su minima ex-
presion, (Cudl es la funcién g definida por gix) = lim fiy)?
g
d) Sea funa funcidén con la propiedad de que cada punto de discontinuidad es una dis-
continuidad evitable. Esto significa que lim f(y) existe para todo x, pero [ puede ser discontinua
¥ -

en algunos nimeros x. Defina g(x} = lim f{y}). Pruebe que g es continua.
¥R

Solucién. a) Noen el primer caso (ves el Problema 3-581 Si en el sepundo,
B) Tenemos lim g{x) = lim f{x}, porque gix) = fix} pam x @ a = gal, por defimcion de gla)
c] glx}= n]::i':ll‘lﬂ md-nxw-
dy Pargue gla) - Iun _ﬂ_].-], por definicidn, se sigue que para cualquier & > 0 hay un & > 0 1al que
L¥d — gla}l < & para |.-+ - nl < & Esto significa que
dea) — e < f{y) < gla) + £
pars ¢ — a| < § Luego si jx — a| < 4, tenemos

wla) — = lim fiy) = gla) + &

que muestra gque | glx) — @a) | = e pama todo x gue satisface [x — af = §. Luego g e continug en a.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Demuestre que b funcidn y = +¥ & continua para cualguier valor del argumento x.
1, Demustre gue la funcidn racional

x4y xt g + a,
g Bt ...+'b.

s continui para lodos los valores de x, a excepcion de aquellos que anulan o denominadar.

Rix) =

3. LaRunsbofo warsig x_i_z carece de sentido cuando x = 2. ;Puede clegirse ol valor de 2) de tal

forma que la funcidn completada sea continua cuando « = 27 Resp.: No

4. La funcion flx) es indeterminada en o punto x = 0. Determine f10) de tal forma gue fx) sea continua
€N esle Punlo 81

| — cosx

@ fx) = — RE’P Jﬂu:' = T
B fix) = —;"—', Resp.: fl0) = 2
¢l fix) = x cotg x. Resp.: fl0) = 1

5. Averigiic si son continuas las sigumenies funciones:

3
dal y= I! ‘:_]i Resp.: @) x = —|, discontinuidad evitable.

b) y==

T Resp,: Bl x = 0, discontinuidad esencial,
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11.
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" - Rexp.: &) x = 0, discontinuidad evitable,

¥ Enx x =kmik = +1. +2...4 puntos de discontinuidad

afinita (palo),
x Resp.: d) s=kntk =0, %1, £2..),
d) y=njtg uf!' de discontinuidad polo (o infima)
1
& ywme ¥, Resp.: e x = 0, punto de discontinuidad evitable.
N y= —I—,— Resp.: i x = |, punto de discontinuidad esencial.
1+ &'
¥

Averiglie si es continua la funcién  y = : L T";’EEJ‘; i . 3 Construya el grafo de esta funcién.

Resp.: x = 3 5 un punto de disce~tinuidad esencizl

a) D un ¢emplo que demuestre que b suma de dos funcones discontinuas puede ser una funcidn
continua. (51 'y g son discontinuas en x,, . f + @ serid continua o discontinua?)
b Sifes continua y g discontinua en x,, Joomo serd |+ g7

Demuestre que la ecuscidn 1g x = x tiene una nfinidad de rafces reales.
e gleccidn (2 la hay) de i) hace continua en x = 0 & cada una de las siguientes funciones™:

Sxle x| JTHx—1
al .ﬁ:h=—3—.b}ﬂx1= "T_"'ﬁ”“mx
d) fix) = sen x -l.c.n.--]— el fix) = fe 2x SN =
K X - X
Resp.: a) — ;— . | -;— i ¢l ninguna; 40 ; #) 2: f) ninguna

Encuentre los puntos de discontinuidad (s los hay) de las siguientes funciones:
1. = ; e ]
a) fix)= 77! B M) =5n(3x+ 27 o) fix)=1g5"—:

d) flx)=x - [x]: ¢ gix) =[]~ x]: f1ix) = - —_I[xT
Notdr. T inctice quues 0 o B pAIAE:Sxbeet o mo  E1IA]-w 30 B30 2

Sea P{x) la distancia mds corta entre un punto variable x del eje X v un punto cualgquiera del conjunto
[ﬂ, | ] [¥) [li]. o sen, de o unidn de los intervalos cerrados [, E] ¥ [2,3}.

En notacidn de conjuntos, Plx) = min {|x = & & e[0.1]w [23]). Escriba una formula para
Pix) ;Ddnde es continua P{x)?
Nota.  La distancia P, P, entre dos puntos del eje X es PP, = x; — x, (coordenadn del punto final
menos coordenada del punto imcal)
Resp.:  Pix) esti dada por —x &1 x<0

I |
x=1l=a1|l<x= 32
2—xsi 2 =x=<2

0 silsxsd
x—3 sk x>3

Fix) =

¥ es continua en todas partes.

Investigue ls comtinuidad de las funciones compuesias e g v @ o [, donde
lsix=10
fix) = Osix=0 , gix)=x{l —x%
=l six=0
Resp.: [ og tiene discontinuidadesen — 1,0y 1 g= /no tene discontinuidades
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Investigue la continuidad de las funciones compuestas fog ¥ g o f) donde

1 si x>0
fx)={ 08 x=0, gixle | +x=[x]
=] s x <0

Resp.! feg v gof no tienen discontinuidades:

Una funcidn s define como sigue:

fix) = A X Mx =
ax 4+ b 8 x > ¢

donde a, b v ¢ son constantes, 5i by ¢ son dadaz, encuenire lodos los valores de a (s existen) para los cuales
fes continua cn x = o

Resp.: @ = (sen e — blicsic # 0; 8 ¢ = 0 no hay solucion & menos que b = 0, en cuyo caso cualquicr
o serviris,

Resuelva el percicio anterior sl se define asi:

2eoEX 5l X= ¢
fix) = 1 ] .
pxt 4+ b & x>

Resp.: a=(2cos ¢ — b)e* sic#0; 5 ¢ =0 no hay solucion, & menos gue b = L en cuyo caso
cualquier « sirve,

Este gjercicio proporciona unad prucha alterna de la continuidad de las funciones seno ¥ cosend,

al La desigualdad |sen x| < |x|, valida para 0 < x| < n/2, se da como demostrada. Use esta dessgual-
dad para probar que la funcidn seno es continua en {0,

) WUse la parte a) y la identidad cos 2x = | — 2 sen’x para probar que el coseno es continue en 0.

€} Use las formulas de adicion para sen (x4 b v cos (x 4+ B para probar gue el seno y el cosene son
confinues en cualguier x real.

Sean [y g dos luncones defimdas como sigue

x + |x] x six =l
fix) = ~—5 - para todo x, glx) = , g wm

Encucntre una formula (o formulash para 1a Tuncidn compuesta hx) = f[alx)] = (Fo g) (xk JPara qué
valores de x o5 v continua?

x'six=0

Resp.; Mx) = Ic- six <0

Resuelva el Ejercicio 17 cuando [y ¢ se definen asi:

. 1 s |nf<) T x|l =2
ﬂ”"gﬂﬂ'lxtrl *"“”")3 i (] =2
tsid=fxl =3
Resp.: hix) =
“F ' i 0 de otro modo (para odos los otros, x)

Resuclva ¢l Ejercicio 17 cuando Aix) = g[fixi] = (g=f) (=1

Ixlsxz=0
e H"]_,u §x<0
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La derivada

Definicidn, Dada una funcién R — R, fes derivable (o diferenciable) en x, e 2, = ﬂi:‘ T J!Exn}
40
¢s convergente en Xg, ¥ cuyo limite im ﬁ_.\:c::l_—%x_“} lNlamamos derivada de fen x, Se designa
RETy — Xa
d
por [1{xe). © (Df)xy, 0 Dx, © ('E ;'J _

= f1{xy) se llaman las denvadas

e o A = fXa) . flx) = flxg)
Los limites 1u;n T filxy) ¥ "[“ T

a derecha ¢ izquierda. Varias formas equivalentes del cociente de diferencias se emplean en
la préctica para determinar si una funcidn es derivable o no, Por ejemplo, si hacemos i = x — xy
se liene que x = h + x,, de manera que el cociente de diferencias de fen x;, se puede escribir
COT0

flx) = fixo) _ Axo + k) — fixo)
h

X — Xg

La convergencia del término de la izquierda en x, implica la convergencia del cociente de dife-
rencias en h = 0, y reciprocamente, puesto que los limites son idénticos

flx) = lim fix) :.ﬁxu} = lim fixg + ) — flxg)

sy X 0 b h

Si se designa por Ax la diferencia x — x, y por Afla diferencia 1x) — fMxg) o flx, + Ax) = flxg);
entonces se pucden escribir otras formas de la derivada que son equivalentes

flxo) = lim foxo + i’i = fxo) _ iy A

Cuando se emplea la notacién ko Ax, cominmente se omite el subindice cero de x, y simple-
menie se escribe

P - L2 j: —fx) _ i fix + A% = i)
=)

o) Ax
Para calcular la derivada de una funcidn efectiie los siguientes pasos:

1. Incremente la variable independiente de la funcion.
2. Calcule el incremento de la funcion.
3. Halle el cociente diferencial.

124
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4. Transforme el cociente de diferencias de manera que responda al algebra de los limiles
(o a la regla en cadena para limites, o al teorema del sandwich) o también demuestre que
Mxy = fxg)

X — Xp

5. Cuando el cocienie de diferencias haya adquirido la forma que s pide en ¢l paso an-
terior apligue ¢l operador lim (o III'I.'I o llm] al resultado, y el limite, si existe, & la denivada de
la lancion pedida. T

La definicion simplemente iguala la idea de derivabilidad de f en x, con el concepto de
prolongacidn continua del cociente de diferencias en x, Porque si escribimos

P(x) = ﬁ'f: _-‘fﬁ'! el dominio de Qfx) es &, — {x,}; por tanto, %, s una discontinuidad
- &0

no €5 convergenie en xq.

defeclunsa.
Si (Mx) es convergentie en x,, enlonces xg cs una discontinuidad evitable de Q(x) v e obtiene
la prolongacidén continua Q%(x) definida asi:

Jx) — fixe)
Q.{x} = X = x‘]
n Fixg), x = x,

X ES, = [x]

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 5-1

Halle la derivada de las siguientes funciones:
_4_1]}'=-"-'1+3I 2, Blu=ol +16); o) y=x; d) y=2/x; e y=x";nenicro
positivo.
Solucién. a} y+ Ay ={x + Ax)'+ 3{x + Ax) + 2 = ¥4 2xAx + (AxP+ 3x + FAx + 2
y=x+3x 42
Ay = ZxhAx + (Ax)*+ 3Ax

by
e = 2x 4 Ay 4 3

Ay dy
lim == = ilqux-n-m: 3, F=Ix4d

A d.
t 4 At
b b=y
- r+A ot _ A+ -dl bt A) . M
I+ i+ & I +1 (Tl +c+ a0 T+ 0l 1 A
L. SNy NSO d_"—“m_é‘:' 1
Ar 0+ 0T + 1+ A" dt aea A (1 + 0P
0 yebdy=Jx+Ax; Ay=Jx+Ax - Jx
Ay _ e Bx=x _ Jx¥Ai-Jx  Jx+BAx+ % _
Ax Ax Ax E T AX + /%
= P | It s
..‘,x+E1c--\,-"x 'dx 2,‘..1;
. - ;g o 2 —2Ax
D= e T AR
Ay 2 -
Ax T [z + Ax)x ! T
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4 iy S A = K)o x4 AxP— 2
Bl S
[.'r"+ e Ak o+ M A L e+ mxr] -
= lim - = e £ - - - 2.
Axall X

= fim jux® "'

Ay il

Problema 5-1

”lﬂ._:ﬂ AR + Lk nxlAxY T L*’!I.x'll'"] o ) = !

4} Caleule la derivada de fix) = 3x* + 5, empleando las diferentes

formas del cociente, en x = 2.
B Sifix) = x%2 halle f1{x).

Solucién. i) Forma lim /2 + 45:1 = fix)
] X
Sl = l::l'r1 A2 + Ax) = R2) [3(1 + Ax) 4 l (M2 + 5] _
M ‘u—u
- fim 2 12Ax + HAXFH S 125 _ L 'E‘-_" MY _ i (12 + 3A%) = 12
v ax Axel Ax sl
Forma hm --"IJ'-”- _—HL"’
[y o X ='Xa
L = (B S =17 3xP— 12
M=lmrs=a =B~ =3 3 5%
= 3lim —— i:—I'![x+2} 3’im'x+2] .12
=3 X _ s
) fie) = tim MELBA A _ g 5+ AT

= lim

Al

1

.‘|--|I

[ MJJ 3_ II!J[[I + ‘5;}4-'1_'_":_'_ Mi]l ZJ+ X _l 2

.ﬂ:.t[it T+ AP x + Axpx Ty “"-'j
(x + Axp— x*

lim Aix + A3+ (x + x4 ] =

x4+ 2aiAs) + (Ax) - o

lim, Axfie + AP x + Ax)T ST T

= ZxlAx] + Ax) =

=lim Axfie ¥ A (x + AnRTT 5 X1

= 2x + Ax Ix I i il
= M TR (% + AR g A T AT RANRA A T 3

Problema 5-3

que fes derivable en

Si f es la prolongacion continua de x* sen xi en el origen, muestre
el origen y que (0 = 0.

Solucién. Coma por el teoremy del sandwich x* sen l— = D& x = [, s ticne que fT0) = 0. Entonces

JI0) = lim =

Problema 5-4

A T
‘ﬂ ﬁﬂ] = lim xtsen ljx ~ 0 = 1'me5cn--l-- =0
w=i¥ PRl x=10 =0 x

Muesire que la funcién y = |x| no es derivable en el origen.
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Solucién. La definicion de b funcion muestra que v = x5l x =0y y = —x 5 x = (. Para hallar su
derivadn en x, = (s tiche Ay = Ax s Ax = 0,

A o |y lim

Al

Ax A'}-—Ihm&rcﬂ&;-:—&:ylimial:—l

- Ax . y Aoty DAX
Entonces lim ii mio exisie, aungue Ay =+ 0 s Ax - 0. Como Ay — 0 s ¥ -0, y = |x| &5 conlinua en
A=l

x =0

Problema 5-5 da) Muestre que y = 1g X es den‘vah!q en todo punto de su dominio
y calcule su derivada. #) Caleule la derivada de fix) = .‘,fs.c:r:t para todo x para el cual
sen x = 0.

Solucion. o) Scanx.x +he@. ComotgAd — g B = (| +1g Atg B)ig(d — Bl 5 hacemos A = x
¥y 8 =x + hse uene

tgix + ) - - g x o (1 a5 R 1) tg h Jim tg_[x-l-lr:l —gX
]J‘ h =0
= fim [0 4+ tgix + Mg xllim BE _ 1 4 gtx = sectx
(] k=0 L]
g B yfsenix v Ax) - Jsenx sem (x + Ax) — sen x _
Ax Ax (,rsr.'n(: i .ﬁxj+\,:.:nxl.'!u
Hntmﬁdx+cuﬁtﬁcnm—icn.x I cosAx— | sem Ay
S =— - ————— [senx—— = — teasx—5
_(:-‘n:n{x+dxl+ "Sﬁnx}éu: J3en(x + Ax) 4, sen x i
SiAx -0, e sun‘“"“_]+msx”"':"‘ -
Jsen (x + Ax) + . /sen x Ay

= —— (senx 0 + cos x- 1)
2-\,-5':”.‘

Asi, Fix) = - cos xi/sen x si sen x > 0,

2

Continuidad y derivabilidad
Teorema. Sea funa luncion R - Ry x,; & 2. Entonces

a) S esderivable en x; = fes continua en x,. b) fes continua en x, = [ no sea derivable

en Xg.
Demostracidgn,  a)  La hipotesis de que f es derivable en x4 dice que el cociente Sx) = flxe)

es convergenie ¢n X Como g
fix) = fix) — fixg) + flxg) = [fix) — fixol] -::—:-i% + flx) (5-1)
iﬂ'—ﬁjﬂ — Xg) + fMlxgh x # xp 15-2)

La convergencia de f{x) resulta de la convergencia de [flx) — flxg) iz — xoh x — x5 ¥ fixy)
en {5-2), segin el algebra de los limites. En realidad se tienc que

tim fx) = tim L —L0) () 4 ) = fixe) 0 + fixo)

Feiy — Xg

o. en otras palabras,
lim fix) = flxo)
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Por tanto, el limite de la funcidn es el valor funcional en el punto de aproximacion. Segin la
definicion de continuidad, la parte a) queda asi demostrada.

Demostracion, b)) La da ¢l contragiemplo fix) = | x| en xp = 0, porque ne o derivable en
0 ; . Ix]—10] |x]
xg = 0 porque el cociente v =0~ x Moconvergeenxy = 0.

Ejemplo. La prolongacidén continua de x sen (1/x) en x; = 0 no es derivable en x, porque el
cociente
xsen(l/x} — 0O =i l
x—0 x
no converge en x, = 0,

Derivacion de funciones algebraicas

Teorema. (Algebra de las derivadas) Sean f, g vy ¥ = ¢ funciones R — R, derivables en
xg & 8, n S, Las lunciones y = ¢, [ 4 g, cg (c real), fg, /g v fig son derivables en x, con la
restriccion gixg) # 0 en 1/g v fg. Se tienen las siguientes reglas:

¥ =40

l.

2.+ g¥ixg) = flxg) + g'x,)

3 Acg) (xp) = cg’ (xq).

4 (fg) (xe) = ﬂxnig'lt‘-ru} + flxglgixg).

5. (1gYixg) = ﬁ g'(x,) si glxg) # 0.

6. m.'g}'{xuj Q{x{l}f{-’:n]‘ —ﬁ-’fu]y ‘TD: 5 y{xu} # 0,

[P

Demostracian.  En resumen, la demostracion consiste en formar: a) los cocientes de diferencias
para cada una de las seis funciones; #) efectuar el cambio de forma en cada uno de los cocientes

.ﬁI .."lxo] g1x) = gixo) .

para que sean de la forma i e — ) pasar el limite, observando que los
— “*o = g

limites de los cocientes en el pun!u dado son las derivadas.

L (el = lim———%- = lim0 = 0.
1 X — Xg v

L [+ a¥(x) = mﬁ T
= lim IW £ lim f‘i’:—if:“’] = f'xo) £ 4'(x0)
3. (Ytee) = i =S e SRS oo SR E D
it g 0 s
i J0009) — fxlglxg) + fielatxo) — flsdolxg)
oy % — Xq
= tim flx) 90— 80%0) . i S 2SO, g — fraolgt) + f (oot
= L
5. (1/gY(xp) = lim —-‘?‘[-"-:?f}?‘ﬂ’ = lim w;xﬂ] 209 = gbxa) _ e }]; @' (%o)
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Six)  fixg)
o) = fim 9% gxa) _ o fledatey) — flxolalx) _
6. (flg)ixa) II_":" X = X, h,_ E‘fﬂﬂ‘:{;‘u} (x — xg)
o= Tk ﬂxlﬂf{g!__— Mxgdgixg) + ﬂ-"nkl"[-‘fu:' H'{I}H(Iul
vy Q{xh‘[ru} ‘I - xl}}
-t 9050 ) = ] — i) (o) ~ ot _
L H'txh'[xn} {x Tt xﬂl
[Ilm glxg) ﬁﬂ lim flxg) = :x:I :[x._.] J / lim gixlaixy) =
.y, g " b R ™

Qfan' (xp) — fix lﬂ'{xn] :
- S o

PROBLEMAS RESUELTOS

5-6
Problems Calcule ahora la derivada de: a) y = 7x* — 2% + 8x + 5; ¥
By fix) = (2x* — 4x?03x* + x%)

Solucidn. a) ¥ = D(7x%— 26"+ Bx + 5) = D,(7x%) — D2x") + D(8x) + D,(5) = 28x" — 6x* 4 8,
by [ix) = B[2x" — 4x)3x* + 2] = (2° - -u‘m,ﬂx + xf) k(3 1+ k) D 2 — 4l =
= (30x” — 60x® + 4x"— Bx%) + (1827~ 2dx% 4 6x*— Bx) = 48T — Baxt 4 10— PG,

Problema 5-7 | 101 Ia derivada de

Ix 4 1
L ey oo +¢-- By y = (x* + D[(x* + 2Hx* + 3)].
{t"—x+4] {3z + 1p — (3x + 1} (x*— x + 4)
Enlllﬂlsrh I'J;l j'- - — J_ fxi- tT —'J._ ——
P+ 93 - (Bx + D2x— 1)  =3x'—2x 43
T=x+d T - xre

By o= 1) EJ; [+ 20x? + 3] + [ix? 4+ 2fx® 4 3)) quu 1) =
=t + D+ 2020 & (20 332x] + [ix? o+ 2+ ]2k =
= 2e[lx*+ x4 2 + i+ D+ 3) + (x+ Bixd+ 3],

Problema 5-8

Demuestre [a regla general de adicion

(ZA) =Zrii=r2n
Solucién. Seca § ¢l conjunto de todos los cnteros positivos n tales que Eﬂ} - iﬁ-« ! €8 puesio
i
e (211
Supongamos que n € 5y que pura este entero se verifica la formula. Ahora,
--|| ] " A = & v
( ]=(:‘-‘:’:ﬁ+"r"’]' (.‘:E.ﬁ)‘+ = Z LI L = By

entonces n 4 1 e 8 Luegocomo | e Sy (o €8 = o+ 1 £ 5) esto muestra que § es un conjunto inductivo
¥, por anto, conticne todos los enteros.
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Derivacién de las funciones trigonométricas

Teorema. Muestre que las funciones circulares son derivables en todo pu.n'ln de su dﬂmmm
y que sus derivadas son: 1, (sen x) = cos x; 2, (cos x) = —sen x; 3, (g x) = sec® x; &
{cosec x) = —cosec x cotg x: 5, (secx) = secxigx; 6, (cotg x)' = —cosec? .
Demostracion,  En esta demostracion conviene recordar las formulas

sen (x — y) = SBR X COS Y — COE X SEN ¥ ¥ cos(x — y) = COs X COS ¥ + SCn x 5en y

; . seni{x + h) — sen x . sen x cosh 4+ cosx sen h — sen x
1. {sen x) = lim = i B o -
=ik ﬁ =0 h
; cos x sen h sen x {cos b — 1)
= lim | — - — | =
'l I h
sen h {cosh — 1)
= cos x lim = — sen x lim ———— " = cos x| — sen x -0 = cos x.
=0 i [ h
cos (v + fr COS X . cosxcosh — senx senh — cos x
2 lcos x) —Im——‘——— Tt = lim —— h ey — .=
=0 h s ) h

[cos x ¢os h — cos x) — sen x sen h

in: .......... P i v e e T
. cosh — 1 sen b cosh — | sen i
= lim |cos x — — Sef % — o | = cos x lim ————— — sen x lim —— =
B0 h h Wi h wo N
m=gosx- 0 —senx- 1 = —senx.
3 (tgx) = lim te f—? — X _ lim= h_ = ... = sec? x (completarla).
h=0 b0
5 HY -
4. [cosec x) = lim sicch il i:} COMEY o ... = —CoEEC X colg x (completarla).

h=0

secfx + E} T SECX ... = sec x 1 x (completarla).

colg (x + k) — colg x
Fl - .

5 (secx) = lim
=0

6 (cotg x¥ = lim = —cosec® x (completarla),
he= )

Problamns 59 a) Calcule la derivada de y = senx-1gx; b vy = _'_B%:
I + 12

Solucidén. a) ¥ = sen x{tpx} + tgx(sen x)' = sen xsec’ x 4 L X €05 X

(g x + sen x) = (1g x + sen xNcosx) cos x(sec’ x + cos x) — (ig x +sen X —sen x) _
T cost x T oot

=sec’x + 1 +secxigix 4 g8 2 =secdx 4o x +sceNIgX

bl y=cosx-—=

& e (1 —tgxil +tgx)f= (1 +1gx)i—tgx)y _
¥ il = 1gxr =
= (= — g xjsect x — {1 + tg x}{—sec? x) 2aec? x
....... =

T

,...
|

h':'
-



LA DERMWADA

LES
Teorema.  Para todo nimero racional r, fix) = x" es derivable en todo punto x, & %, — [0}
Yenxg=0sirz=1y Az = rx, "

BDemastracion, Caso |, r = n, entero positivo. La demostracion se dio en el Problema 5-6.
:L" — 0 a=1 A=l
—— L =¥y Y ! = ! cuande x — x,
X=Xg j=g (T

(5-3)

=0

m=1
Por continuidad del polinomio 3, x'xi™ !~ para todo x, € R. Asi de (5-3) se tiene que

(D), = rxg!
% roes un enlero positivo.

Caso 2. r = l/n n entero positivo. Empleando los resultados del caso (5-3), sea x, # 0:
entonces, por la regla en cadena de los limites y segin In continuidad de la funcidn raiz n-ésima,

t.l’-_x'!-'_fl S i I . 1 g3= I - 1 1fm—1 n Fll'[", =
X — Xy F*x™) Fexl™ — nfximp-! an N
Ww—ax" i
H.' ‘-__til}'lT Bl o# X
= ’ (5-4)
(D" g™ siu = x5™

es la prolongacidn continua de Flu) = (1" — xg){u — x3™ en w = xA™

Asi, por (5-4), se tiene que (D), = rof ' sixg # 0y r = I/n

. . xTEA_ —ma
Caso 3. r = —pfg, con py g enteros positivos. La expresion -
¥© = x '™y rransforma en

——1— con f = x; 1N
X Xa
XM L e (P e B
¥ — X, e B - 17 R s O

tomando el limite cuando © = ¢ s¢ obtliene

d P lpda
o = _%:r_ = PP e e PO = e

Caso 4. r = pfg, p y q enteros positivos. Empleando la sustitucién 1 = x}¥
g
Ia expresion F it = s¢ transforma en
X = xn

¥ oo o= xlM

F— ¥

o RETRE Rt S
=

PR T It R
Tomando el limite cuando 1 — ¢ se abriene

pr (xbep o
Lq_r'_" =r —I;J—:;ﬁr_:.. —_ i"xﬂ"'* = rx’n

Caso 5. r =0y x, # 0, entonces f{x) = x* = 1. En este caso, f(x) = 0.
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Caso 6. S x = 0, r debe ser positive, porque f10) no esth definido si r < 0.

r=0=f10) = lim ’::—g =0.5ir>1LA0) =0

Si s¢ consideran funciones del tipo sen {cos x), no e posible calcular su derivada por los
métodos conocidos hasta ahora, Por lanto, necesitamos el siguiente teorema que resuelve este
tipo de dificultad.

Derivacién en cadena

Teorema, {Derivacion de funciones compuesias). Scan [y g dos funciones R = R ; g derivables
en x, ¥ f derivable en uy = glxgh

La funcion compuesta [ = g es derivable en xq. ¥

dF
(f o g (xo) = fTatxo)] * g'lx0) © 5 df: ji con Fix) = flaix}]

Demostracidn.  Delinamos la funcion Fix) de la siguiente manera:

fMatxo + W] — Mlatxa)]
F(x) = gixp + h) — glxy)

I{alxal] si glxg + h) — glxg) =0

si glxg + h) — glxp) # 0

Vamos 2 mostrar que Flx) es continua en 0. Cuando k cs pequenio, glx, + k) — glx;) es pequefio,
por tanto, gixg + h) — glx,) no es cero, cuande Fih) estd cercano a fglxy)]; v si es cero, e
igual & fgix,)] A continuacidn damos la traduccion de este razonamiento intuitivo.

Se sabe que f es derivable en glxg) Es decir, lim flgtxo) + k;! = flotxa)] _ LTalxa).

=ik

Aslh, s ¢ = 0 existe & = 0 tal gue para todo k,

.-_'[[ﬂfﬂ'ﬂ_ + -k~ x:ﬂ]
k

si 0 = |[k] = &, entonces

— falxa)] | < (3-3)
Como g es derivable en x,,. es continua en x,, por fanto, existe § > 0 tal que para todo #

si || = &, entonces | glxg + h) — gixg)| = & (5-6)
Ahora considere cualquier h con |h| < & Si k = glxy + h) — glxy) # 0, entonces

Fih) = Matxs + b)) - Malxg)] - ,-"I{?Ixn} + k| = Mytxol]

glag + ) — glxg) k

Dre (5-6) tenemos que | k| < & v, por tanto, de (5-5), | F{h) — fTalxo)] | < &

Por otra parte, si gix, + k) — glxy) = 0, entonces F(h) = falx,)], lo cual nos asegura
que | Fih) — fTalxa)] | = & En otras palabras, hemos demostrado que inm Fih) = [flaixg)), es
decir, F ¢5 continua en 0.

Si h & 0, se tiene que Mg, Mh — Mlatxal] _ Fihy ﬂ'—‘-"-wfﬂ. Par tanio,

(o xp) = tim L8020+ ] =JEAXO]._ i - 90%0 0= 9050 1g0)]- o).

Ll k=0
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Problema 5-10

‘Calcule la derivada de las siguientes funciones: a) y = sen /x;
h) :,I=Vx+ﬁ; ¢l y=0rsen (3t + 5); d y=Asenw + C)+ Bcos(w + C);

€ y=V1+‘H+..ﬂI+x: NN yew?+3u—-lyu=x*+x-—4

Solucion. a) Seau = x = ¥'= D, senuDu = cosu- -I,—,=-mbi—.
Jx 2. /x
; ; - dy dy idu b 1 I |
b Seay=Juyn=x+. x = 53— =- o ——] = —voou [l + ——}.
. " dx J“ d‘.‘l’ 2.\."“ 1’\!':" ;r‘ Ix

Zy.': +4/x
¢ y'e *sen (3 + 5+ (i°F sen (3 + 5) = 3" cos (3r + 5) + Sr* sen{dr + 5).

d) ¥ = Acos(en + C) Dl + C) + B[ —sen (e + C) Dyt + C)] = w4 cos (et + C) — Bsen
fwt + C1].

e ¥= iz +Ir+i + rl"l]"’}"".-;;-i i+ [+t + %) =

= Jz—-:i + [+l + P _% [1 401+ x)t?]- 4 T.ldl'-: [1 0 +x)P] =

-

= U H T+ 0+ 9P 4 (14 )R )7

dy dy  du d L - [3id e
) 4 G = @ = ) O x — ) = B 32 1) =

= [3xt+ x — 47+ 3] (2x + 1)

Derivada de la funcion reciproca

Recuerde que si [ es una biyeccién de E en F, el conjunto ' = {(y. %) :(x,y) £ f} se llama
funcién reciproca de f.

Teorema. Sea f la funcién reciproca de g. Si g ¢s derivable en fixg) y @' fix,)] # 0, entonces f es
. 1
derivahle en x4 y fxg) = FICRR

Demostracion. Como f = g. entonces g[fix)] = x. Al derivar ambos lados de la igualdad y
empleando la regla en cadena, se obtiene | = g'[fixg)] - fixo) - Fixed = Lig'[ fxal]

Derivadas de orden superior

Decimos que una funcién es dos veces derivable en un punto dado si, y solamente si, la funcion

derivada es derivable en el punto dado; la derivada se llama segunda derivada y se representa
}

por fx) = "Ir m —fxg) Dif = DAD.f)o- f

— Xg
En gcnnral, para n = 2 la derivada enésima se define por recurrencia como la derivada de
n— 1 L
f. ’{T} _P [Iﬂl]’ D’j: D’[ﬂ:'iﬂ

la derivada (n — 1) y se representa por f"xg) = lim e
i - X
oL

dx" '
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Problema 5-11 a) Halle la derivada enésima de

y=senx; B p=x"; &) y=3x% = 2x¥ + Ix - |

Solucidn. a) ¥=cosx:y = —senx; ¥ = —cos; V= sen ...

Esto sugiere que DV (sen x) = sen {.1-: 4k f] formulz que se debe demaostrar por indaccion.

B y= " by aln = 1T 9= mln — e = 20" ete Esto conduce & la formula:
L oy
DAy = n— k) . Iz cusl se debe probar por induceidn
0 Hk>n

) §F=0x"-4dx 4+ 3; y' = l8x —4; y" = 18; ¢ = 0, por tanio, ¥ = Opaman = 4.

Derivacion implicita

Dadas dos funciones F: R* = Ry f: R - R, la ecuacion F(x, y) = 0 define implicitamente
la funcion {si Flx, y) = 0 para todo x en el dominio de f

Ejemplo. Sea Fix, y) = x* + y* —1. Entonces la condicién F[x. flx)] = x* + [fix)]*~ 1 =10
para todo ¥ en el dominio de fse cumple s fes

Lilx) = T — x? , —l=x<i
flx)=-T-x |, -Isx<]
JT=%; IZsx<?
filx) = )
u_kl_];}. U'S-.x‘_:l
Les grafos de estas funciones estin dados en ln Figura 5-1,
i Fi Jiy 4|-'lIII

/—\ _r_'p'l"'—-

; N . x i
0 " [ o
4 . I .

Figura 5-1

Segin la definicion de funcidn definida implicitamente, las funciones [, fy v fy estan defi-
nidas implicitamente por la ecuacidn x? + y* = | =0,

Mo toda funcién Flx, y) define a v = f{x) como una funcion implicita. Por ejemplo, no
existen parejas ordenadas (x. b que verifiquen la ecuacion

Fix,yy=2* 49"+ 1 =0

En la pracuca, la derivacion implicita se trata de la manera siguiente: se supone gue ¢l
conjunto solucidn de Fix, y) = 0 contiene una funcion derivable f en %, Entonces

x €9, = F[x fix)] = 0.
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Si glx) = Fx. fix)] es una funcion compuesta de lunciones denivables, se puede aplicar
el algebra de las derivadas y la regla en cadena para calcular g'(x). Pero g{x) = 0 sobre &, im-
plica que '(x) = 0 sobre 2 . Como ¢' contendrd la derivada deseada f{x) como factor, se puede
resolver para [{x) en términos de flx) v otros valores conocidos.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 5-12 Halle 1z denvada de cualguier funcién derivable f en e conjunto
solucidn de x* + 3xy* — 4= 0.

Solucidn, Pam todo x &%, %7 + 3xf(x) — 4 = 0, entonces I funcion g = &% + 3x%x) — 4 & deri-
vahle en el dominio de 'y es 1gual a cero. Adl, g'= 0 sobre &

D + 3L~ D=0 e 2 + 3D [xf0] =0 <=

) v & 3fx)
e [2x 4 J[=ZAW=)0 + fls)] =0 = fixh= - S
porque & # 0 v fix) & 0.
Problema 5-13| . ... Y'Yy de xt 4yt =1 =0,
Solucion. D4+ P~ =0 k+2yy=l=y =~ :
—_ (_ i) e .".'?
¥ ¥ ¥ ¥
- 3
e (L N P | ..J_""::__h
J-—l:_'r}—{ ‘,1]—";;—(""4 ( I.) o5
Problema 5-14 | .. dy !
Si xip — = p* [ _
i %7y — xy =y, muestre que p d_x
dy
] i ’_ F
Solucidén. Derivando con respecto a x: 3 - xgiv — y = 3yt -"t- = j'_:- - ;f _;_i
i ; ayrdx o e a0  dx it x
Dervando con respecto a v 3x - X =y dy = 3! = dy = IxT—y
T . e ] RSN E
Ty Hx o W -x &
I - ¥ dy

Problema 5-15

al Six'y —4x =y + 2% halle p; b) halle y' ¥ " s 2% 4+

+ P =gt
Solucion. «) Derivando se tiene: x* ‘!l'_ + pIxt— dx- Ej-i = -Irl,-*= d—" + Ix <=
: A : dx dx e
dy dy My + 47+ 2

3 _ § G s 1, = = =t x
o Wt Ugp U bt s grs—acagy o
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k) % Pt LR —: oMy 0w Y= 1B
] s I — 17 ( 1) 7 [ },lm 1 .
3 f 5 C 75 S V- 1 [ 15 0 i sl L .
. { 3) : A L:") E - i 3 ¥ "ULE » 3 x
Prm - — L ——r— S, e (4=

P _; l_t—::r!j,- (k] - x-d.'.! j"”}

Derivacién de ecuaciones paramétricas

Definicién.  Si las coordenadas (x, y) de un punto P de una curva estin dadas por las funciones
x = flu) y v = glu), de una tercera variable o parimetro w, las ecuaciones x = Sy ¥y y = (u)
se llaman las ecunciones paramétricas de la curva.

La primera derivada esta dada por la formula

LS
ix dx/jdu
dy _ dy  dx ——
porque —- = - segin el teorema de la derivacién en cadena.

La segunda derivada estd dotada por la formula

dy d (d}' du

dxt T odu \dx | dx

Problema 5-16

Siy=10"+2+ 3 + I;x=r=+r+3.haI]:%,

d
I (el S TR
Soluciaon. dy_ “on . Hdfl =

= P+ 4 +3
% i 1
ai (4 1+ 3)

+1

Problema 517 | \ o 9 4 1; x =2 +3, halle y"; b) siy= ul =
u
Mt LT h .H.
X =7 alle y
_4}'}__}1"_3,41"_1;_&_3_)d:_3__l 31 3
Selucién. o I ==t gE-F ¥~ 7T H" 22" "%
dt
Ly o E SN LS e 3,21 _ 3
det T dr \@ [ dx  di )4 dx T T4k B
di
dy _ _s dx =1l =wuedu |
b g =—e=iETy =T = T W=
dy _ == _ @A lF dly _ d 1P du e D2er D)ok 2 1
dx wEl el dx?  du 1 dx et I T odx
W du

_ g de=l [_ s 'Ji) 5 = 1)
Wit 1) W+l | Wy
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Aplicaciones geométricas de la derivada

Sea [ una funcion R —+ R con derivada [xg) en x; & 2. Para obtener la forma analitica de
la recta tangente al grafo de f en Py = (x4, f{x)). considere el punto Plx, f(x)) sobre el grafo
de fcon x # X, (Vea Fig 5-1)

La recta secante que pasa por Py Py, liene por pendiente a

m= HI] __ﬂ-rﬂ] ts'ﬁ

x_xu

Hapamos que P se acerque 3 P, al aproximarse x a x,. Por definicion sabemos que 2l limite
de (5-7) cuando x -+ x, es la derivada fixg), la cual dice que el limite de fas pendientes de las
reclas secinies que pasan por Py es la derivada de f caleulada en la proyeccion de P, sobre el
cje de las x.

¥ = fix}

Y1 | I Sk 1Y )
|’a(fu-ﬂfnﬂ |

- 1 x

-+
o £ x
Figura 5-1 Figura 5-3

De finicidn. 5i  es una funcién B — R, derivable en xg, se define la recta tangente al grafo de
en el punto (xg, fxg)) por

1= {{x.y) ¥ = flxg) + flxg){x — xg)yx R} oy — yp = flxa)lx — xq)
La recta perpendicular a la tangente que pasa por x, recibe el nombre de normal a dicho grafo.
(Vea Fig. 5-3)
I
xp)

N={xy:x=xg) %5 flxpg)=10

N = ﬂx.}'}:y=ﬂxu}—-ﬁ (x —xg) ¥y x e R} si flxg) # 0

Angulo entre dos grafos

Por angulo formado entre los grafos de las funciones

y= th[I]
¥ = filx)

en un punto comun Pylxg, vg) (Fig 5-4) se entiende el dngulo gue forman entre si las tangentes
a eslas curvas en el punto Py

Por la conocida fdrmula analitica obienemos:

Silxg) — Filo)
1+ filxo)falxg)

g =



118

LA DERIADA

Longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal

Por ser de interés en ecuaciones diferenciales, incluimos los siguientes conceptos relacionados
con la tangente v la normal en coordenadas rectangulares.

J"r

o

Figura 5-5

.,
Il

TP,. llamado scgmento tangente,

& = TK , sublangenie,
i = NP, segmento normal
5, = KN, subnormal.

Como KPy = |yg| ¥ tg ¢ = ¥i, ¢ tiene:

Problema 5-18

{ = TPy = H-:‘— JTF fy.',}=|

—NP=|y JTTGH

=
I

5=TK= [--}P{F'--l:s. = Lyo¥ol
(L

PROBLEMAS RESUELTOS

Halle las ecuaciones de tangente y normal a cada uno de los si-

guicntes grafos en el punto indicado. @) y = 2x* + 32 + len P(=2, =3); b) ' =x* 4+ 7
en PIL2): ) po=x”® 3 + X' len P(1,0); d) = 3%+ 5 en P2

Solucidn. a) [¥],=

Tangenie:

Mormal :

b y = Ex.1+ T]IIJ

Tangente:

Mormal ;

[6x?+ 6x]p= 12

ybI=ddAx+ 2 120 -y = =2

p+3=——ll-2[x+1:: X4 12yp= =38

= [¥]e = [13*+ 7722 = 1/6.

y—2= 1f6fx—=1); x =06y = =}l

y—2=—6ix— 1) = b6x & y=§
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¢ D= [_ } x4 i-x-!u]r: _.%_
Tangentc: -
y=—qgl—D=Tx+12y=7
Mormal: \
y==rix = 1) = 12x - 77y = 12

dy [le= [; x* + 5:"-"'3;1]’; 3_“1_
Tangente: e

y—2m L fxm 3} = 25— 80y =
Mormal "

yoA= _'f'j"‘—J'}d- BOx + 2Ty = 294

Problema 5-19 Obtecnga las ecuaciones de tangente ¥ normal a p = 2x* — 6x + 7
en el punto P donde la pendiente de la tangente es

Soluclén. y=dx — 6= 2= x=2; o [y]p=[2'22-6-2+T] =1

Tangente:
y—33=2lx -2 = 2x —yp =1

Mormal : i
y=3m =2 — ) = 2+ =4

Problema 5-20
recla 2x 4 S5y = 5

Halle el punto en que la normal a v = x* — x en P{—2,6} coria la

Solucidn. [¥1e= [Zx = 1]p= -5

La normal ez py— 6= 1/5(x + 2) == x — Sy = —30

Resolviendo la ecuacidn anterior simuliancamente con 2x + 5§ = 5 s obtiene (=9, 4 - 6).

l Problema 5-21 Halle la recta tangente (5) al grafo de fix) = x*: a) gue contienen
el punto (3, 5); b)) que tienen pendiente 1,2,

Solucién. La recta tangente al grafo de fix) = =° en Plx, x3)
L= [[x 0 19 =3 + 2xglx — x50}

Para la parec o)
(13,5 el 2= 5= x3 + 2xg03 — x)
o Xy = bxy+ 5=10

= =1 0x=73

Asi, Py = (1,1) o Py = (5,25) emonces [as rectas pedidas son p = 1 + 2x — 1) ¥y =25 + 10{(x — 5)

b} fixp} = Ix, = 1/2 == x, = 1/4 Por tanto, la tangente pedida es Onica, es decir, [(x. 9y = 110 +
+ 1/2ix — 174}
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| Problema 5.22 | a) Halle los puntos sobre el grafo de y = x* — 15x? + 27x — 2
en los cuales la pendiente es cero,
b} Halle los puntos sobre el grafo de y = x sen x en los cuales Ia pendiente es cero.

Solucion. o) Comoym 3x*— 30x + 27 = 3ax — 1)jx —F =0 <= % = lox = 9, 1os punios pedidos
son (1,11}, (9, —245)

B) Como y =xcosx 4 senx =0 = tgx = —x, los punios pedidos son los puntos sohre el grafo
de x sen x que estlin alincados verticalmenite con las intersecciones de los prafosdeigx vy —x

Proplama: 13 Halle las longitudes de subtangente, subnormal, tafgente v normal
de los siguientes grafos en los puntos indicados.

i
a) ¥ ={x—1PenP58); b) p=3 -2+ ¥+ 2en P1,3); & y=xfx-2)
en P(3, 3).

Solucién. o) 2yy= 3x — 1)} = [y]p= [ﬂ"%ﬂi] 3
< r

}ﬁfsi' - % = subtangente; f15) f15) = 83 = 24 = subnormal.

Tangente = |/ &+ -g] - -gv‘i:fl. Normal = 87+ 247 = 8./10.

b [y] = [%_‘- T L T _]_.t:]’_ 41
Sublangenic = 3 :% = %f' Subnormal = 3- T—l = 44—L

L _(41)1 S s
Tungﬂnlﬁ=V;"+ T]) =--‘1T,,,."'F3.Nnm:ml =‘I/3’-r =t =Ti.|ll‘;3.

[x —2) = x -2 L
Q) V=Tt = T = [ = —2 %) =3

Subjangente = :jT. Subnormal = 3 -2} = —6,

T s ERTEL e, e
Tangente = V;"+ ‘— ;—) = -;—.,-"5. Normal = /37 + (-6 3.5

[Prnblu‘na 24 I a) Muestre gue la ecuacion de la tangente de pendiente m < 0
a la paribols y* = dpx es y = mx + p/m. b) Muestre que la ecuacién de la tangente a la
elipse b'x* + a®y* = a’b® en el punto Pylx,, ¥o) &8 bixyx + alyyy = athi,

Solucidén. a) y'= 2n/y. Sea Pylxg. yol el punto de tingencia; enlonces yi = 4px,. v m = 2p/v,
1
Entonces y, = 2p/m, x,= (1/4) 22 o pin? ¥ la ecuacién de la tangente &5 ¥ — 2pim = mix — pin) o
¥=mx + pim r

’ hx bx, ; by,
b Y= - ?—.En Po.m = — 2 ylaecuacidn de la fangente s y — yp= — et = X) ©
¥ a‘yy a’yy

bregx + a¥yey = blxd + alyi = 0B
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Problema 515 Muestre que un punto Pylxg, yo) sobre la hipérbola b?x® — a¥)? =
= a*h?, la recta tangente biseca el angulo formado por los radios focales de Py,

Solucién. En Py la pendiente de ls tangente a kv hipérbola es blx,/a’v,, las pendientes de los radios fo-
wales PoF ¥ PoF sonwefixg + o) ¥ yallx, — ) respectivamente (Wea Fig 5-6)

bl’o Miv
e TTH Wk Ay 2 - | -] 13T 2 P |
@Yy Xt c ib'xd — a'vi) + bex a'h®+ blcx, et + exg)
Ahorit 1g 2 = = ey = e e
g a Lt bPxy v {aT+ BVpcarg + alcyy Rg¥o T dcyy | cylal+ £xg)
a'y, X+ e
3
- :r como Bx} — a’yi = o’b* y ot 4 b= &L
Yo
Yo _ by
Y, gfe- =t @y _ Mo (bxf - aly) _ bexy- o B
: R T o T T R T

@Yo Sp—c

Entonces, pucsto gue (ga = 1g f§ = o = [

(—e, O)F

Figura 5-&

Problema 5-26
(2] 2x* = 12 — 5w

Halle los dngulos de interseccidn de las curvas (1) y* = 4x y

Solucign. «) Los puntos de interseccion de Jas curvas son P (1, 2) v P, (4, —4)
b Parail)¥'= Ly pam i2j y¥'= —4x/5 En Pl 2L my= 1 ymy= — 4/5; en P,(d, —d)m, = =12
ymy = — 165

Ry — M I + 4/5 - L i
¢l EnP:igf= I 4|~ ""'1":_:. ol e 9y 0= 8340 es el dngulo agudo de interseecion; en
Prigh = %FE y 6 = 4675 es o dngulo agudo de interseccidn,

Problema 5-27

Calcule Ia derivada de y = |/x + (/T + x.
1

Solucién. Es la derivada de un radical. Por tanto, ' = multiplicads por la derivada

x4+ T+ 8
de x +./1 + &7 por ser una luncidn compuesta. La derivada de x + /1 + #° o5 Is deriveda de und suma

Y. por tanto, e jgual & 1 mas la derivada d.c\_-"TT;I que €5 — + 2x Finalmente, tenemos gue

2T+ 5
I i .
yim = — _—(|+ T"'h).ysimph.ﬁmndu
1fesytam b HTFE
Ym I+ + R LS N

2T Ye+ T+ 4 1 TT
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=
Problema 5-28 | .\ e 1a derivada de y = | /-—— Y
1+ Jx
Saolucidon. Es la derivada de un radical, por tanto, §' = - ! —— multiplicado par derivada de
z 3 X
L5 por ser una fancidn compuesti, ]/I +ofx
1+ x
La derivada de :—_—“'f—f s la derivada de un cociente, que es igual a la derivada de | — /X, que es
4%
= 1—’— multiplicada por 1 + ./ x menos la derivada de 1 + WX, que es - multiplicada por 1 = /x, ¥
WX =
todo dividide por (1 + ./x)%, es decir,
1 |
e ;e o M A
{1 + =¥
Finalmente, tenemos que
—— 1+ X - —= (1 = Jx) T
o ] R _-‘J ] A O T SR
zV' =7 (1 + 30 el (N N TN
1 /=

A+ JRJE — 0

Problema 5-29

Calcule la derivada de v = sen™ x cos™ x,

Solucién. Fsla derivada de un producto, que es igual o la derivada de sen™ x multiplicada por cos® x,
miis la derivada de cos® x multiplicada por sen™ x Pero I derivada de sen™ x s la derivada de una polencia
y e igual a m sen™ ' x multiplicada por la derivada de sen x (porque es una funcion compuesii). que € 005 X
La derivada de cos™ x o5 la derivada de una potencia, que esneos™ ' x, por la derivada de cos x (por ser funcidn
compuestis), que es —sen x. Entonces 3’ =m sen™ ! x - cos x - cos x +neos” | x| —sen xjsen™ x =m Tl
cos*t g — paen™ ) xoos” b x = sen™ ! xeos™ b x (mocos® x — msen® x)

Problema 5-30

Dada la funcidn  fi{x) = x sen ;5 (sen %) Muestre que su pro-

longacion continua es continua en el campo real y que no admite derivada en los puntos x = 0,
1 1
e T e SR
th + 5. g
Solucién.  fix) carcec de sentido six = 0 (pﬂr el factor sen :) o s x=1I/n neZ por el factor

sem (I_Jscn :) = sen (1/sen ). Sin embargo, en todos los casos, lim flx} = Oy lim fix) = 0, ¥n e Z.
v s~ ]

L
&
5
4-.-‘_.-#'
=
-
H
i,
N
na|
4
L
ey
dnl ==

La prolongacion continua e M{x)= x

o
b

i
,_|.
-
| -
+
o =
+
=+
& b
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4 1
hscu-h—sm
oL
La derivada para x = 0 es ) = A ﬁ‘h} -0 = fim—— indeterminado, para x = |/
il =0
_I-=]|m— (!+JJ]5|:n ]I- scn-—l =
ik +h son — T
" = h
rd h "I
| n*m
(-+h _v:n(ml— )9:1:1.—— —
/] 1+ wh m_l ®
" FF + h
= :Ez —_— ——-———-————————7;———- —_—a— =
I o ninh I
(3 + &) - ety S
. lin + h
= | - —_— — —_——— =
ot h
—ilmf—I}'(-—+h) "1!— ﬂ——1 — 1 :
I +nk = i *"r‘"'msenm=
In+ &
= [= 1) nmx* gen oo indeterminado.

Es decir, la funcidn no es derivable en ninguno de los puntos indicados,

Problema 5-31

Estudie la funcion fix) = [x] + /x = [x] v calcule su derivada en
x o
Solucién.

Siz#gn ek fix)escontinua. Six=neNfinh=n+.n=n = aSix= =n f{l=n) =
—n J.-\."_—_n = —u:}.i:l:nﬁ.ﬂ hm{n + .l'ﬂ —nj = A:

pam”

Lim firm — I]-hm{r.r— I 4 fn=in~— =
= u; lim fl-n) = —fn+ )+ J=n3Tn+ 1= —n:lim fln) = lim (—n + /=n + n = —n).
ool = W) T L B H—ﬂ.l
L funcién s continua pare todo valor de x.
/1) = lim- [2+ 4] ++/h *—f—‘MLz— que depende desih > 0o <0

Derivada a la derechn; (2] = lim 2+y2-—-2+k -2
Bt

h =
Derivada a 14 tquierda: f7(2) = lim Pt h-1-2 o =le T8
i h il =h
I
-1 (I—--h+..,)
. ol e S
Pt —h "

Problema 5-32 Halle la derivada n-ésima de la funcidn y =
ticularizarla para x = 0.

(=1} ll.-tlal p =
+ 3 gc pln'
sl:llllﬁiﬂ‘l T

O — (& —x) 2a

‘."*"} N R — 2ol + x)7Y; pra (=1 -2-2a-{a+ x)" Y
= (=12 3l (g + x)"* cinductivamente se llega g ¥ = (=1 Za-n!{x + g™ """

y0) = (—~112a - nl by = 1200
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Problema 5-33 | 1.11c 1a derivada n-ésima de la funcién y = —— - —.
Jlx® -+ ax)y
Solucién. y =L ax) ¥ y= ~ ; (% + ax)”*2x + a)
3.5 -1 3 Zap
PN S 1% e iy o i) T L gl 52
y={=1) 33 [2d 4ax)” "H2x + af 3 2xt + axh

= =1y j_ii!_'-" fax + x¥)" " a + —3-2&‘"— (x® 4+ ax)” " ™afa + 2x) r%[ﬂx + 297" g 4 2x)=

2,
= “,3_5!_'1"[“ + )" o + )"+ —3—2—5 jax + x*)" " a + 2x).

Por induccidn completz se llega al resultado

1aed Imai
= ' i
‘2'""” o I”'hz]vl!pr.n:+:uc:]iﬁi-z.m:].

PN [—1)- (e 4 2x)"ax + 2}

Problema -4 | ; y = sen® x, halle la cxpresion general de la razon y/ yi. Existe
un cierto valor de x comprendido entre 0 y x/2 ¢ infinitos valores de n, para el cual la razdn
anterior vale 1/2% Calcule dicho valor de x para n = 13.

Solucion. 2 sen (2x + w2 "= 2 cos (2x + wd) =
= 7 gen {lx l- 2-1),..,,,-”51' Leos [2x + (n — 2]-1] - 2"‘5-:n[lx 4 (1= IJ—E]

y'=2 gen x c0s X = sen2x; V= 2coslx =

n = 13, resulta o MR ] -
= 'ﬁn[lk-l-ﬂﬂ—]}'?.}' [l F # VUgen (T & 6m) 2" sen xcos X
pam x = 4,
*-‘:)’
W
) T .
_I.—I". { A )t 3
o b
"3
- ; o i ‘t
Problema 5-35 Calcule la derivada enésima de la funcion y = —
x = 1Px —
Solucién. Descomponiendo en fraceiones simples: ,—1 - A e B " € _
fx = 1Fix = 2 x=17 x=1 x—2

Identificando:; | = A(x = 2) + Bix — x — 2+ Cx — 1. para x = |, A = - 1¢
=1 | 1

pafa x =2, £ =1,

B+ C=0;8= - = —|, sustituyendo y = T A & e ey £ Derivando n veces cada
surmando por separado se obtiene
(__'_ " . =10 = 1_._]"‘ _{=1r=! ( e A=t L
£— 2 x=12F =1 T=Jyry: u—l" =T
Suméandolas resulta
Lo ey _E—I]"’ln! 1—Ii’rr
==+ g t T Y T
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Problema 5-36

. Siy = flu) y u = gix), muestre que:

#-1*. dy du _d.ly (d"):
o B "m wEtar\El

b) dy _dy  du o3&y du du + dy ."_'i)’
dd = du dx du® dxT dx T d de | -
d dlu dy d'u d [de) du
Solucién. q) JT T -4 ( d_:) A AT YR\ <
.f
= .ET LT ( )
a d [dy du dy  d' ;.-( )..r-‘u
b &= E[?u' F i ( ” v \E) S
( ’( } nl'_j.r du  du . du _:.!"; du o : d*y  du [ du )‘
% & T Wk T rEr st awlE]

T s A sy Ly du Ly . .,
E’ dc & d TR R T

Problema 5-37 Si fes derivable en x,, entonces fix; + h) = fixg) + hf'(xg) + hr*th
con f*(h) una funcién tal que Ium S*R) = 0. Si fix) = x?, aplique el teorema n esia funcidn si
xu Lo 3

Solucidn. Por definicién, [ix,) = lim Axo+ | M =), fxg+ hjt—" fxy) ﬁ_tuhl =0
--o
Sea ik} = flxg+ B) = fix,) = KBiix,) = _ﬁx,4 k) = j‘{x,l + hfTxg) + W™k y lun_.f'th'l = 0. Esto 1am-
bién 32 puede escribir como fxet ’l‘t— —hix) JUxg) + Uik con lim k) = 0. Lo cual dice que la fraccion
=D

s puede aproximar por fTxg) cometiendo un crror ik, que ticnde a cero si i tiende a cero,

Para la funcién tenemos que A3 + h) = (3 + W7« f3) + WF13) = k™(h) = 324 6R 4+ B con
Iim,l"{m = 0. Como (3 + k)?= 374 6h + K, sc obticne que hf*(k) = #* = (k) = i Por tanto, !h.mh =,
ud-mr ?un,"‘l_'h] = 0

Problema 338 | Deduzca todas las formulas de derivacién empleando e teorema anterior
como definicion de derivada,

Solucién. |. Suma [y g son derivables en x, entonces, por o problema mlmmr.ﬂx.-r k) = fixg) +
+ hfTxs) 4+ hfh)con Iuhj"l.l:] = 0y gleg+ h) = gixa) + ha'(xa) + ko(h) con Iun g'th) =

Sca i) = f%) + g0  Entonces Hiaf_}:_ﬂxgl o NXod B+ gixg 4 ﬂ—_ﬁﬂ:‘.’_ir_'_* aixd]

= fTxq) + il’{ln.]' + k) + g*(h). Entonces lim ’{!“-" %II — Ao = M%) + @ixq) porque hrn b =0 y

=i
lim g*(k) =
Lt

ol + @fitxg) = fingd + g'lixg)
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2. Producto. Sea p{x) = flxlglx) Como [y g son derivables en xo. 5 tiencn las dos ecuaciones del
caso 1 entonces, fxat hglxg+ ) = Axohaixal + ALAxok(x0) + Mkt + fxoki®(h) + Mikgixad] +
+ W[ xgha'lng) + MiRkg*h) + Mado®h) + fihlg'(xa)].

Por tanta,

+ Uty + Mxoda™h) + f*ihha'(x0]]
Calcelando ¢l limite de eita expresion cuando b — 0, se obtiens

Plixol = fixal'(xa) + fTxolgixq) i puesto que lim g*(h} = 0 y :i_r:ﬂ-'-l =0

3 Funcidn compuesta.  Sea §ix) = g[Ax)]

gt h!'u — $lxo) _ i S0+ ﬁ‘!J;_‘:_ﬂLI'T"_-ﬂ']_

=D

@xg) = lim
e

Por el Problema 5-37, fix, + h) = fixql + jﬂ:‘g}:‘_-"fﬁ

Entonces E":“—_i'—hi__‘ﬂfﬂ o lfixg) + kh] = 'F.m:f'?l}-.
De nueve por ¢l Problema 5-37, g[flxg) + k] = g[fxah] + k' Lfixal] + ka®(k).
Asi, Lhih}-—@ﬂ = [4'{flxa)) + g*(ki] {- = [g'(flxg)) + g*tR][fixa) + fiM)].

Entonces '#‘{"‘D:' = ]:Eg::_ ﬁ{?_?_.hi;w = Frm-"'ﬂ}} 'ﬂﬂ:}-

o @g) = g L)) S Tx).

Las derivadas restantes se dejan como gjercicio.

Problema 5-39 EI:I Pruebe, pﬂl‘tiﬂ-‘ldﬂ dé la definicidn, que i f{x’j = %, enionces

|
Sla) = —?_pama;ﬁﬂ.
b) Prucbe que la recta tangente al grafo de f en (g, 1/a) no corta al grafo de f, excepto en
{a, 1/a)

1 I

AR —Rd) . o+ E A g, =l
Solucién. ) fla) luﬂln i il‘n; W !r:g Py -

By La recta tangente en of punto (g, 1/a) e el grafo de

il i =
gix) = < (x — @)+ = 4

Bled

8i flx) = gix), enlonces

X
= — -3+
EJ"

B

1
x
P Zax 4 at =0 = x=a

La Figura 5-7 {lustra las rectas tangentes al grafo de flx) = 1/x.
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i
3
Figura 5.7 Figura 5-8

Problema 5-40

a) Pruche que si fix) = 1/x? enlonces fa) = —2/a” para a # 0.

b)  Pruecbe que la recta tangente a fen (4, 1/4%) corta a fen otro punto, que estd situado al
otro lado del eje vertical.

Solucidon. 1 I
;Irn-ﬁj fla) o +m7 — @b _ . (—2ah — k) 2
- S T 3 et v = W
b} La recta tangente en ¢l punto (a. |/a®} s el grafo de
2 I 2x 3
glx) = = L L = ) +F!'= —?—+?
51 flx) = gix), entonces
| -2x 3
T
o
3 daxty od= 0
o

0= (x — a)f2x*— ax — ut:l = [x — a)ix + a}x — a}

Asl. x =@ 0 x = — a/; el punio {—a/2, 4/a”) es1d sitwado sobre el lado opuesta del eje vertical con
relacion a (a, 1/a’)
La Figura 5-8 flustra [as rectas tangentes ol grafo de flx) = 1/x%

Problema 5-41

Pruebe que si f{x) = /x, entonces f"(a) = ,/a/2a para a > 0.

Solucion.
fla) = tim 8D =JO), iy ETR =N _ iy (ot h—ya) (adh+fa) _
|, EeD h e I bfa + b4 \.'fﬁ'!
= i _h = _..l_.=\-"_‘:‘

#ﬂhi\,u Th+ ful Lja

P I
roblema 502 Para cada namere natural n, sea 5,(x) = x* Recordando que
Silx) = L 8i(x) = Ix, y Silx) = 3x°, deduzca una formula para S)(x). Prucbe la suposicion.
(La expresion (x + A) s¢ puede desarrollar por el teorema del binomio.)
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Solucidn. Suponemos 5(x) = mx" ' Prueha:
S.0x + by — §,[x) i {x + N"— x"

Bix) = fim et T T Se o LB e S
ol =
¥ e -
= lim 4= —p—— = lim ¥ i = (Ve e, porque lim b= 0 para j > |
Bl 1 i = Rl

Problema 5-43

* Encuentre 7 si flx) = [x].

Solucion. [fix) = 0 paro % no entero, ¥ Mxh no esta definida s « 25 un entero.
En tFEEICr, 1 X No oi cntero

Jix) = lim Jix *_".;: = flx) _ l‘ *: “’] —[x] _ |.m [_J =18 o iiml elimD=0
ke

o e

5i x ¢ entero

J1) = tim LB =)y [x 4 B] = (]
A=D

Ben
Pero lim [x + &] — lim [x] no esti definido cuando x es catero (vea Prohlema 3-116], v asi fTx]) no esti
b W0
definida

Problema 5-44 | p.,.he, partiendo de la definicién, y dibujando un grafo para ilustrar:
a) Sigix} = f{x) + c, entonces gix) = (x). b)) Siglx) = ¢ flx), entonces g'{x) = ¢ - F{x)

Solucién. o gix) = .rm geE-t T_ gix) _ oo Lix o+ B+ EL' [Ax)+¢] _
ﬁ l}
tim JEZ=IE i,
La Figurn 5-9 indicy la relacidn entre [ ¥ (f + €.
b o) = tim & gix h] —gle) el B -ty L Sl 4 J;: ) _ e o
(1] kel

La Figura 5-10 indica ln relacion entre J7y (cfy.

'lr.‘

FAVER

T=

Figura 5-% Figura 5-10
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Problema 5-45

Suponga que fix) = x,

aj  Caleule {9 (25, F136)

By Caleule (3%, £15%), Fi6%).

¢} Caleule fla®), f{x*) Si no resuelve este problema es porque no tiene en cuenta algo
muy imporiante: ({x%) es la derivada de Cen el nimero %% ; no es a derivada en x de la funcion
glx) = flx*)

Para mayor claridad resuelva d).

d) Pama fix) = x* compare "{x*) v g'(x} donde gix) = fix*)

Solucion. Slg) = Ax?

a) Flgh = 3+9%; f{25) = 3 (258 /(36) = 3 (36

Bl (3% = 19 = 3-9%; (5% = 25 = 30257 (6% = F36) = 3 (368,
el et = el = Ja*; M(x?) = 3= = 3t

a1 i) = 3x*; pero glx) = fx7) = (33 = x* y gix) = 6z

Problema 5-46

a) Suponga gix) = fix + ¢). Proebe (partiendo de la delinicion)
que g'(x) = ((x + c). Dibuje un grafo para ilustrar esto. Para hacer este problema deberd escribir
aparte las definiciones de g'(x) v [(x + ¢} correctamente, El proposito del Problema 5-45 fue
convencerle de gue aungue este problema es ficil, no es completamente trivial, y hay algo pam
probar: no se pueden simplemente escribir primas dentro de la ecuacion gix) = fix + ¢} Pama
mayor énfasis;

by Pruebe que siogix) = ficx), emonces g'(x) = ¢ flex)

¢} Suponga que §oes derivable y periddica, con perniodo a (esto es, flx + al = f{x) ¥xl.
Pruebe que fes también periddica.

Solucién. o) gix)= lim E2EH - _ g Ax+htel—fictd
k=1l f P h

&

La Figura 3-11 indica lo relacion entre "y ¢ &l glx) = fix + c)

' gix) fix 4 e

T

x+e

Figura 5-11

B ) = lim BEF A —oln) _ o Alew +ch) — flew) | o cfflex +oh) = flex)]
A0 h K13 h K0 (&

o=l ez + &) — fle)]
k

=g

eotim AXF O = flex) _ ey
W

el Si gix) = fix + a), entonces gix) = fix + a), por ab Pero g o= f ¥ asl fTx) = g'x) = fx + a)
para todo x, by cudl sipnifica que 7 es penddica, con periodo a.
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rraniems 5"“] Encuentre (x) v también ({x + 3) en los siguientes casos. Sca muy
metddico o se equivocari seguramente.
al fix) = (x + 5).
B fix 4+ 3) = x*
o fix + ¥ =(x + 5.

Solucidn. «) 5iglx) = x*, entonces §'x) = 5x* Ahora flx) = glx + 5 y usi por el Problema 5-46 a),
fix) = glx + 5) = 5x + 5%

By fix) e {x = 3P porquesi v, =% + I x = =3y flx)) = (x;, — £y ¥ quitando o subindice fix) =
=[x = 3" fix) = Six — 3% como en la parie a; 0 fix + 3) = 5x*

¢f Sixym x4 e -3y flxd=ix,—345 ofix)=(%+2" y quitando el subindice
St = ix + 21, fix) = Tix + 2% como en la parte a); fix + 3) = Tix + 5"

Problema 5-48

no serd la misma.

Encuentre [{x) si f{x) = g{t + x}, ¥ s f{r}) = gl + x). La respuesta

Solucién. 51 fix) = @it 4 x), enionces fix) = gt + x), por el Problema 546 a)
Sifit) = glr + x) entonces ft) = g\t + x), por el Problema 5-46 al, asf que fTx) = g(2x) (haciendo 1= x)

Problema 5-49 i x*, x racional
* Sea = A ;
funa funcion tal que fix) b e litheiinal

derivable en (1. [Mo se asuste de esta funcidn. Escriba aparie la definicion de §7(0).]

Prucbe que [ es

Solucidn. i o
i E & -— 1
10y = fT o e 1;_,2. T
Ahora
ik 0, 21 h es irracional
=1

rpin B, 51k oes racional
asi que lim '[Eﬂ- =0,
b0

Problema 550 | . a) Sea f una luncion tal que |fix)] < x* para todo x Pruche
que [ es derivable en 0.

b1 Este resuliado jpuede generalizarse si x* se remplaza por jgix)|? ;Qué propiedad debe
tener g7t

Solucion. o Observe que 0) = 0. Debido 4 que [ARVE] = B/ |kl < 1h), se sigue que lim fhh = 0,
ealo s, (0) = 0. L

bl Sigi0) = 0y g'(0) = O, entonces JT0) = 0. Para [Ahyk] = [gth)h] = |[athl — @l0i/RE, lo cual pueds
hacerse tin pequefio como se quiera, eligiendo b suficientoments pequefio, parque g0} = 0.

Problema 5-51

* Sean = 1.Sifsausface [fx)| = |x|% pruche que fes derivable en 0,

Solucién. Debido a que [A0) < [0/%, tenemes f0) = 0. Ahora [iANA] S [KI* . ¥ lim (A" =0,
parque & = 1, v asl lim ik = 0 Por tanto, f10) = 0 ke
[T
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Problema 552 | , Sea 0 < f < 1, Pruehe que si [ satisface |f(x) = |x|" ¥ f10) = 0.
entonces fno es derivable en O,
Solucién. [fk)/h] = [P, debido o que § — | = 0, of numero (k""" se hace muy grande cuando h

s¢ aproximi 4 0, ¥ as hm % no Existe.
Ll

Problema 5-53 | ., Sea fix) = 0 para x irracional, y /g para x = pfg reducida a su
minima expresion. Pruebe que [ no es derivable en a para cualquier a.

Nora. Obviamente es suficiente probar esto parm a irmcional (Por qué? 81 u = nagege, .. es o desarrollo
decimal de o, considere [l + k) — fla)]/h para b racional, y también para b = 000... 03, , 8, 5

Solucidn. Debido a que f no cs continua en a 5i o & racional, f no serd derivable en a racional, Sia =
w ), @ythzidy... ¢ irvacional ¥ boes racional, entonces @ + k es irracional, asi fla + k) — fla) = 0 Pern =2
o —0,00... 0a,, @,y cnloncesd + & = 0, a,a;..a, 000 yasifla + k) = 1077 mientrag h] < 1077,
asi que 1[fia + k) = fiad]k| = 1. Por wano, [fla + h) = fal]/h e cero para b arbitrriamente pequefio ¥
tiene también un valor ahsoluto = | para k arbitmnamente pequedio, luego lim fa + ‘::__ﬂ.“’. na puede

wm k=0
BRESTIT.

Problema 5-54 a) Suponga que fla) = gla) = hla), que flx) < glx) < hix)} para
todo x v que f'(a) = K{a). Pruebe que g es derivable en a y que f'(a) = g'(a) = K'a) [Comience
con la definicion de g'{a).]

b} Muestre que la conclusion no es cierta si omitimos la hipdtesis f(a) = gla) = Ma).

Solucion. a) fix) = gix) < Fx) Sea x = a + 1,
fMa + 0 = gla + 1) = ba + 1)
Restando In misma cantidad fla) = gla) = Ma) y dividiendo por ¢ = 0,
fot=fo) oot =g ; Hat )= Ko

Los miembros extremos se aproximan al mismo limite y, por tanto (teorema del sandwich), el miembro inter-
medio se aproxima al misgmo limite,

51 Un contragiemplo sin la condicion fla) = gla) = hla) s muestra en la Figurs 5-12
A

'y "

P
L _

.._.___._...-----""'_::I f

Wi

Figura 5-12 Figura 5-13
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|Frohlema 585 | Sea [ cualguier Tuncion polinomial. La linea tangente a f en
[a fle)] es el grafo de glx) = Makx — a) + fla). Por lanto, fix) — gix) es la funcion poli-
nomial dix) = fix) — [Maix — a) — fla).

@) Encuentre dix) cuando f{x) = x* y demuestre que es divisible por (x — a)’,

b) Debido a que dix)= (x — a)* cuando f(x) = x* y cuando f{x) = x*d{x) = (x — a)’{x + 2a),
hay alguna evidencia de que d(x) es siempre divisible por (x — a)®. La Figura 5-13 da una justi-
ficacidm intuitiva.

Generalmente, las rectas paralelas a la tangente cortan el grafo en dos punios; la recta
tangente corta el grafo solo una vez cerca del punto, entonces la interseccion deberia ser una
wdoble intersecciony. Para dar prueba rigurosa, primero observe que

d[-ﬂ = .ﬁx] __E{ﬁ}_ —_Ffﬂ,]

x—a X

Ahora conteste las siguientes preguntas: [ Por qué es fix) = fla) divisible por {x — a)? [Por qué
hay una funcion polinomial k tal que Ax) = dix)f{x — a) para x # a? [Por qué lim hix) = 07
iPor qué hia) = 07 ;Por qué esto resuetve ol problema? o

Solucién. o dixj = fix) = fla)ix — &) — fa) = x*— dal{x = g) = a*= x* — do's + W' =
=[x — afx*+ ax*+ o'x — W) =[x - a)ix — alx®+ 2ax + o)

By flx) — flal obviamente tiene una raiz a, ¥, por tinta, fTx) — fla) es divisible por (x = a) Esto significa
que [fix) — fla)]/ix — a) es una funcién polinomial. ¥ ssi #(x)/(x — a es la funcidn polinomial kix) =
= [fix) = Aalliix — a) = flah Entonces lim fix) = 0, por la definicion de fTa). Esto implict que Ha) = 0,

parque la funcitn b es continui Asi, dix)ix = a) tene @ comea una ralz, ¥, por oo, dixiix = a) es divisible
por {x — a), esto es, dix) es divisible por (x — a)

Problema 5-56 | . a) Suponga que fes derivable en x. Pruebe gque

' . fix+h —fix—H

jx) = lim I__..._...__._.-.r—

fix) i b7

Neta.  Recucrde un vigio trueo algehraico | un nimero no cambia st se le afiade ¥ s e quita ki misma cantidad.
** Bl Pruche, mbs generalmente, que

f{x) = lim Jix + k) — fix = &)

Solucion.

.IH-I _f T 3 .ﬁt] == IITII J[I = Pf'h_ .H"_} - IiITI -ﬂ't-l_ ﬁ'" = ﬂ

ap fix} = lim
e i1 ¥=a

Por 1anto,

imdEtR —fx—0m VLo fix+ ) =fix) oo Ax)—fx —h) = fix]
bl 2h 2 Lu-o I i h

1 h 4

B fe+h—fix—8) _ _h _fix+h)=flx) kK fio—flx -k
N+ k i+ k k : E k :
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Debido 2 gue [fix + M — A=ihy [Ax) — fx — k)& estian progimas a f1x) cuando b ¥ k son snl‘i:n:n-
Ax + k) — fix — &)
h+k
il 3 + =73 }HI] fixl Sin embargo, hay que tener cuidado con este razonamicnto por la siguiente m.:ﬂm.

[e-men[e pequcﬂns. esto podria tomarse pars deduar gue

csldl prdximo a ( g k

st ik o+ k) leera muy grande, entonoes

h . fix + k) — fix)
h+hk h '

poedria diferir de Af{xjih + &) en vabor muy grande, aun si [{x + A = fix)]/h difiere de fix) en valor muy
pequedio. Seria esencial tamar h y k positives; de otre manera, bk + k) podria hacerse muy grinde eligiendo k
proximo a — b En efecto. el teorema es falso si by & tienen diferentes signos, aun cuando b 4 & = 0 no se
permite. El razonamienio correcto es como sigue:si e > 0, hayun & > Otal que pura 0 < h = dy < k < @

lememios
— Mﬂ_'_ﬂﬂ. — fix) = &

{!f_xl—itx—k} ) <
Como k, & = 0, podemos mulliplicar estas desigualdades por bk = &y k{h + k), respectivamente. Sumando
los resaltados,
Ax + M) = fix —- k) [ § B "
("“ "T*) RERTT T m*an)”“’“(m*ﬁ'n)
’ A h = flx— k)
‘l‘ X =
5 T T £ A

Esto prucba el limite requerido,

Problema 5-57

S5180x)=x"y0 =k £ n, pruche que

SM(x) = m—f'— x*h = k1 (et

k)t
Solucidn. Pruehi por recurrencia sobre & E resultado es verdadero pama & = 0, §i
i
S n = in = k]n' %
enfonces
e £ Pl S T nlin — k) gk
e = I W=Rn—k—TT "~
S ) ae o at ik
: [ =tk =0

Problema 5-58

para todo x?
by Analice f anflogamente si fix) = x* para x =20 y fix) = —x* 51 x = 0.

a) Encuentre f{x) s fix) = |x|". Encuentre f {x). ;Existe ["ix)

Solucion. «) Debidoa gue

i X x>0
fl = §

Y Lx=,
tencmos
Ixl, x =0 Ox x>0

.rhj=‘_3‘1.ﬂ!{n f‘bﬂ= G, =0
Ademas, i0) = £10) = 0. Pero M) no existe.
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b} La misma clase de razonamicnio muesira que

o .ox=0
2 =
—-xt x=0
4x, x = 0 ] 12x% x > 0 x 2Mx , x>0
Sl = A k=T = —12%% % <0 S Mx . x =0

¥ que (0) = 0} = 0} = 0, pero que ™40} no existe.

Problema £-59 | * Sea f(x) = x" para x = 0y sea f(x) = 0 para x = 0. Pruehe que /="
existe {y encuentre una fdrmula para ella), pero que 0) no existe.

Solucién. Obviamente MYx) = [;. = :I *'pam B<k<a—1y x>0 mentras x) = 0 par

todo k & x = 0. De esias idrmulas es ficil ver que ') = OpamD < k < n = 1. I:nparmular::‘“ Wx) = mlx
pari x = 0y £~ "x) = 0 para x < 0. Ast, f*Y0) no existe, porque lim nthfh = !, mientras lim O/ = 0.

| Problena | Encuentre {'(x) para cada una de las siguientes funciones:

1
a) fix) = sen [sen (sen (sen (sen x)))]. @ fix)= 5 .
b) fix) = sen [{sen” x7 + 1)7]. R g
. ;= 3
) fix) = [ti=® + =¥ + x* + x]% N fod) = sen] — x__]_
d) fix) = sen [x? + sen(x? + sen® x)]. sen [ — )_
€ fix) = sen [6 cos (6 sen (6 cos 6x))]. = II
sen x* sen’ x i) fix) = sen
N I0= s (x—scn(—x_zm—x—))
Solucign.

@) ©cos [sen (sen (sen (sen x)))] - cos [sen (sen (sen x))] - cos [sen (sen x)] - cos (sen &) - cos x

B) cosisen” x7+ 17 Tisen” x"+ 1)%-(75en® x7 - cos x7 - Tx"),

o S+ P ] [ + A= 427 2P {1+ e 2P 14 2x] )]

d) cos [x%+ sen (x*+ sen %] [iZx + cos(x*+ sen x¥)- (2% + 2x cos £}

£} m[ﬁms{ﬁmlﬁ:mﬁx!ﬂ 6] — sen (6 sen (6 cos Gix)] - ﬁmtﬁms.tj E-l—s.t-nﬁx}-ﬁ].
{1 + sen xji2x cos x* - sen® x 4 sen x? + 2 sen x cos x) — cos x sen x* sen® X

n {1 + sen x)*

. — 1 + cos x)
Tix + sen x)
#— 3
*o xr:-sen.-r]
31’5«:n( %3 } +F o 2 ] (3: sr:nJ:—x £os x
: senx ] 560 X Cosentx
ll] (=] wen . —) sl L) L
_si:'u'f sEN X

i r:ui( )
L :-m‘.x]
I—sen.t—j L‘OSI.'J
.:—s.rn{x_ )—x[l—cn:( sen.r)_ H—b—:nxi’ ]

x = ggn | ——m— | |2
X — NEMm X
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Problema 5-61

Para cada una de las siguientes funciones f encuentre SR

[no (f=fYix)]. a) flx) = 11_:: b fixk=senx. ¢ fix)=x% ) fix) =17

Solucion.
-] -1 {1+ x?

o S =qiggr = - (l_ |—)-".= B

b fix)l=cosx = [fix]] = cos(sen x].
¢l [Slix) = 2x = fflx)] = 2-27 = 2x%,
d) fix}=0 = (fix)] = o

l Problema 5-62

Para cada una de las siguientes [unciones [ encuentre [ /{x}].

a) f)=—. B f) =¥ &) f) =17 d) fix) = 1Tx.

Solucidn.
~ — I I = -.
o = —det M= = ] ===
_._';T
H .ﬂx] = x! — }"[ft.g}] - L".‘l']l= At
i: ﬁ:i : gx . .ﬂ-ﬂ = I7 e _Ifmx]] = 17,
dl flx) = 17 P =17 = f[fx)] = M17) = 17-17,

{ Problema 5-63 | Encuentre 7 en 1érminos de g si

a) flx) = glx + gla}]. d) fix)=gix)-(x — a).

b) f(x) = g[x - gla)). e [flx) = glax — a).

c) JSix) = g[x + glx)]. £ Six + 3) = gix?)
Solucidn.

a) fix] = glx + gla)- D,[x + gla)] = g[x + glal] - | = ¢'[x + gla))

By filx) = o'[x - glal] - D,[x - gla)] = g'[x-gla)]  [x- 0 + gla) - 1] = ¢ - ala)] - gia).

e fix) = g'[x + glxp- D[x + gix)] = g'[x + @x)] - [1 + gixi]

dl Fix) = glx}: Dlx — a) + (x — &) - Dgix) = gix) {1 — 0) + [x — a) g(%) = gix} + gix) - {x — a
& fix)= gla)- Dfx = a) + (x — a)- Dgia) = glakl = 0) + {x — a)+ 0 = glu}.

N Lix) = gltx — 3] -24x - 3).

[—Pmblem" ] Sea f'(x) = x" sen 1/x para x # 0, y sea f{0) = 0, Suponga también
que h y k son dos funciones tales que

F(x) = sen® [sen (x + 1)] Kix) = fix + 1)
o) = 3 k(0] = 0.
Encuentre:
a)  f = hyio). By (k= Y100 ¢} 2'x?), donde =(x) = hix®),
Solucidn.

al (o) {0 = FMOI] - K(0) = £{3) sen {sen 1) = %sen 1/3) - sen? {sen 1] va que Fix) = xisen e =
= {3} = 9zen 13
By (k= fY10) = ETAOT - 0) = KO)- 0= -0 =0

¢l afx®) = K" 2x* = sen? [sen (x® + 1)] - 2x%, ya que a'fx) = Kix®) 2x = alxl) = ...
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Problema 5-65 gixisen Ijix. x # 0

0 x=0

* Encuentre (0) si fix) = ¥ gill) = gt = 0,

g{x] sen |

Solucion. Por definicion, f10) = lim ﬂ” . Ahora

a-+0 :-nn

im 2. — i H=E — g0y = 0

=0 w=il

Dehido a que [sen 1/x] = 1, s sigue que f10) = 0. (Vea Problema 3-63.)

Problema Usando la derivada de fix) — 1/x encontrada en ¢l Problema 5-1 d),
encuentre (1/g)(x) por la regla de la cadena (derivacion de funciones compuestas).

Solucidn. La regls en cadena =
(%) (¥ = (o g() = fTat)] g0 = ~ Loyl

ya que fogix) = flglx)] = —os porque fix) = = ¥ flx) = — -

| Problema 5-67

a) Encuentre ["(x) para —1 < x < | si f{x) = J1 — x

by Pruebe que la recta tangente al grafo de fen (a, /I — o) corta al grafo solo en ese
punto (y asi muestra que la definicién geométrica elemental de recta tangente coincide con la
nuestra).

Solucidn. o La regla en cadena v el Problema 5.1¢) =

1
K= =2 - -
£ 21 == S JI=R

fh) La recta tangente en el punto (a1 — @) es el grafo de
i

gix) = _-..,IT—:?- = a) + T —a°
Asi, 51 fixh = gix), entonces
3 —if —1
fT = = (x—a)+, /1 —a
& o= o ¥
Elevando al cundrado
it — )
| —x? = :fx u':!——la{x—sa]-l-[ at

Multiplicando ambos miembros por 1 — o', y reduciendo términos semejanies, —xt—pi= —2gx cslo e
[x =g =0 2= x=a

Observe que ¢l mismo razonamicnto muestra que g no corta el grafo de flx) = — /T — &%, que &5 la mitwl
inferior del circulo wnitarie,
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lm 348 | -» al Pruebe que & [ es derivable én &, entonces |f] es también
diesiwable en g, siempre que fla) # 0.

B D¢ un contragjemplo si fla) = 0.

e} Pruche que si 'y g son derivables en a, entonces las funciones max (f, g) y min ( f, g) son
dierivables en g, siempre que f(a) # gla)

&) D¢ un contracjemplo si fa) = glak

Seducion. o) Porser fderivable en o, es continua en o, De que fla) o 0, se sigue que flx) # 0 para iodo x
o mn intervalo alrededor de o Ast, = [l o f = —|f] en este intervalo, ¥ fFla) = Pla) o e = = Clak

Tambiin o posible usar b regls en cadena y o Problema 537 | =/, y asi

- 3fix) - f1x) = fle) - A2
- izl - 1zl = fx) T

|

=

ix =
2-\.!'

b Sea fix) = x — a.
e} Se deduce de ln parte a), porque max (gl = [F+ g+ [ = gl 12 ymin ({g) = [F+ g = |/ = pl]2
) Use el mismo ejemplo de la parte &), cligicndo g = 0

[ Problema 5-69 | ... Prucbe que si (™gial] ¥ g"™ia) existen, entonces (o g)™a)
existe. Es initil buscar una formula para (f = g)i™(a), como comprobara s efectia algunos ensayos,
Para probar que (f = g)'™(a) existe tendri que idear una propesicion sobre (fo gi™a) que pueda
probarse por induccion. Ensaye algo como; «(f = g)"a) existe ¥ 5 una suma de 1érminos, cada
uno de los cuales es un producto de érmines de la forma._».

Solucién. Las Brmulas

1aalix) = Flulx] - o'l
(owfixh = fTgia] [Tl + Mat] - g'ix,
o) lx} = fTaleh] [t} 4 20 Talx)] - g'tx) - g"(x) + FTalx)] - @lx) + g"x) + Talx)] - g"(x),

Mevin a L siguiente congeturs : 51 T gla)] v o'"a) existen, entonces (s gj'™{a) existe ¥ s una suma de términos
de la forma

e [ata]™ <o (™4 ]™ - /2 [wal]

para algln numero o enleros no MEgaNvos my, ..., M. ¥ nimero natural & = n Pama probar esta proposicion
por induccidn, abserve que e verdad pari n = 1 (con g = m; = k = |} Ahora supongamos que pari algin
n catid proposscidn s verdad para (odos los nimeros o @les que M'[gla)] ¥ @'™(o) existen. Supongamos gque
S W gdeal] ¥ g™ ") existen. Entonces g'x) deberd existir para todo k = n y todo x en algin intervalo
alrededor de a, ¥ MYy deberd existir parma todo & < » ¥ 1odo y en afgin intervalo alrededor de gla) Debido
a gue g es continug en d, esto implica que ™ g(x)] existe para todo x en algin intervalo alrededor de . Asi
I propesicidn & verdadern para todos estos x, esto s, (o gi*™(x) es la suma de términos de la forma

o= [aa)™ - o [ Na)™ - Mata), myam = 0,1 S k< n
Por consiguiente, (o g)"" "ap es una sumi de terminos de Ia forma

comfgla)]™ - [o ™ [ Ya)]™ M gta)] my > 0

e-[olal]™ " - [ Na]™ -V adal]

Problema 5-70 |
g tal gque g" = [

al Si flx) = ax" + a4, (x"' + ... + 4y encuenire una funcidn
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X h b h . ;
by Sifix)= ?‘,- + ;“i— + o . ENCUCRIrE una funcion g con g' = f.
a b h 1
£l ;Hay una funcion f(x) = 4o 8y +—— o+ al que ix) = =
| ¢H funcicn f(x) ﬂ x’ Jc:ll Tix) x"
+ 2
Solucidon. af Podemos elegir glx) = <" —I + Oy g X u e 5—'; + @gX + ¢, para cualguier nig-
i a4+ 1 n
hox”! box~d [P Sl
= —l— i ——L——-- —
b) Sea gix) T — e —
¢} No, la derivada de fes
- b ) mb
Fix) = na x4 . 4a,- ;{;— - _J:"I_ = s o

Problema 5-T1

** Muestre que hay una luncién polinomial fde grado n 1al que:

a) f'ix) = 0 para exactamenle n — | nlmeros x.

By fix) = 0 para ningdn x, 5i 7 5 iMpar.

¢} [ix) = 0 para exaclamenle un x, 51 o 5 par,

d) f(x) = O para exactamenle & nimeros x, si n — k s impar.

Solucion. a) Sea g una funcidn polinomial de grado n — | con cxactamente m — | ridces, entonces
g = [ para alguna funcion polinomial de grado n (Problema 5-70).

b Procediendo como en al, partiendo de una funcidn polinomial ¢ de grado n — | con ninguna rake
{observe que n — | es park

¢] Podemos proceder como en a), o simplemente observar que fx) = x” tiene [ propiedad deseada,
d]  Procediendo como en a), partiendo de una Tuncion polinomial g de grado n — 1 con & rales,

Problema 5-12 | , a) El nimero a se llama «raiz dobles de la luncién polinomaal f
s fixh = {x — a)® - gix) para alguna funcidn polinomial g. Pruebe que a cs una raiz doble de f
51, ¥ 50lo 51, a o5 una raiz de fy [,

b) ;Cudndo f(x) = ax® + bx + cla # 0) tiene una raiz doble? ;Qué dice la condicidn
geométricamente?

Solucidn. &) 5 aes una rair doble de £ con 16 gue Tx) = (x — a)¥gix), entonces Mx) = (x — agix) +
+ HNx — algix), luego [a) = 0. Inversamente, 91 fa) = Oy Ma) = 0, entonces fix) = (x = akgix) para algln g,
¥ fTxl = Ix — al'lx) + glx) luego O = fTah = gla); por tanio, gix) = (x — aphix), ¥ fix) = (x — a)*hix}

b} ladnicaraizde 0 = f{x) = 2ax + besx = — -%.-d.:manmqu:fﬁ:ntunamizdnhlnsi..jsalusi.

3

* ey
ﬂ"f(‘ ;ﬂ]-u "q%:')i-b(—ﬂf— +em =4

o b= dge = 0, Geomélricaments, ésti es, precisamente, b condigion de que el grafo de ftogue ¢ ge honi-
zomial en el dnico punto —b2a. (Compare con la Figura 5-12, Problema 5-55.)

Preblema 5-73
cuentre d'a).

81 f es derivable en a, sea dix) = fix) — [M(al{x — a) — fla). En-

Soluciéon. Debido & que dix) = fIx) — fTa) tencmos da) = 0. Logen a e una ralz doble de o [vea el
problema anterior, parte aj].
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Problema 5.74 | ,, Sean a,,....4, ¥ by, ..., b, nimeros dados.

a) 81 xy, ..., x, son nimeros diferentes, pruche que hay una funcion polinomial [ de grado
2n — 1, tal que fix;) = fix;) = 0 para j # i, ¥ fix)) = a; ¥ f{x) = by (Aqui recuerde el Pro-
blema 5-72)

b} Pruebe que hay una funcién polinemial [ de grado 2n — | con fix) = a, v [x) = b,
para todo L

Solucién., a) Obviamente /tendrd gue ser de la forma

L]

fa) = Mix — x}ax + B
=l
i

[debido a que cada x, j # § e una raiz doble, por el Problema 5-72). Par tanto, es suficiente mostrar que a ¥ &
pucden clegirse de modo que fix) = a, ¥ fTx) = b, Si cseribimos S en la forma Tx) = g{x)lax + 6), entonces
debemos resolver

[aixda] a + gix)-b = a
[gixdx, + gix)]a + gix)-b = b,

Estas ecuaciones pueden siempre resolverse porgue
[atxde] - glind — [oixdx, + alxdloix) = [olx)]* # 0
b} Sea f la funcidn construida en la parte a), v ses =+ ..+ [,

Problema 5-75 s : i
uponga que a ¥ b son dos raices consecutivas de vna luncidn po-

linomial f, pero que a y b no son raices dobles, de modo que podemaos escribir f{x) = (x — a)
{x — blg(x) donde gla) = 0 v glh) = 0.

a)  Pruebe que gla) v gib) ticnen el mismo signo. (Recuerde que a v b son raices consecutivas)

) Pruebe que hay algln nimero x cona < x < by "(x) = O [Dibuje un grafo ilustrativo,
Compare el signo de ((4) y (b).]

¢) Ahora pruebe el mismo hecho, aun si a ¥y b son raices maltiples (8i fix) =
= {x — af™x = b)"gix) donde gla} # 0 y g(h) # 0, considere la funcion polinomial hix) =
= fxWx — @) 'x - b L)

Este tcorema fue probado por el matemético francts Rolle, en relacidén con el problema
de aproximar raices de polinomios, pero el resultado no fue establecido originalmente en tér-
minos de derivadas,

Solucion. a) 5igla) y gib) tienen diferentes signos, entonces gix) deberia ser 0 para algin x de Ja, b,
o cusl implics que fix) = 0, contradiciendo el hecho de que a y b sen mices consecutivas,
b) Tenemos fx) = (x — blglx) + (x — bgix) + (x — ablx — Blgix) de manera que
Sa} = (o - Blaia),
Sby = (b — alg(i) .
Como gla) y gib) tienen el mismo signo, fla) ¥ STk tienen diferentes signos. Asi, fix) = 0 para algin x
en |a, b, perque {7 cs una funcidn continua. (Vea Fig 5-14.)

—_— = o —
i

a x b

Figura 5-14
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¢) Debido o gue flx) = mix — )" 'ix — Bfglx) + {x = af™nix = b 'pix) + (x = af™x = BFyix)
REmEMDAa
hla) = o — bla).
bib) = ma — bigih),

de modo que k(a) ¥ bib) tenen diferentes signos, y klx) = 0 pamm algin x en Ja, b[, lo cual implica que fx) = 0

Problema 576 Suponga que fix) = xglx) para alguna funcién glx) continua en 0,
Pruebe que [fes derivable en 0, y encuentre {x) en términos de g.

Bolucign. Ji0) = lim S — D) _ s hﬂﬁl—_n = lim gih} = glll) porque g cs continua en 6,

w0 h L]

Problema 5-77 | . g, 10nea que fes derivable en 0, y que f(0) = 0. Pruche que f{x) =
= xgix) para alpuna funcion g continua en L {jQué ocurre s trata de escribir g{x) = f{x)/x7)

Solucidn. Sen

ﬂ.:_l_ y X g
gix) = ¢ *
Ty , x=10

Entonces fix) = xgix) para todo x, ¥

08 = 110y = tim =IO _ i gy
[ ] Fadi

¥, o fantlo, g es continua en 0.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Halle las denvadas de las siguientes funciones:

1. p=xt—de 4 Ix=3 Besp.: v =5 — 1227 + 2
o IR ¥ 5 _ 4 AT Tl e iy
- y= FE+x 0,5x% Resp.: ¥ 3+2x ax
L oy = akt 4 bx o Resp.: ¢ = 2ox 4+ b
5xt & 15x"
i Pomimmon Resp.: ¥ = ——
5 y=art+ b~ Resp.: v o= mar™™ " + Bim + sje=""!
* 4 b ; fax”
b y= X0 Resp.: ¥ = _—
Jaa B JT o+ B
n ) .-
T Y= = +Inl Resp.: ¥ = =
B y=Redt 2t g3 Resp.: ff = 207W3 — 500 _ 3074
o B
y = x2 ¥t Resp.: § = 5

Resp.: ) = — -—

xlll
1 i b : ab a_
W= LN



16.

17.

©

19.
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a + hx )
P e Resp. .
x + 3
b S Ty Resp. .
2 I .
Y= 0 " Resp.:
ym Lotz Resp.:
| =z
y=5senx + Jcosx Resp.:
y=1igx — colgx. Resp.:
}I"FEI+M¥_ Resp.:
M X = C08 X
yo=2isemt — (17 = 2)eost. Resp.:
¥ = x colg x. Resp. !

Halle la derivada de las siguientes funciones {aplique la regla

0.

.

B B

yo= {1 + 3x — 554

- (=22)
S0 = (20 + 3bp).

yo= (3 27

i | |
T | A T I |

o=l = x5

y=j'n+1'r.1].

y o= (a2,
¥ =3 — 2sen 2"
-tgx —
y=igx =3
y o= Jeorg x — Jfeolg 2.

¥= T+ Scos'x,

g’ x + —;— g’ x.

x = cosec? |+ seel I,

1
= = g s

1 |
Y= Feesx  cosx

Isenx — Jcosx
y= |2 EL K

TR =T

Resp.:
Resp. :
Resp. !
Resp.:

Resp. !

Resp. !

Resp, :

Resp.
Reap.:

Resp,:

Resp. -

Resp.:

Resp. :

Resp. !

Resp.

b o e —ad
& e+ dxi®
pas1 —lx"—'ﬁi-l-!_'l
Y= =5+

| — dx
V= omop
—— &
JI =
S5cosx — Jsenx
, 4
YU et

=

{sen x — cos x)°

b
4

¥ o=rteent

4 X
Y = Colg X =
Fu R T ==

parn dervar funciones compuestas):
§ = 30{1 + 3x — Sx¥PH3 — 10x)
Ja (_wf_+£]’

C [+

Fly) = 12ab & 18b7y

¥ea

¥ o 1603 + 227
, |
)= =1
—=X
bx?

- T er

. "
y=- =

j'l b

¥ = —10cos x{3 = 2 sen x)*
s b—gtx gt
s = coT %
s = o
4 ann’xvn"ér-:-lg_.;
¥ =2— |5cos’ xsen x
— 16 cos 2t
T
sen X
Y= —Fews
_ sn'x
¥ = costx
yo_ deosx+2senx
i 2/ 15senx — 10eos x

181
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I ' 2cosx Isen x
B,y = e+ ey sl e
T & . Y - s, T [ PP
IT.  y = scn 3x + cos 5 HigyE Resp.: ¥ = 3cos 3x g sn g+ HTOW:
W yp=senfd =5x+ 1)+ 151. Resp.: ¥ ={2x—Shcos(x - Sx + 1) — e
" R
X
9. flx) = cosfox + ) Resp.: fix) = —zsenfzx + f)
4. fir) = sentsen it + @) Resp.: fT0) = sen (21 + o)
41, }--m’ixw’ %. Resp.. J'I= |55u115_xm5_xw2 _‘;;_
- —§—s:n’5xms %m%
1 4 T
el L g 3 Resp.: ¥ = g
arf==1 |
e r=5l 37 Resp.: ¥ = e
43 ¥ 3]?-; -2 P I" J{_t_— IlT":__: > 2..5!:
a4+ bxt 1" | .__'._"abmn-t'"'la+b.t"}""
M, y= (&-_. ] - Resp.: y' = Ta = b
s ) a— Ix
45, = fa+ x)Ja - x. Resp: ¢ = —
¥ ]'\' i ¥ 1‘,"‘1___1;
——— —— 3 3 .I:Ib .
4.y o= Jix + aix + Bix 4 e Resp.: ,r-x—‘”{.‘i&‘ﬁ_ﬁ‘:’{lﬁ

20ix + alix + Bix + €

— -
a6 == V" + 4y Resp, . g.;-— =rmD = L_E’_Yrﬂ
&y FL- +49

I i dx y—da
M = — i Resp.: x'=——=0, = 2
W — 3 d'}l ! \il'{z"‘}'__y!i‘.
=1L H (2 — f)sen 2x
8. y=.asen’x + foos x Resp.: y' = e
v P 225" x + floos? x
0. T = (2 + 103« )53+ 2. Resp.: [l =2(Tt + @ ¥3r + 2
Caleule la derivada v = % de las siguientes funciones y, dadas en forma parameétrica :
X=2 -1
' { d_‘,l' 3 |
51, ' i i Resp.: ¥ = = I

1
S

I 2 ‘ _I_—‘_ZI'
7= (i)’ Rewp.: ¥ = 33T
2at

53, ST TRE . =3
all — £ Rowps. ¥ =19
 Eea e

PN

Sk e pataoitl U
. _h'! empl ¥ =g %
¥ T+




LA DERIVADA 163

~
X l:.“.'. d. i
e Respii ' = o = ——
) y=Ji de 397
il ik dy __t+1
5 sl ———
5. £ —1 G e Ji e 3 1)
e JE+ 1
x = alcos § + 0 sen i) dj
- Resp.: §¥=—— =gt
L ‘ y = alsent — 1 cost). ep: K=y =18
x = acos L. ;i "
e ‘ y o= bsen’ L Rempi, Y=g =—7
x = aeost L d b
¥
- = e g == = [
. ‘ ¥y = bsea’t R dx a 'k
= m!r
- 4
&0 e Resp,: ¥ = T}:= +gtt
] j‘ = _?ﬂ_,!__
o0z 2t
. x=2+% . "
61.  Demucstre que la funcidn dada per las ecunciones paramétricas ;_1.' - i g2 satisface a la ecuacion
d F) d A
Pr(-di-) +2[—n.i-).
Halle la dérivada y' = % de las siguisntes funciones implicitas y:
2
(¥ 8 Ix — Sy + 10 = 0. Resp.: _,f---s-
x? : - bix
63, -E;—+ pr = 1. Resp.: V' = =
3 xd
&4 3y =ad Resp.: § = = ?—
H x3x 4+ 1y)
6, x*axlyayr=0 Resp.: yf = —— +‘2';-L
8. x4+ fy= fa Resp.: ¥y = — —i—
0. FE L IF - TR Resp: ¥ =L
= 24
3 * il i — ] =
éa. =x—-";-- Resp.: ¥ == —y£ﬁ+z.x,-
. =i 5
. 3?3'1' -+ 4}’
10
&9, y=x - 03seny Resp.: ¥ = = qus?
T0. wecos’{x+ ¥M=b Rewis Ao =1
1
72.  Halle ' en el punto M{l, 1) 5 2y = | + xp'. Rasp.: y = =

73. Halle ¥ en ol punte P2, 1) s {x 4 p* = 27(x — ¥). Resp.: ¥ =0
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x? gen ~:- sx
Encuentre lu derivada de ln funcion fix) = * en x = 0. Resp.; fl0) =10
0 s x=0

Pruehe gue s Fix) es denivable en x = @, enlonces

lim - ) = A )~ afta)

xj‘la] = uﬂx] A0+ Ax)fle) — ofla + AX) _

aag '|.l -|:I Ax =

= tim A gy f+ A0 =D ) — afte)
A=l Y n\.l—‘l'l

Suponga que flx) ¥ gix) se anulan cnx = 0y son derivables en x = 0 Pruche que
fie) _ S10)
i o~ )

5 g0} # 0 Use esto para caleular el limite m —--;'-:-.
a0

&

x i 0X = X

iPara qué valores de o y b la funcidn flx) = es derivable en 557

ax + b 51 x > x5
Resp.: a=Txgp. b= —
Neda. Tenga en cuenta gue la funcion debe ser continia &n sp ¥ qus

.ﬁx" - ﬂxn} = fim A fisal

" no -t K — g
iLa lunciém fx) = [x|* es derivable on x = 07

Proebe gue s flx)es derivable en x;, entonces

lirl'nlu[_]'{m:1=| 3 —ﬂl) = ,I'Ix.ﬂ] = fxa)

-

Partiendo de la ecuacidn

1 _
I+ x4+ ... +2"= I*___l
==
obtenga [brmulas para
gl 1+ 2v+ 30 + ..+t B P+ 2R+ I 4 L+ oatxn

{Derivando ablenemos la primera, y con algunas trunsformaciones llegamos a la segunda |

Halle It sepunda derivada de las siguientes funciones:

gl y=x* 4 Tx® — Sk o+ 4 Resp.: y" = 56x + 210x*
b ¥ = sen’ x. Resp: y" = Zoos 2x
1
4 P=gEE
2+ x4+ 2 "
Demuestre que la funcidn § = ————~ catichice 4 1a ecuncidn diferencial 1 + ¥'* = 2py
Halle v, & p= 2% =5x7 + Tx — 2 Resp.: y" =6
Halle (3}, si fix) = S2x - 3)* Resp.: (1) = 4320

Halte 341, 4 p = sen 1x. Resp; p"' = =6dsen Jx
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La ecpacidn del movimiento de un punto, sobre ol gjeOx, ¢ x = |00 & S5r — 0000 - ¢*. Halle 4 ve-
locidad ¥ la aceleracion de dicho punto para los instantes 1o = 01, = 1505 = 10,

Nara, Recuerde que v = veloodad instantinea = —‘}: ¥ que aceleracion instantinea

_ode d fde)  dix
S i T ar

Resp.: La velocidad v = 5; 4997, 4.7, La aceleracidn a = 0 — 0006 —0,06,

Por lu circunferencia x® + y* = o' s¢ mueve el ¥
punto con una velocidad angular «. Halle ks ley +
del movimiento de su proyeccion M sobre o
eje Ox, 51 en el momento ¢ = 0 el punto ocupa la A
posicion Mgla, (L Halle v velocidad ¥ la ace-
leracion del movimiento del punto M. (A qué i
es igual la velocidad v la aceleracidn del punto

M, en el momento inicial ¥ en el momento en

que pasa por el origen de coordenadas? jCudles P
som o mayors valores absolutos de la veloci-

dad v Ia aceleracién del punto M7

_tu-————

My

Resp.:  La ley del movimiento del punto A,
e x = g ooswil; In velocidad en €l momento ¢ o
p o= =g sen wi; la aceleracidn en el momento -

es —an” cos wi La velocidad inicial es igual Figura 515

a {}; la accleracitn inicial es —ae® | I velocidad

cuando x = 0 es +aw; la aceleracion ceando x = 0 es 0 El valor miximo de la magnitud absolute
de la velocidad es e, El valor maximo de la magnitud absoluta de 1z aceleracitn es aw’,

Empleando la formula de Leibniz, halle y**
a) oy =1(l = x% cos x Resp.: ¥ = (1 — x%)cos (: * -‘12:1} - Inx cos (.‘4 e u)—
—nfn — ) cos (.: 1 IL'—I;]—H)
g B el [ (I e
b y=1FX Resp.: yow A=W 1-3ec@r=3) py  0n gy
Jx F o s
Nota.  Halle primero ls denvida n-gsima de cos x en o) y de ,‘."E en b). (Wea ¢ gjercicio %iguh:-nn: priara
un ejemplio.)
Halle la derivada n-gsima de las siguientes funciones:

@)y = sen x.
Y Resp.. y = cosx = sen (.:r + -;-)

¥ o= —zen x = sen (x § 2 -:—}
R
X u—:mz=mn(,w+'!-?}
]
JI_w=s:m.'r.'=tas=r:|1['lc + 4 .,)

x
_1“"-9(:11(3:-!:.,)

b) ¥ = cos2x. Besp.: ™ = 2"cos [Z.‘I +n :)
e I (o ! itk
) y= 55 Resp.: v = i+ xr T
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95.

i x i " !
g} ¥=g——i Resp.: y = = X"

¢) y=senfx. Resp.: i - 21 mlk + = 1) -;]
ity
Halle J;‘é-' para las siguientes funciones:

X = g cos L |
aj Resp.; ' & = ——p
¥ o= asen L asene |
x

=HBD-I"L 1

v, i v o= asen® 1, Resp.: ¥ ~ oo iseni
x

= cos M.
o p o= senir R e
4 i Lo Jeotgtt
Halle 55 para ‘ ok Resp; ¥ = =28
diy x = gl = sen @), i 1
Hmeg:_t‘y para } y = gil —cotfl. Resp.: y' = — —— ey
[ i I 1 : X ¥
Halle H‘;;JT s a) p* = 2px; b'l?-'l‘"-s: = 1.
A h*
. CIRY! . - "
Resp.: a) ¥ i k) =
a) Halle y" en cl punta (D, 1), 8 x* — xy + y* = L
b} Halle y" enel punto (1, 1), six® + Sxv + 37 — 2x 4+ p— 6 =0
cl H:J.I.c-H?Jlrcnl:ipu.nmli,l},six’+Zx_1.r+1.l’—4x+2y—2-0.
¥
d) Hﬂllt-fﬁ“i—.m;’+f-w:.
: i [ T BRIy DTl oSS L. ]
MF.. ﬂ]"“"]-aq b]“'"—q t}}r"ﬂdﬁ__ ?_

JPara que valores a, by ¢ la funcidn

sl o= Xy
fix) =

tiene ung segunda dernvada en x,7

ar® + bx + o5l x> xg

Resp.: o= 3x5, b= =3x], ¢ = x3

Apliciciones geométricas de la derivada.

iJué dngulos forman con el ¢jo de 1as & las igngentes a o curva v = x — x¥ en los puntos cuyas abscisas
son: glx=0; Bx=12,;, ¢Jx=17
Resp.: a) 45 ; b) 0¥ ; ) 135
L0ue hngulos Torman con ¢l eje de abscisus, al cortarse con ésie en ¢l origen de coordenadas, a) las
sinusopdes ¥ = sen x ¥ ¥ = sen 2x, &) In tangentoide ¥ = tg x7
Resp.; @) 45 ;arcig? = 63° 26
b} 45

Halle los puntos en que las tangentcs o le curva y = 3x® 4 45 — 122" 4 20 sean paralelas al eje
de abacisas.
Resp.: (0, 200 (1, 15); (=2, =12)
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#%. (En qué punio la langenic a la paribola y = x* = Tx 4 3 es paralela a Jo recta 5x + y — 3 = 07

101,

103.

104,

107,

10

11

Resp.: {1, =3

Halle I ccuacitn de Ja parabola v = x* + bx + ¢, que &5 fangentc o la recta x = y en el punto (1, 11
Resp.: p=x"—x+1

Determine ln pendiente jo cocficiente angular] de la tangenie a la curva * + 3% = xp — T= 0 en

el punto (1,2) - |
Resp.. m= —

11
JEn qué punto de la curva ' = 2x Ia tangente e perpendicular a la recta 4x = 3y + 2 =07

T

Escriba las ecuaciones do la tangente v de la normal & la paribola v = /% en el punio cuya abscisa
es 4,
Resp.: Ecuacion de s tangente: x — 4p & 4 = 0
Ecuacion de la normal; 4x + y — 18 =0

Esiriba las ecuaciones de la tangenie ¥ la normal a la curvi en ol punto dado: al y = x* + 2x7 —4x — 3
en{—251; B v =1g2ven (0,00
Resp.: a) y—5=0;x+2=0

1
B p=lx:ym= = T

-
adh
-"n-_-l-

Escriba las ccuaciones de la tangente v Iz normal a la curva en el punto (2,2}

o

E
|

l-:r

-

Resp.: Tx — 10y + 6= 10
lox Ty — H =10

Eseriba la ccuacion de lz tangente a la curvat x = i cos 1. y = fsent en el origen de coordenadas v

en ¢l punto [ = ; A5
Resp; y=D0ifz+dxt(n=4dp—- "3 =10
Escriba las ecuaciones de la tangente y la normal & Wi curva x* 4 3¥ 4 2y — 6 = 0 en o punto de
ordenada y = 3,
Resp: x4 by =11 =0 b =35y 421 =0

Escriba la ccuacitn de ba tengente a la curva x* + »* — 2xp = Oen ol punto (1,11
Resp.: x+y—2=10

Escriba las ecunciones de las tangenies v de las normales a la curva y = {x — 1)x — 2Hx — 3} en
sus punios de interseecion con el gje de abscisas.
I

Resp.: Enfl, D):ys 26— 2;p=—_%

EnfZ:y=—-x+2:1y=x
En (3, 0):y = 2% — 61y = 2

|i.|

2
x

Escriba las couaciones de la tangente y Lo normal a la curva v® = 4= + Bxy en ¢l punta (1,2),

Respi; Mx=13p 4+ 12=0: 13+ 14y — 41 =0
Diemuestre que e segmento de tangente a la hipérboln xy = o, comprendido entre los ¢jes de coor-
denadas, esta dividido en dos partes iguales por el punto de contacio,

Demuestre que en la astroide x*7° + y** = a* ¢l scgmento tangente, comprendido entre los cjes
de coordenadas, tiene magnitud constante e igual a e
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114,

117,

118,

11%.
120,

121.

122.

123,

124.

115.

126,

127.

LA DERIVADA

Demuestre que las, tangentes al Tolio de Descaries x” + 3 = 3axy en los puntos de interseccién con
la parabola v* = ax son paralelas al gje de las .

Demuesire que la suma de las coordenadas de los puntos de inferseocion con los ¢jes coordenados de
la tengente en un punio cealquicra a la pardbola x'? 4+ p'* = ' cs constanie ¢ iguala a.

Demuestre que ks normales 2 la envolvenie de la circunferencia £ = aloost 4+ fsen L vy = afsen i —
=1 cos ) Son tangenies a la circunferencia x* + 3* = o

Halle ¢l &ngulo de interseccidn de lns pardbolas cuyas ecuaciones son y={x — 2} "y vy = — 4 4 bz — x%
Resp.: 407 36

J0ué dngulo forman entre si las parabolas y = 2" y v = x* ol cortarse?

Resp.:  En el punto (0,0) las parabolas son tangentes entre si; en el punto (1, 1) se coran bago ¢f dngulo

I g
_T- = B 8.

Diemuestre que las curvas y = 4x* + Ix — By y = x* — x + 10 son tangentes entre st en el punio
(3. 34). ;Ocurrira o mismo en el punto (-2, 4)7

Demuestre que las hipérbolas xy = a@® v x* = " = b* 52 cortan entre s formando un hogulo recto,
Demuesire que el circulo x¥ 4 ' = Rax v la cisoide (2a — x) y* = x%,

a}  Son perpendiculares en el origen.
by Se cortan en dngulo de 45" en olros dos puntos,

e arc 1g

Se da la pardbola ¥ = 4x Caleule la longitud de los segmentos tangente, normal, sublangente ¥ sub-

normal en el punio (1,2} -
Resp.: S, =8, =2 1=n=2,2

Demuesire que Ia longited del segmenio normal a cualquier punio de la hipérbola equilatera x? - ¥ = o

o4 igual al radio polar de dicho punto.

Demuestre que la longited del segmento subnormal de la hipérbola x? — 7 = 2% en un punto cual-

qutera de la misma, es igual & la abscisa de dicho punto,

: '-1 . *
Demuesire que los sepmentos sublangentes de la elipse %, + -i—;— = | y de la circunferencia x* +

+ 3 = a* en los punios de abscisas iguales, son iguales entre si JQué procedimiento de construcelon
de Ia tangente a la elipse se desprende de lo antedicho?
Halle la Jongitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal a la ciclode

x = gt = seni)

¥ = afl - coxi)

Resp.: Te= Irmm-;- ] ;—: N = lasen r_.,_-: 8, = usen

r

p| =

tg-!__;: S, =osent

x!

La ecuacion de la trayectaria de una pelota es y = x — on Lsiendo |3 unidad de distancia un metro,
&l gje de las x horzontal y el origen ef punto desde el ceal se lanza L pelota.  g) (Con gué dngulo se
lamza Ly pelota” &) (Con gué dngalo dar la pelots contra una pared vertical, sitoada a 75 m del
punto de partida? &) Sila pelota coe en una azotea horizonial de 16 m de alto, jecon qué dngule dard
en la azotea? o) Hila pelota se ha lanzado desde la azotea de un edificio de 24 m de alte, jcon qué
angilo dard eén ¢l suele? ¢ 51 s ha lanzadoe desde la cumbee de unn cuesta, wchinnda hacia abajo
en dingulo de 457, jcon qut dngulo dard en ol suclo?

Halle los puntes de contucto de las tangentes horizontales v verticales de cada una de las siguicnies
CUTYaS

d) y=5— 2 Resp.:  Haorzontal, (54, 25/8)
b 3 —6p—x=0 Resp.: Vertical, {=3,1)
€} x4 Gxy 4 250 = 16, Resp..  Honzontal, (3, — 1), i—3,1)

Vertical, (5, —3/5), (-5, 3/5)
dy i — Bxy 4+ 257 = BL
£l x? = 2dxy + 169" = 25,
169 + T0xy + §° = 144,



CAPITULO @

Diferenciales

Sca v = f(x) una funcion derivable en su dominio, entonces

;o Ay
o) = i 3% @
con Ay = flx + Ax) — flx).
De la ecuacion (6-1) pedemos concluir que cuando Ax se aproxima & cero, i—: e apro-
gima a fx]). O si se designa por £ la diferencia entre E} ¥ f1x). es deair,
Ay
= = b 0 6-2
T Mx) + 6, Ax # i6-2)

entonces € —+ 0 cuando Ax — 0. Multiplicando ambos miembros de la igualdad (6-2) por Ax
se tieng

Ay = Mx)Ax + eAx 16-3)

Por tanto, si Ax s¢ aproxima a cero, £ tiende a cero y eAx se aproxima a cero, Es decir,
Ay = flx)Ax.

Definicion.  Siy = fix)es una funcidon denvable en su dominio, entonces

a) dx se llama diferencial de x, y se define por la relacion dx = Ax
b) dy se llama diferencial de y, v s¢ define por la relacion dy = [x) Ax o df_ (k) = M)

La Figura &-1 ilustra este concepto.

i
¥ = fix)
MR :

Olx 4 A, 3 4 AY) 1gz=--ﬁ=_ﬂ.ﬂ
PM = dx = Ax
MR = fixjAx = dy
Ay =dy + eAx
RQ = eAx

z

£

Figura &1

169
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Nota. De dx = Axydy = fix)- Ax, al dividir las ecuaciones entre s oblenemos

dy = fixpdx si it;ﬁﬂ:-g- = fx) (6-4)

La igualdad (6-4) expresa la derivada como cociente de dos diferenciales. A veces s¢ usa
la notacién dy/dx para designar la derivada de ¥ con respecto a x, simbolismo que no se debe
confundir con ¢l que acabamos de definir. Sin embargo, 4 veces es conveniente considerar la
derivada como cociente de dos diferenciales.

Diferenciales de 6rdenes superiores

Se llama diferencial de segundo orden la diferencial de la diferencial de primer orden
d?y = didy)

En forma analoga se determinan las diferenciales de tercer orden y drdenes sucesivos.

d?y = didy) = d[f1x) - Ax] = [flx)Ax] Ax = flx) - Ax - Ax = [x)-
- Axt = Mxdx?; Ax = (dx)?

Teorema. Siy = flx)es derivable para todos los valores de x en su dominio, entonces dy = f Txplx
si x es o no una variable independiente.

Demostracion. Sea y = flx) y x = git), entonces y = f[g(¢)] y su derivada estd dada por

dy _ dy dx
i T &3
y su diferencial por dv
dy = 'Ef:" - dr (6-6)

_ dy  dx
d_'l." = H .dl' dr {ﬁ-'_.l'}
La diferencial de x = git) es
dx = %‘}dt (6-B)

De (6-7) v (6-8) s obtiene dy = j—i dv = fxkdx. Ademas muesira gue % = f{x} es decir,

el cociente de dos diferenciales a pesar de ser x = glr)

Algebra de diferenciales

dic) = 0.

dix") = nx"" ‘dx.
dicu) = edu.

din + v) = du + dv.
diur) = udy + vdu,
/o) = widu — vy

.
") = mw 'du, v es funcidn de lunciGn.

i}

e - HE LR
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Neara, Muesire gque el leorema anlerior no se cumple para diferenciales de orden superior
cuando s tiene una funcidn compuesta.

En efecio, sea v = fix)y x = glt) = v = fTuin].
Como dy = fix)-dx y v = flgln]. entonces dyv = flx)- g{hdr.
Ahora

d*y = didy) = d[fTx)- glode]dt = d[flxpdx] =d[f1e)]dx 4+ fladide)= fefde)’ 4 c)d®x

Recuerde que Ar = dr.
Anilogamente se verifica que d*y = did®y) = ... = f(ixide® + 3 xpdx - dx + fxid e

PROBLEMAS RESUELTOS

Problems 61 Si p=x? = 3x 4 1, halle Ay y dy: a) para cualguier x; b) para
=2 Ax=01; ¢) x=2Ax=001; d) x= 2, Ax = 0,001.

Solucién. a) Como J= ** — 3x + |, entonces Ay +y=lx+Axf —Hx +Ax)+ 1 = (x? —3x + 1} +
4 Ay = x4 DxAx 4 (Ax) - Jx = 3Ax 4 ] = Ay ={2x — JJAx + (Ax).

También dy = fx}-dx o dy = (2x — I dx = (Zx — I) Ax.

El resultado de las partes Bl o} ¥ o) estd dado en ln siguiente tabla, con Ay = (2x — BAx + (Ax),
dy = [2x — 3}Ax y rAx = Ay — dy.

x Ax Ay dy £ Ax
2 LN o ol i

2 om 00101 LLEE (000
2

0001 0001001 0,001 0000001

La tabli muestra que a medida que x se aceraa a cero la difereéncii Ay — dy se hace mbs pequenin, Por
tanto, dyv o5 una aproximacion de Ay cuando Ax es pegudio.

Problema 6-2

Halll: el valor aproximado de 328 sin usar tablas,

Solucién. Seca v =\1x entonces ¥ + Ay _.J; + Ax
- T J—
Tomando a x = 27, = |, entonces y = .i'Z?_ Iy /W= .I'J-..-F Av o 'r2|1= ¥+ Ay
5S¢ oblicne una aproximacion para Ay hallando dy:

dy = fix)dx = ]zr_-,—dx
Como dx = Ax vy Ax = | se tomaa dx = 1. Asi:

it e (1)

y = Hl_ﬂm_‘l_l?

Como Ay = dy sc tene Ay = |/27. Por tanio:

B__
y+ Ay =3+ 1;1-? oy + Ay = 3037; s of2B = 3037
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Problema &3 Halle el volumen aproximado de un recipiente esférico, cuyo radio
exterior es de 4 cm v su espesor 1/4 om.

Solucion. S¢a r = radio en centimetros de esfera.
V = nimero de centimeiros cubicos en el volomen de una esfera.
—A¥ = pimero de centimetros cabicos en el volumen del recipiente esférico.

V= —;— ar'; por tanto, dV = dnrl dr
Al sustituir r = 4 ¥ dr = —1/4, ¢n lo anienior, se obtiens

AV = 4md) — 1/} = 4 16=

Concluimos gue e volumen del recipienie esférico es de aproximadamenie §6m cm”.

Froblema 6-4 [ Un error positivo de 0,01 ¢m s¢ comete al medir e radio de una esfera
de 12 em. jQué error se produce al caleular el volumen de la esfera? Obtenga una respuesta
exacta v una aproximada empleando dil‘crenr:iaies

Solucién. Exacta. Volumen caleulado = v 4 Av = - rr{r + Arf = 5 :(H.ﬂ]l’ = 725634 cn®,
Siendo ¢ v r el volumen v radio verdaderas, mientras qu: Avy Arson lﬂs errores del volumen ¥ radia,
Volumen verdadero = v = % a- 12 = 7238229 em?,
Error en el volumen = Ap = 18,111 cm®.

.

Aproximada,  de es unn aproximacion de Av y de v = 3 mr e tiene
de = durldr = dar'Ar = 4a(12%)- 00 = 18,096 cm?

La diferencia entre ¢l valor exacto v o valor aproximado, calculado empleando diferenciales, o=
de 005 em®.

£ /x*
Problema &-5 a) Siy= 35?[_— halle dy, b} Si 2x%p® — 2x? + 5% + bxyt =

= 5, con x'y v funciones de una tercer variable 1, halle j_x

. L (24 1) 2T ’Tl I.:!l'h+l} _ﬂ?.t I](v.- + 1" 'zvi: Hxt + e d'.'t
Solucién. a) dv = :\_[E‘:'T-”'!"_ = 0
o (3 + xidx — AxT 4 DMdx -2

2+ D + 1P 2x+ IR/xT+
+ By'dx 4 [2xpdy = 0.

—, di; B dxyids 4+ dxidy — Oxidy 4+ 1503y +

Problema 6-6

Muestre por induccion que d™f(x) = d[d" 'f] para n = 1.

Solucidn. Para n = | s verifica, = = -
8 se verifica para un n dado, se tiene que dd"ix) = LMY xAx"] = AN = AN (x)Ax =
i ﬁ_xlflflitl{x] = d-flﬁx}_

Problema &-7 .
LEn cuanto aumenta aproximadamente el lado de un cuadrado s su
L

fres aumenta de 9 m? a 9,1 m*?
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Solucion. S x es el area del cuadrado ¥ v el lado del mismo tendremos que y = \,-'.;;, Por las condicio-
pes del problema, x = 9; Ax = 0,1
Caleulamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrado

Ay = dy = yAx = l'_ 01 = 00l6m
20

Problema 6-8

Halle el valor apraximado de sen 317

Solucidn. y=scnx = Ay = senix + Av) — sen x, dy = cos x - Ax: Ay = dy = sen (x + Ax) =
= Ay + senx = dy + 50 x = o8 x Ax + sen x
Tomando a x = arc 30 ¥ Ax = are |7 = n/I80 tendremos que sen (x4 Ax) sen 317 = sen 3 4

Aocos WP = 0,5 + 0,017 L0 = 0,515,

* s 3

Problema 6-9 ¢Para qué valores de x se puede usar Jx en vez de Jx + | s ¢l error
permitido debe ser menor de (L0017

Solucion, Cusndo y = x'* y dx =1, dy = »jl- x Vi = %x"‘".

Si xS < 1077 = x ¥ 2 51072 y x~b < 55 10-1
3 ¥

16

Six < 105107 = x* > 31350 ¥ r}'zL -TE2 1,

/31250

Problema 6-10 Halle ¢l valor aproximado de sen 31°.

Solucién, sen 317 = sen (30° & 1) = sen (n/6 + m/180); MAx) = sen x x = w6 v h = =/ 180 Emonces
dfix. M) = hflx) = hocosx ¥ dix + M = flx) + dfix, k), que o convicrie en:

sen 317 = sen w6+ w180 cos 76 = i + 2—'5';:? = 05 + 00512 = 051512

Una tabla con cinco decimales da sen 317 = 0,51 504,

Problema &-1 Un 1ubo de hierro de 10 pies de largo tiene un didmetro exterior de 4
pulgadas y de espesor 1/4 de pulgada. Emplee una diferencial para aproximar el peso del tubo
si ¢l hicrro pesa 450 libras por pie cibico.

Solucion. FEl diametro interior del cilindro es 4 — 2

el radio extertor, r = 1/6 pie; el espesor, dr = 4__Il_i- = —|/48 pie,
El volumen del alindro es Vir) = 10xr%; entonces d¥(r, dr) = Viridr = 20mrdr v dV[1/6, —1/48) =
I -1 10

= o oyl S e Bls o, o . |
L & 48 1dd 0,218 paes’.

Este e el valor aproximado del volumen del cilindro de 10 pics si el radio s reduce de 2 pulpadas a 7/4
de pulgada. Entonces o volumen del hierro es aproximadamente §0r/144 pies cibicos v el peso del (ubo apro-
simadamente (105/144) 450 = 982 libras, Empleando incrementos, s halla que el peso os 9204 libras, 8 se
toma cl radio interior comao r y empleamos diferenciales como une aproximacion, se halla que el peso es 859
libras.

Asi, si aproximamos ¢l peso usando diferenciales, lenemos un error en exceso de 6 libras, es decir, un ex-
ceso de 6,5 %/,

= 12 pulgadas; ln longiiud e f = 10 pies;

)=
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[ Probiama E'E[ Halle el volumen de bolas de acero, suponiendo que son esferas perfectas,
midiendo su didmetro en una produccidn en serie,

Solucion. La maquina que seemplea para medir of didmetro no da el valor exacto de d, sino un valor
aproximado o + . El error relativo en estz medids e hyd Bl velumen de B2 esfera e Vid) = %.ﬁ.
. d¥id, k) = —;— d*h. El errer relativo en ef valumen es
AVELN _ dVid Ny
¥id) Vie

Esto dice que ¢l error relativo en It medida del volumen es tres veces el error relativo en la medida original
del difimetro,

h

33

Problema "13] Halle el incremento Ay v la diferencial

dy de la funcion y = x* para x = 20, Ax = 0,1 ;Cudl es el por- [ 73Ax/ /)

centaje de error de la aproximacion de Ay = dy?

Solucidn. Ay = (x + AxF = &' = 2eAx + (Ax)®; dy = (x¥f'Ax =
= Qele Entonces, Ay = N20K0,1) + (010 = 401, dy = A2040,1} = 400: =
ix o= My Ax « 001 El porcentaje de error en la aproximacion Ay = dyes
Ay —dy | qanei o | B =4 | iantr _gasn
| Ay | 100"h. 401 I 100y = 025%
Remplazar Ay por dy s equivalente 2 remplazar el dres rayada por el drea
de los rectingulos de area xAx ¥ despreciar la del cuadrado pegucfio (Ax)® Figura &1

AN

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. SiA es el drea de un' cuadrado de lado x, halle d 4, Construya una figum que muesine o cuadrado, dA y Ad.

Resp,: dA = 2xdx

2. Halle un walor aproximado del error que puede cometerse al caleular €l volumen v of drea de un cubo
de arista & an s s¢ comele un error de 0,02 cm al medir la arista.

Resp.: Volumen, +216 em?; frea, 4 1 44 cm®

3. Las formulas para ¢ drea y el volumen de uni esfera son 5 = dar’ v F = 43x0. 5i al medir el radio
s obliene 3m: @) jcwiles son los errores maximos aproximados de 8 v ¥ & las medidas son seguras
hasta 000 m?; &) jeudld es en cada caso el ervor méaxime expresade en tanto por ciento,

Mot S0 ducs el error de w, Ja medn dufi = error relative: 100 % = error expresado en 1anto por
cient.
Resp.: a) 8 024mm®; V,036nm®. B 5 23 %: V. 1%,

4. Demuestre por medio de diferenciabes que, aproximadamenie,
R S I .
£+ dx x el
5. Halle una frmuls aproximada para el volumen de un tubo cilindrico delgado de extremes abierios s
el radio es r; la altura, | y el espesor, ¢ Resp.: Jnvlp

6. Se ha de construir una caja en forma de cubo, de | dm® de capacidad. (Con qué precisién debe cons-
truirse la arsta interior pam gue of efror en o valumen no st mayor de 3 om® de més o de menos?
Resp.: Error, =000 cm
7. Siy = x** yelerror posible en la medicidn de x es 0.9 cusndo x = 27, joudl &5 o error posible del valer
de T Emples este resuliado para oblener valores aproximados de (279977 y (26,1177,
Resp.: 02: 92, B8



10.

11.

1.

13

14.
15.

1é.
7.

18
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Usando diferenciales hatle un valor aproximado de cads una de las siguientes expresiones:
3

—_— !—-
ah /66, ) of €) 1/96 g 35

;! g

s L] - ‘..-._
b 9E d) 10 LS By 15,

Dados sen 60° = 086603, cos 60° = 05 ¥ 1° = 001745 radiancs calcule, empleando diferenciales,
los valores de cada una de las siguienies funciones, con cuatro decimales: a) sem 62°; bh) cos 617
¢l =en 539°; ) cos 587

Resp.: o) 08835 b) 04849, o 08573; 4 0,530

El tiempo de uni oscilacion de un péndulo se da por Ia férmula
2 ®
o

midiéndose la longitud del péndulo [ en metros, @ oo segundos, y siendo g = 98 Halle: 2)  la longiied
de un péndula que oscila una vez por segundo; b} a2 alteracidn en ¢ 9 el péndulo en a) se alarga 3 mm;
¢} pcudnto se adelantaria o atrasaria en un dis un reloyy con ese error?

Resp.: a) 0993m; b)) 000I32s; &) —2min l0s

Con qué precisidn debe medirse el didgmetre de un circulo par que e drea resulte con un error menee
del uno por ciento? (Vea nota del Ejercicio 3.)

!

Resp.: Ermor, =1/2°%,
Demuestre que s se comete un error al medir el didmetro de una esfera, el error relativo del volumen
de la esfern es tres veces el error relativo del radio, (Vea nota ded Bjercicio 3.

Demuestre que ¢ error relativo de la endsima polencia de un nimero es n veces o error relativo del
nimerao,

Demuestre que el error relativo de a raiz enésima de un nimero es % del error relativo del ndmero.

Cuande un bloque cibico de certo metal s¢ calienta, cada arista aumenta 1/10 par 100 por grado de
elevaridn de temperatura, Demuestre que la superficic sumenta 2/10 por 100 por grado y que el valumen

aumenta 310 por 100 por grado.
Suponga que fa parte principal del incremento de fx) correspondiente a Ax = 02 es 08 ;Cual e flx)?
Encuentre el valor de o tal que dffs) = —08 5 fix) = x* vy Ax = 0,2,

Resp.: o= —2
En;;ll:nlr: el incremento Afy la diferencial df de la funcién fix) = x* — xen x = | parm Ax = I, 01
¥ ;
JCuanto varia el drean 5 de un sector arcutar de radio r = 100 em y dngulo central f = 60° cuando:

aj roseincrementa | em; b)) 0 decrece 0,57 DE una solucidn cxacia ¥ una solucién aproximada
basada en diferenciales,

Resp.; a) AS = iﬂhr -em?, di = L[:L cm?®
B) A5 il 208
1B

Halle et valor aproximado de 1g 45 3 207, Resp.. 10019
Halle I diferencial de cada una de las siguientes funciones:
a) yomx* = 3x Resp.: dy = Yx® — Iuix

X a : | a
hoy=Ssed Rispi: dy'm (n - x;)dx
£) v=.fox + b Resp.: dy m 20X

!.,_.-'a.t + b

B y=x@T=F Rep.: dy = (S
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|
U St e i
no=ie)s
gh J,|=_-nf,_
Nl
-y = g+ x
Si x% 4 §* = a® demuestre gue d'_'|-'=—-i;-d'x.

Halle dy en funcitn de x, y ¥ dx de cada una de las siguientes CCLACIONES |

al x4 dxy + 47 = 20 Resp.: dy » — ——5—-=%
By x4 fxy? 4 2! = 10, .

£) 2+ Afxy+ 2p=a

& Jx +Jy = e

f x e P = o=,

f1 sem{x = §) = cosix + yl

Exprese la diferencial de la siguiente funcitn compuesta en lErminos de variable indcpendiente ¥ su
diferencial:

r=coets zm }I—{:‘u 4]

i T,
Resp.: — —psen—= dt
Calcule d%y &y = cos 5x, Resp.: d’y = —125 cos Sxdx?
= T =t 2 . __:ﬂf-t’
S w=,1—x" halle d"u. Resp.. = P
Al = < o dRadxt
Siz= ;AR halle 4z, Rasp.: G=—ar

Si = Ysen (2x + 5) halle . Retp: }pm(h " 5*_"_;)“-



CAPITULD ?

Razones y velocidad

Existen muchas aplicaciones del concepto de razon promedio y razon instantanea, Por razin
promedio se entiende la relacién

Mx) — fixg) tambio de ordenadas

X — %, cambio de abscisas
¥ por razon instantanea el limite

lim @ — ﬂ."'-'lr.
Ll - .".-n

Existen muchas aplicaciones de estos dos conceptos. Por ejemplo, la cantidad de agua {F (en
litros) que hay en un recipiente es funcion del tiempo 1. Si el agua entra v sale, £ cambia en una

cantidad AQ de un tiempo ¢ & un tiempo ¢ + At. Entonces la razdn promedio de cambio de Q
con FBS-PCCTU F

AQ

5is (1/min) ¥ la razdn instantinea ::? = IiT E? {1 /min)
PROBLEMAS RESUELTOS
Problema 7-1

Dos barcos salen simultineamente de un puerto: uno viaja hacia el
Sur a una velocidad de 20 km por hora, el otro hacia el Este a unz velocidad de 3 km por
hora, Al final de 3 horas, jeudl es la velocidad de separacion de los dos barcos?

Solucidn. Ses = la distancia entre los des barcos v 1 el tiempo transcurrido en horas desde gue dejaron
el pucrto, Entonces,

2= (2007 + (300%; = 2 = 13000 = 2 =, /1300
iz

Tl 1300 < 3006 km por hora aproximadamente,

Problema 7-2

A un cono recto crcular invertide le entra agud a razon de 2 em?®
por minuto, La altura del cono es dos veces su didmeiro. (A qué rapidez sube la superficie del
sgua cuando la misma alcanza una profundidad de 10 em en ¢l cono? (Vea Fig 7-1.)

177
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Solucidn. Sca ¥ e volumen del agua en el cono. b su profundidad, r el
radio superior, § el liempo en minutos. Entonces V' = ;—#.r’h con h = dr;
por tanto,

I TY SO S | SN ETAL X Sy
= _1"('.1'] h=wh =& m\sla =1 w" &
Al remplazar las cantidades conocidas por sus valores se tene

=
T‘:. 10? gﬂ: . ﬂ:" - r."-;'- = {0,102 ¢m por minuto

Figura 7-1

Problema 7-3 S¢ arroja una piedra en un estanque de agua tranquila. El radio de la
onda exterior aumenta a una velocidad de 4 pics por segundo, cuando ¢l radio es de 10 pies.
iA qué velocidad aumenta el drea del circulo de agua perturbada?

Solueibn, d=jpts 24 _ d

= dr
dr — dr i

(nr) % = 20 & = 2m 104 = 80% = 251.33 piejs.

| Problema 7-4 Una cometa esta a 80 pies de altura sobre el nivel del suelo, Horizon-
talmente se aleja a una velocidad de 4 pies por segundo del nifio que la sostiene. (A qué velocidad
el mifio esta soltando la cuerda, cuando la cuerda mide 100 pies?

Solucion. Sen x la distancia horizontal a ka cometa, z la cuerda solada y r el tempo en segundos Entonoes:
=L =2x i3
de dit

Por el teorema de Pitdgoras, x = 60 cudndo z = 100, Al remplizar los valores conocidos se obtiene

100 -ﬁ,—f = b4} Enlonces, ;{—f = L piefs

2= x4 80 = 2=

Problema 7-5

Lin punto se mueve sobre la parte su-
perior de la pardbola semicibica y* = x* de tal manera gue
hace que su abscisa aumente 5 umidades por segundo cuando
x =4 jCon qué rapider cambia la ordenada? (Vea Fig 7-2)

Solucién. Derivando ¥* = x* con respecto a ¢ se obliene 2y j‘i "

dx
e 2 B
= 3 di

. Cuando x = 4, y = & Al remplazar estos valores se obtiene:

5 |

P~ 2 dy 0
2i%) dll' = 34%) 5 = i 15 unidades por segundo

Rrolteme; 75 Una escalera de 3 m descansa contra un
mure sobre ¢l mvel del suelo. Si se aleja el extremo inferior de
la escalera a una velocidad de 1,20 m/s, ja gué velocidad des-
ciende el extremo superior en ¢l instante en que estd a 240 m y=x
del suela?

Figura 7-1
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Solucién. Sea y la altura sobre el suclo ¥ x In distancia que la separa del mure, Cuando v = 24, x = 1,80,
Ademiis,

- . dx Ay
x* 4§ a?ﬁhd‘, rlpﬂ.' «

Remplazindo Ies valores conocidos se tiene que

2180120 + 2-240 gf— ) —j{- = 090 m/s

B oo Un hombre de 1,80 m de estatura se alejz a una velocidad de 3 km por
hora de una luz que esta 3 4.5 m sobre el nivel del piso, Cuando su distancia horizontal de la
luz es de 36 m: o) (A qué velocidad crece su sombra? b)) (A qué velocidad s¢ mucve la
parte mis alejada de la sombra con respecto a la luz? (Vea Fig 7-3)

Solucién. &) Sea x I distancia horizontal que separa al hombre de B lux v ¥ 12 longitud de su sombra
Por semejanza de trungulos se tiene

Aty ¥ -7y = 1395 _ g4y
el ¢ Mol et Al e
Remplazande los valores,
L&3) = 27 %: - .“{ = 2kmh
b} Necesitames saber con qué rapidez cambin x + ¥,
d . o dy I !
—d.}'[."- + ¥l = ' +—‘-"— =3+ 2= 35kmh

B = ' I x .%t

Figura 7-3 Figura 7-4

Fruhlaml 4 Un hombre esti parado en un muelle v hala un bote por medio de
una cuerda, Sus manos estan a 3 m por encama del amarre del bote. El bote esta 3.6 m del muelle.
Si el hombre hala la cuerda a una velocidad de %0 cmys, ja qué velocidad se aproxima el bote
al muelle? (Vea Fig 74

Solucidn. Sea x la distancia del bote al muelle v = la Jongitud de la cuerda. Cuando x = 36 r = 47,
Entonoes:

dr 1 dy _ . dz
—ﬁi-——l!,ﬂurr‘-i-':‘:z 3'1‘(-5—21—&&—
Remplazando los velorex conocidos s ticne
ix dx
3,60 e 47 (—090) = v i 117 mys
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Frohlema 1-9] En una fabrica de cemento se deposita arena de tal manera que forma
una pila conica cuya altura siempre es igual a los 4/3 del radio de la base. @) ;Con qué rapides
aumenta el volumen cuando el radio de la base es de %0 cm v el cual aumenta a su ver a una velo-
cidad de 1/8 cm por minuio? b} Con gué rapidez auments el radio cuando tiene 1.80 m v
su volumen admenta a una razdn de 3 m? por minuto?

Solucidn. al Sear = radio de la base ¥ b = aliura de la pila en el tiempa &

Comp h=4/), r,¥V = —E-mzh = -;;— ar' o & ad

3 nFi ]-J'LI' o
de 1 de i s
Cunndo r o= 9 y =8 = 3 ™ 1350xcm?/min.
X
de I (| 3-3 | ;
b)) Cuando r= [R) ¥ = - Im d: == sl 7 i mﬂ—m;mm.

Problema 7-10 En un tiempo ty la longitud del lado de un cuadrado es de 8 cm y
cada lado del cuadrado avmenta en longitud a razon de 0.2 cm por minuio. ;Cual es la razon
de cambio del drea del cuadrado con respecto al ticmpo y con respecto a la longitud del lado
en el tiempo 1,7

Solucién. Sea xin) = longiud de un lado en el liempo £ Aif) = drea del cuadrado en el liempo & Sea
wlig) = Bem; ey} = 0.2 em/min; Alt) = x%0); AT = 2eft)iir). Entonces la razdn de cambio del drea con
respecio & la longitud de un lado en el tiempo &, 68 All,) = 2ol )E,) = (2NEN0.2) = 12 cm®/min. La razén
de cambio del drea con respecto a la lengitud de un lado on o tempo @ o [DA],.s = 2:(8) = 16cm.

|_]I'.llr":'t'|m"a L) ‘_i Determine la razan de cambio de la cnergia cinética de una particula
con respecto o su velocidad, Muestre que la razon de cambio de la energia cinética con respecto
al tiempo es la fuerza que actiw sobre la particula por la velocidad,

Solucién. Sea m = masa de la particula: tn) = velocidad de la particula en el tiempo ) Eit) = energia
cngtica de la particuls en el tiempo ¢

La energia cindtici de la particula esti dada por £ = 172 me®. Por tanto, DE = D12 mrd) = e y
DE =B = mri = mua, con air) = ofrh que es la sceleracion de la particula en el tempo 1. La segunda ley
de Mewton dice gque F = ma; entances

BE=E = F¢

Problema 7-12 Halle ¢l error aproximado en el volumen de una esfera de radio r cm,
debido a una disminucion en ¢l radio del | por 100, ;Cual es el error relativo o porcentaje?

- 4 'l
Selucién. ¥ - 3 'y dVir) = VirlAx = 4nr’Ax, Se da '?'t— = 001, El error es AVirk AVir) =
= dVir) = 4nr'dx | = [004mr? em?.
AFir dV¥ir} 0,0t

Vol S Wi T s T

wudtr

El error relativo o porcentaje ex 003 = 3%,

1F'r1:|hilﬂrna 7-13 Empezando en el origen, un punto P se mueve a lo largo de la pa-
rabola y = x* de manera que su coordenada x aumenta 3 unidades por segundo. Sea Q el punto
que determina sobre el gje X Ia recta que pasa por (0, ~4) y P. &) Halle la velocidad de Q
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s y o=t
x
4+ y
|
! q
o 'l' | (7]
l‘ L
i
1
Figura 7-5

cuando Pestien (1,1) B Halle la velocidad de @ cuando P esta en (3.9). ¢} Expligue geo-
métricamente cuando la velocidad de Q@ es positiva v cuiindo es negativa.

Solucion. Sea # = {xr), yh) ¥ 0 = (gl 0) Primero exprese gl en términos de o) Esto se puede
hacer escribiendo la ecuacién de bs recin que pasa por (0, —2) y Py hallendo su inlercepcidn con el gje X,
Oitra forma es empleando trsingulos semejantes

2 x _ dx T o dx
'lq—l= “—}I:q‘— "1‘_1: ¥ como ¥ = X = = 41"?
: i) . wo A — [xfn]h
Como g ¥ & dependen de | s escribe git) = g o Derivando obtencmos gi1) = T [Im]_‘r].? xftL

Como 1) = 3, para todo £, q) = ];:11‘1 [éE“'rthJ{-!i]{' -

af Cuando P esta en (1,1} 2f) = 1 = g1} = 3625 La velocidad es de 36/2%5 umidades por segundo.

B Cuando P oesth en (3,9) 21} = 3 = g1} = —80/169 unidades por segumdo.

e} D la formula de i) la velocidad es positiva si 0 = x = 2y negativa st x > 2 El punio s mueve
a la derecha hasti gue PO es tangenie a Ia curva. De ahi en adelante  se mueve hacia ls zguerda,

Problema 7-14 Un balbn esférico pierde aire a razén constanie de 2 em'/s. [Con qué
rapidez decrece ef radio del balén cuando su diimetro es de | m?

Solucion. Sex R ol radio v ¥ el volumen del halon: entonces ¥V = —} mR* Derivando con respecto 5

I ¢ uhliene
dv dR R 1 dv 2

L ECEL an 1 e [T
b B Tk ) e i T
.
PuEsto g %: = —2 em*/s por hipdtesis. Cuando e didmetro del balén es de | m, s radio o5 de 50 cm,
En ¢ste momento,
R _ 2 J = (00006 cm /s

T T drRT T T Sn00m
e decir, B disminuye a una velocidad aproximada de 000006 cm)/s.

Probi 7- , : W

[ robiema 7-15 Un peatén, andando en lines recta a la velocidad de ¢ m/s iluminado
por un haz de luz horizonial producida por un foco situado en el infinito, proyecia su sombra
sobre un mure circular de radio B, Halle la expresion de la velocidad de dicha sombra en el
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Travecioria del peatdn
Figura 7-&

mura, en funcién del angulo 2 gue forma la sombra con la direccion del movimiento del peatén
v del tiempo transcurrido desde el instante en que esté alineado con ¢l foco y el muro.

Solucién. Sea OM — o, por ¢l teorema del seno: —g = “-“-—'H- ¥y AB = iR y sen i = “mﬂd
P R

R
luego f = arc sen M%. Entonces AB = R are sen —”—':E.
T (| VR W (OO ...

S T W
TR

Problema 7-16 Un mavil describe una trayectoria eliptica de sermiejes a v b con
velocidad tangencial constante » m/s. Un foco lumineso sitvado en el centro de la curva le sigue.

Determine la velocidad angular del foco luminoso para que el vehiculo esté constantemente
iluminadao.

i A
P
B
M
bl T
@ il 4
= T
i Luz & 1
Figura T7-T

Solucion. La ecuscion de la elipse en coordenadas polares se obtiene mediante ¢ sistema

= poosl
yo= psenld

x2 + .}'; 1 e ?nli:l'w«.".ﬁ'r cost  + 4 sen” 0
] .
a h

La velocidad anguiar del foco es ';—f— : derivando la expresion anierior ¢on respecto a @ se obtiene

ap (o — b)sen20  dO
dt " ab 2 /b cos’0 + @ sen'n

L,u-fﬂmixlad:-dr.-tmm-ilcsu:-d _ afdx ”1’ V( ) T

d_x STl cos ! — pseni) #ﬁ" = --'I- cos {l j_:—flsmmF
dt -t ' di ~ ab 2,/b7 cos™ @ + ¥ sen’ 0

— sten B,/ cos  + a s.trfrrl]jfJ
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Andlogamente,
dy 1 dit [ o sen 2 P ]
S = e ¢ e | e e ——= +cos BT cos™ 0 + a® sen® O
de 2 .uhrom’ 0+ o sen’ il ¥

df ] c* sen? 20 4 Mb‘cns’ﬂ+u’s.enf_ﬂ'j_’]
Hb* cos® 0 + a” sen” ff

o _ 2euh J/b¥ cos™ B + o sen’ 6
t T P sen 20 + MP cos® 0 + o sen’ 0)

Problema 7-17 Dos lados paralelos de un rectingulo se alargan a razon de 2 cm/s,

micniras gue los otros dos lados sc acortan de tal maners que la figura permancee como reclin-
gulo de area constante A de 50 em®.  a) (Cuil es la velocidad de cambio del perimetro P cuando
la longitud del lado que aumenta es de Sem? b)) (De 10em? ¢} [Cudles son las dimensiones

cuando el perimetro deja de crecer?
Solucidn. Sea x = la longitud de los lados que se alargan ¥ ¥~ fa longitlud de los que sc acortan

o n‘F .. dx dy - - dy dx
2+ W ¥ 2w 1J‘) A=xy=30yx—-+y g =0
g} Cuando x = 5, y = 10 ¥ -g = 2, enlonoes,
dy dy dP
5 = . A N T s i
=¥ I =0 = i 4y & 22— 4) 4 em/s [decrece).
by Cuwando x =10, y=3 ¥ —:,: = 1, enlonces,
dy _ dy dP o .
]f.l-d. +5{1]-‘D=&W——ly-ar-:ﬂ'2 1} = 2 emy/s (crece).
¢} El perimetro deja de crecer cuando if‘ = {1, es decir, cuando ::H = — dd.':ﬂ- = =2 Entonces

=2} + W2} = 0 y el rectdngulo es un cuadrado de lado v = p = 5/2 om.

Problema 7-18 Un pcso P cuelga de una polea, como lo muestra la Figura 7-8, a
una altura de 20 cm sobre la superficie del suelo. El otro extrema es tirado por un montacargas
y estd a una altura de 9 cm del suelo. Si el montacargas se aleja a una velocidad de @ cmys. ja qué
velocidad sube el peso cuando estd a4 una aliura de 6 em del suelo?

Solucidn. La Figura 7-8 muestra las distintas longitudes.

Se debe hallar ‘:f cumdu%:?yx:ﬁ
: Ty t_qgx . Ay _ W+ x dx
Como 3° = (30 + x) m_*d':" % T

Cuando x = 6, y =185y & —9 = gatipl R s

Figura 7-8
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Problema 7-1% | 5. tiene un reboj de arena de 3 em de radio y 6 em de altura. Se pasa
s arena a un solo lado y se voltea para que la arena comience a fluir a razon de 2 em”/s. Suponga
gue la arena en la parte inferior forma un tronco de cono, (Cudl es la velocidad de aumenio
de i para una allura dada’

Solucidn. Seca rel radio del cono que indica la Figura 7-9.

in"
Por la regla en cadena lenemos que % = f;:': %

Como 5¢ conoce r:rr = 2 cm*s, lo que se pecesita para obtener la
solucion & % Para esto e necesano haltar una funcidn que relacione

Fy b v Esta se oblicne de la formula que da el volumen de los dos conos
truncados como diferencia del volumen dé dos conos:

; 13
Vo= ; r(36 ~ —y wr(6 — hi

V eath relacionada con ¢y & por manto, se requicne otra relacion que dé 3 em

el volumen Onicamente en funcion de b Por semejanza de triangulos . =
se obliene Figura 7-9
P _6-h
P 65— h r=-—%
i [ | 3

Por wnto, ¢l volumen esta dado por V¥ = [Brn — R (& — hy= b8 — i s — b =

dv 1 3 124 e dav 1 gz il
= = =0 = 2 afME = b =1]] dmﬂﬁ W, di 417.[6 h) ar

Remplazando los datos se obtiene :

dt w6 — RF

EJERCICIOS PROPUESTOS

Razones y velocidades

1. La ley del movimiento de un punto sobre el gje X & x = 3r — 1. Halle la velocidad del movimiento
de dicho punio para los instantes £, = 0,8, = 1 ¥ 1; = 2 (= s¢ da en centimetros; ¢, en segundos).

Resp.: Jemfs; 0; ~9% omfs
2. Porel eje X s ticnen dos puntos que temcn, respectivamente, las leyes de movimiento x = 100 + 5¢
¥ox = ;_,v P doade t = 0, (Con qué velocidad se alejarin estos puntes, el uno del otro, en ol momento

de su encusntro? (x s do en centimetros; £ en segundos),
Resp,. 15 cmys

3. Un hombre caming a 7 '/, km/h hacia la base de una lorre que tiens 18 m de altura. ;Con qué rapidez
s acerct @ koeima de 1o torre cuando su distancea de la base e 24 m?
Resp.: Se acerca a6 km/h

4. Un punte se mueve sobre [a paribola y* = 12x, de manera que |3 abscisa sumenta uniformemente
2 emfs ;En qué punto aumentan la abscis ¥ la ordenads a la misma moedn?
Resp.: (3,6)

5. Halle los valores de x para los que la rapidez de variacidn de la funcidn x — 12x7 + 45 — DBescern
Respo: 3y 3
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Uno de tos extremos de una escalera de 15 m se apoya contra una pared vertical levantada en un piso
borizontal Suponga que se empuje el pie de la escalera alejindola de ln pared & raztn de 09 m/min:
al (Con qué velocidad baja la extremidad superior de b escalera cuando su pie dista 4 m de ia pared?
#  (Cuindo se moverin con i misma velocidad las dos extremidades de I escalera? ¢  (Culndo
b ln exteembdad superior de la cscalert a rardn de 1.2 mg's?

MNote, Recucrde que si Ta distancia aumenta con el tempo, la velocidad e positiva, v negativa si ln
distancia disminuye con el tiempo.

Resp.: a) 025 m/min; b) cuando el pic de la escalera dista 7,52 m de Ja pared; ¢ cuando ¢
piet st 12 m de lo pared,

Un bugue navegaba hacia €l Sur a una velocidad de & millas por hora; otro navegaba hacia el Este a
una velocidad de 8 millas por hora. A las cuatro de b tarde @ segundo crusd I ruts del primero en el
punto por el que ¢sie habia pasado dos horas antes.  a)  (Comoe variba I distancia entre los bugues
a las tres de la tarde? b)) Como a las onco de e tarde? ¢ Cudndo no variaba fa distancia entre
chlos?

Resp.: a) Disminuia 28 millas por hora; b))  aumentaba 8,73 millas por hora;  ¢) alas 3 h 17 min
de Ia warde.

Las aristas de un tetraedro regular miden 10 em; si aumentan 00 cm por minuto, caleule |a rapidez
de sumento del volumen,

S5i en un cierte instante las dimensiones de un rectangulo son a y b, ¥ so rapidez de variacion es m oy n,
respectivamente, demuesire que la ropider de varacion del drea es an + b

El didimctro ¥ la allura de un aifindro circular recto son, en un cierto instante, 10y 20 em, respectivamente.
5 el diimetro aumenta a razon de [ cm por minete, Jgoé alteracidn de la aliere mantendel o volumen

stanie? .
EARSn Resp.:  Una disminucion de 4 cm/min

El radio de la base de ciero cono aumenta a razdo de 3 om por hora v la altura disminuye a racon de
4 om por hora. Caleule como varia e Area total del cono cuando ¢l radio mide 7 em v Ta sl 24 em,

Resp.:  Aumenta 96z cm

En cada uno de losextremos de un oilindro de radior v altura i se coloca un hemisferio de radio r. Si F
aumentd 4 razon de ) cm por minutn, ga gué rezon debe f disminuir para mantener fijo ¢ volumen
del sdlido en ¢l instante en que F = (0m y & = 20 m?

Desde la boca de un pozo profundo se def caer una piedra, ¥ después de ¢ segundos se deja caer ot
piedra. Demuestre que la distancia entre i piedras auments a razdn de gt om por segundo.

Lin gasdmetro contiene 1000 m* de gas a ks presion de 300 gf por cm®. Si la presién disminuye a mzdn
de 3 gf por em® por hora, joon que rapider aumentard el volumen? (Dése por sentada Ta ley de Boyle:

it = ¢ Resp.: 10m'h

Lt ley adiabatica pam la cxpansion del aire es PV = ¢ 8 en un tiempo dado s observa gque el volu-
men es de 10 m' y la presion o de 50 kgl por centimetro cuadrade, jcubl es la alteracion de la presidn
a1 ¢l volumen disminuye un metro cibice por scgundo?

Resp.: Aumenta 7 kgllem® por segundo

Se ccha agua en un recipicnte hemisférico de 35 cm de didmetro a razdn de 16 em”® por segundo. JCon
que rapades sube ¢ agua: o) coando ba legado a media profundidad; 50 en el momento de re-
bosar? (El volumen de un scgmento esférico dé una base es aeh® = 13xkh?, siendo b Ta altura del sce-
mentio,)

El gas de un globo eslénico sc cscapa a razén de 1000 cm® por minuto. En el instante en que ef radio
es 25 em: @) jeon que rapidez dismimoye of radio?; b)) jeon qué rapider disminuye ol dres de

superficie, Resp.: by 80 em?/min

Una vin de ferrocarril cruza una carretera bajo un anpgulo de 607, Una locomotora dista 160 m del cruce
v se aleja de & a la velocidad de 100 km por hora. Un automdvil dista del croce 160 m oy se acerca o &
o b velocidad de 50 km por hora, JA qué razon se altera la distancia enire Ins dos?

Resp.:  Aumenta 25 km/h o 255 km/h
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La longitud de una artesa horizontal s de 2,5 m; su seccion transversal es un eridngulo rectingulo isds-

celes, Sise ccha agua en la artesa a razdn de |8 m® por minuto, jcon qué rapider sube la superficic del
: il

agua cuando el agua tiene |2 m de profundidad? Respi: 5 amni

En el ejercicio anterior, joon qué rapidez debe echarse el agua para que el nivel suba 4 cm por minulo

cuando ef agua tiene una profundidad de 75 cm?

La longitud de una artesa horizontal es de 4 m; su seccidn transversal es un trapecio; el fondo tiene
un metro de ancho: el seno del Angulo entre sus caras laterales ¥ €l plano horizontal ¢s 4/5. Se echa agua
en li artesa a razon de 14 m* por minute, (Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando el agua tiene
&0 em de profundidad?

El segmento que la 1angente a la rama pogitiva de la hipérbola xy = 4 determina sobre el gje de las x
aumenta 3 unidades por segundo. Sea 08 la ordenada al origen. Halle Ia velocidad de B despuds de 5 se-
gundos del instante en gue la tangente pasaba por ¢l origen.

Resp.: _:,2 de unidad por segundo

Un punto * se mueve a lo large de la parabola ¥ = x de forma que su abscis aumenta de una mi-
nera uniforme & unidades por segundo. La proyeccion de P sobre el gje de las x es M. :Con qué rapides
aumenia el drea del tridngulo @MP cuando P esta en ¢l punto de abscisa x = a?
3, o~ .

Resp.: ¥ ko unidades por segundo
Un coche de carreras viaja o und velocidad constante de 90 millas por hora sobre una pista circular
Suponga que hay una fuente de fuz en ef centro de la pista y una valls tangente @ la pista en un punto
P iCon qué rapider se mucve la sombra del coche sobre I valla cuando el coche ha recorrido 18 de la
phsin deedy L Resp.: 180 millas por hora
La Figura 7-10 muesira ¢l mecanismo de una maquing. Suponga que ¢l volante de radio R gima con
velocidad angular constanie w cn ol sentido de las agujas del reloj. Con qué rapide se mueve el pistdn
cusndo el volante ha girado un angulo o7

Figura 7-10
Resp.: R (5::na+ & sen 25 }
ey i 20 S
2/F— R sen’a

Una linea recta paralela al eje de las v se mueve de la posicion x = —1 a la posicidn x = | & una razin
constante v, intersectando el circulo unitario x* + 3* = 1 y dividiéndolo en un firea o ls lzquierda §
¥ un dred o la derecha 7 — 5. jCon qué rapidez crece § cuando la recta estd en la posicién x = 1/27
Resp.; J3u

Una viga de longitud [ con su extremo superior atado a una polea se apoyz en una pared ¥ su extremo
inferior descansa sobre un carro (vea Fig 7=11) (Cudl es la aceleracion del carro cuando esid a x unidades
de la pared (parte inferior) s se suela la soga a razon de ¢ unidades por segundo?

Nota,  Recuerde que aceleracion es — - = -, siendo ¢ = velocidad, x = distancia y

do _ d [dv) _ &
dr At Vv ] A

t = liempo.
La ley del movimiento de un punto maierial, lanzado en el plano vertical 20y, formando un angulo o

respecto al horizonte, con una velocidad inicial V. viene dado por las [Grmulss siguicntes (sin tomar
en considerscion [ resistencia del mre):

y gt
x= VFotcosa, y= Vytsena — 5
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Figura 7-11 Figura 7-12

donde ¢ es ef tiempo y g la aceleracion de la fuerza de gravedad. Halle la trayectoria del movimiento y

su alcance. Determine también la magnitud de la velocidad del maovimiento ¥ su direccién, (Vea Fig 7-12)

Resp.; La ecuacion de la trayectoria es y = % 1ga - "_Ir*"'_g?:s’_ x*. El aleance es igual a
=Fg

"
1 .
Vownde o0 velocidad (su magnitud), \/Vi — 2V gt sen o + g™t*; ¢l coeficiente angular (pendiente)

: ¥ -
del vector velocidad, — o — 8t
V.j [y L |

Indicacion.  Para determinar la trayectoria hay que ¢liminar el parimetro ¢ del sistema dado. El alcance

es la abscisa del punto 4. Las proyecciones de la velocidad sobre los cjes, V, = %— y V.= % La

T dv 42 1 dur k2
magnitud de la velocidad, V( %J: ) + [ t:f:r el vector de la velocidad estd dirigido por la tangenie
i la trayecioria,
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Funciones crecientes y decrecientes.
Preservacion del orden

Stexaminamos 2 funcion f(x) =cx ya < b entonces [(a) < fib) o fib) = fla), scein que ¢ sci
positivo o negativo, Esto muestra gue existen funciones que preservan el orden, asi como funciones
que no lo preservan,

Las funciones del tipo x* con n impar conservan el orden en todo su dominio, y sin es par
conservan el orden en la parte positiva del eje X vy lo invierten en la parte negativa.

o

L

De finicion.  Sea f una funcion R —= R v S &, se dice que: e
4 flx,

a) f conserva el orden (respectivamente, invierte el orden) X
sobre § == para todas las parejas [x,, x; €8, x, = x; = fix,) <
flxy) [respectivamente, x, < x, = fix,) > fix,]].

%, )

by fconserva el orden localmente (respectivamenie, invierie Xy e

el orden) en x, € %, = existe un 4, = d,x,) tal que para
Xin X3 EJxg =8 Ko+ 8, [N B, x, <xo<x; = flx))<
< filxo) < fix;) [respectivamente, x; < x5 < X, = flx;) < fix,)
= _ﬂ_x,l]. § econserva el orden

Figura 8-1

-
-
-

P

-

b e & flx) Xy /1%, x fixy)

&
L
7
=

g [ 3

#fix,) X flxsy)

conscrva localmente invierie localmenie P 1 ord
e e S g L e

Figura 82 Figura 8-3 Figura 8&-4
En coordenadas cartesianas la preservacidm ¢ inversion del orden cquivale a que
S L0 gea positivo o negalive. Es decir, que el signo de la derivada indica cudndo la

x =X
funcidn conserva o invierte el orden.

188
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I

[

!
Iy
Figura 8-5 Figura 86

Teorema.  Sea funa funcion R - R convergente en x,. Entonces ) lim f > 0 [respectivamente,
N=ip

< 0] == existe un 8, = &x,) tal que para x # xo, X €]xg — d; %9 + 6, [N %, = fix) > 0

[respectivamente, < 0] b) fix) > 0 [respectivamente, < 0] sobre @, = lim /= 0 [respec-

tivamente, < 0]. 2

Demostracidn. a) Sea L = lim f Se va a demostrar el teorema para el caso L = 0, porgue

para ¢l caso L= 0 es la misma demostracidn que para —f La clave de la demostracién es

Lsoer>o0
Segun la Figura 87, si L = 0 se puede aceptar L2 como ¢l error =i i
e s . = i
preserilo para flx) — Loy obtener 8, = 4, (L/2, x,) tal que %+ 84 fiD-R ; 13
0<|x=12x4] <dp=|flx)=L|< L2 (8-1) F)
x4 !.-‘[‘_
Como g =h| <cesh—c=<a=<hb+c (8]) s transforma en i 2
Xg=O, < x<xXy+ 8 yxExg=2L-L2<fix)<L2+L x-&f L
8-2
de donde se deduce la relacion 2 40
Xg— 0y X< Xg+ 0, ¥ X # xg=flx)> L2 (B-3) Figura 8-7

Lo que completa la demostracion de a). La idea geométrica de la demostracion la da la Figura 8-7,
El hecho de que el limite L esté a una distancia positiva de 0 hace que los valores funcionales flx)
esién a wna distancia menor que L2 con respecio a 0,

b) Esta conclusion es consecuencia de a) simplemente negandola. Es decir, si se niega
que L= 0, entonces L < 0] por tanto, flx) = 0 en algdn entorno de xy, lo cual contradice
hipotesis fTx) = 0 sobre 2.

Teorema del incremento local

Sea [ una funcion R — R y derivable en x, € 2, Entonces f'(x,) = 0 (respectivamente,
< 0} == f conserva ¢l orden localmente (respectivamente, invierte ¢l orden) en X,

Demastracidn.  Se va a demostrar solamente el caso fix,) > 0, puesto gue ¢l caso fxgh < 0
es consecuencia de estudiar & —f La clave de la demostraciin es ¢l hecho de que los aproxi-
mantes de (k) ¢s decir, los cocientes [(fi{x) — fixy)]ix — xg). debe finalmente hacerse posi-
tivo st el limite (x,) es positivo.

- S1x) = flxg)

X — Xg

Q
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En particular se tiene gue &y = dglxg), tal que sobre &, se tiene

0<% — xol < o= TS (§-4)
X — Xg
Pero
fix) — fixo) x = xp < 0y fix) — fixg) < 0

e B b (B-5)
b x— x5 =0y fix) = flxz) =0
Para x, y x; €]xg — 8g, %5 + dg[se tiene de (8-4) y (8-5) que
Xy < Xy < Xy = flag) < flxg) ¥ fAxg) < fxg) (8-6)

Segin (8-6) ¥ la parie b) de la definicién, queda demostrado el teorema. Las Figuras 8-8,
8-0 y B-10 dan una idea geométrica de la demostracidn.

¥y ¥y
Xy + 8
fx) L -1 | I
fizo) riza) | s Y, 0 O S| b e
7 fixs) |
o] | ol
Sxh = flxg) |
X = X5 | l
i "
xy — g 1] Xy X Xy i x Xy X3
Figura 88 Figura B-% Figura B-10

EXTREMOS DE LAS FUNCIONES. MAXIMOS ¥ MINIMOS

El concepto de derivada es el instrumento fundamental para minimizar o maximizar un fe-
némenc fisico, es decir, para obtener un resultado oplime de un conjunto de posibilidades,

51 se hace rebotar una bola de caucho, observamos que en el pnimer rebole alcanza su
allura mixima y ésta disminuye en el segundo y asi sucesivamente hasta delenerse. Los dis-
tintos méaximos asi obtenidos se suelen llamar smiximos localess. Si en el conjunto de mdximos
locales exisle uno que sea mayor que todos los demas, llamamos a este méximo amiximo globabs,
Cosa aniloga podemos decir para los minimos. En términos del grafo cartesiano, ¢l miximo
global es la proyeccion del punto més alto del grafo sobre el eje de las y. Anflogo para Jos mi-
nimos. (Vea Fig. 8-11.)

Miximo global

Muximo local

|
e
I
|
|
|
|
|

Figura 8-11
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Definicién. Sca f una funcion R —+ R, x4 € %, Decimos que:

a)  fixglesel méximo global de f {respectivamente, minimo) sobre 2, = x € 9, = f{x) <
= fix,) [respectivamente, = f{x,)].

I fixy) es el maximo local (respectivamente, minimo) de fe= existe un 8, = 8 ,(x,) tal
que flxg) es el maximo global (respectivamente, minimo) de la restriccion de fa Jxg — dp.x + &,
segin u).

Paor lo comin, para calcular los maximes o minimos se hace la derivada igual a cero v
se resuelve la ecuacion resultanie. Las funciones | x| y | sen x| muestran que los extremos se
pueden presentar en puntos interiores en los cuales la funciém no es derivable o también en los
puntos extremos.

Teorema. Del extremo estacionario. Sea [ [o, b] — R. Entonces x, £ Ja, b v 1 es derivable
en xy ¥ fxg) un extremo local de f= flxy) =

44
f=0
=10
0 2
4 A_L.
=10 =0

Figura 8-12

Demasiracidn.  MNeguemos la conclusion, Es decir, que [M(xg) # 0, flx,) es un extremo local
¥ X un punto de derivabilidad en ¢l interior de Ja, b[. Entonces f{x,) = 0o flx,) < 0.

En cualquier caso, el teorema del incremento local se aplica, En el primer caso el teorema
afirma que existe un entorno de x,, digamos |x, — & x, + [ tal que para todas las parejas x,,
x5, entonces fix,) < fixg) = f{x;) cuando x, = x; < x;. Esto niega la hipotesis de que fix;)
es un exiremo local, porque fTx,) ni domina ni es dominado por valores funcionales de wodos
los puntos de un entornoe de x, Lo mismo para ¢l segundo caso.

Este teorema no es suficiente para hallar los extremos de una funcion: siluacion que se
resuelve al cstudiar el signo de fa segunda denivada,

Definicién.  Por punto critico se entiende un punto estacionario, es decir, de derivada cero,
un punto donde no existe la derivada o un punto extremo del dominio.

El siguiente tcotema ascgura la exisiencia de valores maximos ¥y minimos scgin determi-
nadas condiciones. Esto garantiza gue no se trabaja en el vacio.

Teorema. Sea [ una funcion continua sobre [a, b]. Entonces f liene un maximo ¥ un minimo
sobre [a, b]. (Mo se da demostracion.)

Nota 1. Una funcién definida en un intervalo cerrado puede no tener miximo, o no tener
minimo o ninguno de los dos si la funcion no es continua en lodos los punios del intervalo.
Por ejemplo, suponga que f se define sobre [a, b] por flx) = xsi0 = x < 1 yfix) = }six = L
Esta funcién tiene un minimo en [0, 1] ¥ no tiene maximo, f no es continua en 1.
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4 ¥
i ¥ = fix}
oil )
i X
1 >
Figura B-13 Figura B-14

Nota 2. Una funcion puede ser discontinua sobre un intervalo cerrado [a, b] y, sin embargo,
tener maximo y minimo. (Vea Fig 8-14.)

Estos ejemplos dicen que la hipdtesis de que la funcién sea continua sobre un intervalo
cerrado & b] es apenas una condicidn suficiente, pero no necesaria. 5i la funcidn no es continua
o ¢l mtervalo no ¢s cerrado puede o no existic un maximo,

Figura B-15 Figura B-16

Si la funcion [ es continua sobre ¢l intervalo cerrado [a, b] ¥ si f tiene un maximo en x;,
pucde suceder gue: a) Xy =aox;, =b;, ba=<x <byflxs)=00 cla<x; <hyjno
es derivable en x;. La Figura 8-15 muestra las tres posibilidades.

Neta 300 81 fixg) = 0, entonces [ no liene necesariamente un maximo o minimo en x, Por
ejemplo, fix) = x* en [ 1, 1] (Fig 8-16) f10) = 0. Sin embargo, en 0 no tiene ni maximo ni
minimao.

Resumen de las técnicas para hallar maximos o minimos

l. Trate de expresar la cantidad que se va a4 maximizar 0 minimizar como funcion de
alguna cantidad que se presente en el problema, como una distancia, un tempo, un angulo, cte.

2. Si al comienzo necesita dos variables, digamos x v y, parit expresar la cantidad que se
v 4 maximizar o minimizar, halle una segunda relacidn entre x y v y empléela para elimmar
una de lag variables.

3. Determine qué valores de la variable son admisibles en el problema. En otras palabras,
halle ¢l conjunto de valores sobre ¢l cual se considera la luncidn,

4. Considere los puntos donde la derivada es cero; la segunda derivada, puntos de infle-
X107, EXIrEmos, erc.

5. Para ver donde existen méiximos o minimos, localice los puntos donde:

a) la denvada es cero,
b) la derivada no existe,
¢} el dominio de la funciom tiene uno o dos extremos.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema B-1

Para las siguientes funciones:

x*—dsix =<3

= 413 Lid
B-xsidgy OSW=XT 4

a) fix)=x" = 6x* +09x + 1; B) fix)=

halle los extremos locales de faplicando la primera derivada. Determine los valores de x en los
euales ocurren los extremos locales, también los intervalos en los cuales f es crecienie y en los
que es decreciente. Haga un dibujo del grafo.

Solucién. a} flix) = 3x? — 12x 4 9 ' exisle para lodos los valores de x.
fix=0 e, B ~12x 4+ 9=l 0o Hx—-3jx—lj=0=>x=1Lx=3

Asi los valores criticos de fson | v 3. Para determinar si f tiene un extremo local en uno de estos puntos, apl-
camos el erilerio de la primera derivada, Los resultados se dan en la Tabla 8.1

¥ [ 3
TABLA B-1
=) fixh Conclusibn
x < | - [ es creciente
x=1 5 0 F bene un mbximo local
lex<i = [ es decreciente
x = 3 1 1] S tiene un minimo local R T | -
l<x + f s crecienie L I i *
)
¥i
Fa
i
)
]
I
I
i 1 !
ﬂ J .—_; _11 o
1} T
)
(e} 1

Figura 817

b)) Six=<3lx)e28x>3xl= -1
Como [2(3) =6y [1{3) = — | concluimes gue (3) no existe. Por tanto, 3 & un punto eritico de (" =0
cuando 2x = 0o x = 0. Por tanto, cero es un punto critico de f
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Aplicande el criterio de la primera derivada, ¢f resuliado se resume en s Tabla 8-2

TABLA B-1
M=) Sx) Conclusidn
x<0 = f es decreciente
x=0 —4 i [ tiene un minimo lecal
G=x<l) + s creciente
x=3 5 no exisie [ tiene un méximo local
lz=x -~ [ es decrecicntie

o) flx) = 43x" 4 4/3x 0 = 43 x 4 1)

TABLA B-3
fix) fx) Conclusion
x < —1 - [ es decreciente
x==1 =3 1} [ tiene un minimo local
-1e=x=<0 + J s crecienie
=0 a o exisle f no tiene extremao local en x = 0
0<x + s I es creciente
Problema 82| .y 10s extremos de la funcién y = 2x + 3.3x%

2 2
Solucidn. ¥y =2+ — =--Tx + 1)
Je o Jx

X X

3
lgualindola a cero obienemos \,-"x + | = 0. Entonces x = — | s un punio sstacionario. Stx = —1 — Ry
donde h puede ser cualquier nimero positivo suficientemente pequefio, entonees ¥ = 0 =i, por el contrario,
x = =1 4 hsetene y' < 0. Por consiguiente, x, = —1 e un punto maximo de la lancion, ademds max /= 1.

1

Igualando a cero el denominador de la funcidn, obtenemos Jx = 0 &s el segundo punto eritico de &
funcion para ¢l gue no existe derivada ', Cuando x = —#, evidentemente tendremos 3 < 0 cuando x = b
tenemaos = (L Por consiguiente, x; = 0es un punto minimo de b funcion, ademds min § = 0 (vea Fig 8-18)

"IJI. :
I
i
|
I 1 1
| f2g) = 1
I
|
‘—l.i} : :
: . i t
-~ —1 0 Tx : :
1 P | -
1 -1 0 1 b |
—13 5

Figura B-18 Figura B-1%
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Problema 83| i tos valores minimo y méximo globales de la funcién fix) =
= x* = 3x + 3 en el segmento — 1} = x < 24

Solucién. (Vea Fig 8-19) Como ¢ = 3x* — 3, los puntos criticos de la funcidn son ¥y = —lyxy = L
Comparando los valores de la funcidn en estos puntos con los valores de la funcidm en los extremos del in-
tervalo dado,

=1 =5 ) = 1, W—13) = dg; W23 = 3.

legamos a la conclusion (Fig. 8-19) de que ¢ valor minime global de ta funcidn m = | se aleanze en o punto
x = | {en of punte minimo} y gl miximo global M = 11§ =n el punta x = 2] fen el punto extremo derecho
del sepmentol

z, 13)

¥

(=1, 10

¥

pouflc)=x —dx 4+ 1

0.1 _

__
Fa

po= 1+ 12z - 347
Figura 8-10 Figura 8-11

Problema 84 | ,,..1. of minimo global de f(x) = {x — a)* -+ b sobre R, siendo a y b
niimeros reales. Aplique el resultado a f{x) = x¥ — 4x + |

Solucion. Como {es derivable sobre R v no existen punios extremaos, los dnicos puntos crificos son los
puntos estacionarios, e decir, las soluciones de flx) = 2(x — a) = 0. AsL x = & e ¢l dnico punto critico,
flal = b es el minimo global, porque x e R = (x —a) =0 = (x —a)' + b= b Como (x — a) + b=
= b == x = aesevidenie que el minimo global s obtiene solamente en X, = @

Como ¥ —de + 1 =(x* —dx + 4) =3 =(x—2° — 3% la funcién fix) = 5" — dx + | ticne un
minimo global igual 8 —3en x, = 2

Problema B-5

Halle el miximo global de fix) = 1 + 12 |x| = 3x* en [-1,4]

Solucion. (o denvable sobre R = {0}, porque |x] no es derivable en x = 0. Esto muestra que 0 cs punto
critico. Tambaén = 1,4 500 puntos criticos porgue son puntos exiremos.

Como f{{x) = (1 + 122 — 3% = 12 —fxsix >0y ix) =] — 12x — 3% = 12 — bxsix =0,
vemos que x = <2 El conjunto de puntos criticos e [0, —1, 4, 2}, porque =2 esth excluido del dominio.
[ es continua en el intervalo cerrado ¥ acotado [ —1,4], ¢l teorema del valor extremo ascgura que ambos ex-
tremas globales s¢ producen.

D 0) = 1, T=1) = 10, 14} = 1 ¥ A2} = 13 3¢ vene max [ = 13 y min [ = |, Observe que el maximo
s¢ produjo en un punto cstacionario y el minime s¢ obtuve en un punto extremo no derivable,
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Problema 8-6

a) Halle el maximo global de fix) = xr:—_l — | sobre R. B) Halle

el minimo global de fix) = cos x + |x|sobre K.

y.
Solucidon. o Como [es derivable sobre R y como fIx) = — '—I,'f - 0 e x = [ Segin el teore-

ma del extremo estacionario, el dnico punto critico es (L 5i existe un maximo se debe tener que fil) = 0, pam
esto vames 8 verificar que flx) < fI0) para todo x e R:

I—xlx +“£D L R O

. L .
S SAO) o= e = 10w S ]

bl Como cos x v | x| son derivables sobre B — |0}, entonces f es derivable sobre B = {0}, /0o e deri-
wvithle en 0, porque de otra manera [ x| = (cos x + |x]) = cos x serfa derivable en (L Por tanto, 0 es un punto
eritico.

Para x > 0, fx) = (cos x + x)' = —sen x 4 |, pero pam x < 0, f{x) = (cos x — x) = —senx — |;

portanto, =0 = —snx+ 1 =00 —senx =] =02 x = i%+2nn.n=nt=m.
Paor tanto, el conjunto de puntos criticos es : 0y + % +1’Jﬂ::. Comao fI0) = 1 _-,-f(;‘;%+2rm] =

= | & -g— + 11m| > | esto muestra que {0} = 1 es el minimo global

Yl i

e . /x r=fx

y

(0. 1) ' :\\
| global I I %
: § - P Y -
. 3 B e 0 ln X a -
3 1 =
Figura 8-22 Figurs &2
Problema 87| Halke Ia distancia minima del punto (4, 0) sobre el cjc X al grafo de

y=Jx

Solucion. La funcidm que s¢ v a minimigar esth dada por la frmula

dix) = V{: i -0 =g +x

coyo dominie o [0, + o[, Como dix) = (1 -+ —; [[{I = af 4+ 2] existe parnx = 0y d{x) = 0=

:{x—ui+%=ﬂ',i'r}nax=a—-%-ju.-:-D.Elmnjunmdcpunlmcﬂtmas:Da——]z-:,
- , ) i 1
‘”";~P"’m{ﬂ]ﬁiﬂ{%,‘Jmmaqumdmmmxnhucmmn-%.gg}%j.mﬂ,.d{i_
W ez 'fixlzdﬂ—%)ﬂ{x—na‘naa——'—nx* (Za-Nx+a—as4>0e

ﬂj’—ﬂll—”:+(ﬂ—%) El]q[:t—(ﬁt——)} =0 x R

b u{%:d{xiznﬁﬂ}ﬁ-[x—a]*+.t:_*ala=-x — 2+ izl ey —2a+ 1)z 0o

=xzda-— |
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] 1 . .
Pe‘l‘uxzﬂyﬂi—f =xzl—-1 - xéﬂ}fﬂ*-'Tﬂ-d{x!édﬂﬂl]ﬂdimcl&m{ﬁsmm

ﬂJ(u--é—):Va—%siuz—i—,p«:rud{ﬂi:asia-ﬁé-.

ETOMEI OB} il ionaitin 00 b cscionaid 4 o
longitied mixima, que se puede pasar por la esquina de o
un corredor cuyas dimensiones se indican en la Figura
H-24; se supone que la escalera se transporta paralela al
suelo. )

R

Solucidn. La longitud de la escalera AR = gsecd + b 5
cosec £, AR es un maximo cuando:

dA8)
df

=asecligd = beoseclcotgfl =0 = 5

= asen' 0 = beos? 0 = 1g6 = Yhja Figura 8-24

oy 1
Entonces mﬂ:@#pwmﬂ:la—ﬂ,— . Por tanto, A8 = a sec @ + b cosec 0 es, efecti-

vamente, un méximo, Tenemos que mostrarlo analiticamente,
En efecto, e angulo @ haﬂe la longitud AB minima, s decir, que limita la longitud que puede pasar al

valor de AB para 8 = arc :g.\.-".b."a

Probl
- e Halle las dimensiones del cono recto circular, de méximo volumen,
que puede ser inscrito en una esfera de radio e (Vea Fig 8-25)

Solucién. Searel radio del cono, k s altura y ¥ su volumen: r* + (h - alF = a®: 2r + + Ak -ﬂ]% =0 =

L (. LA LA w4 Zah — 2K
-;a-m_ {i-hr.-ﬂrh:E --j-( —+h2r) [r‘l K 4 Dk _T.__al___j'__l
De r? =o' = (h — a)* se obliene -;- = nh{:ﬂ;g_h_—_ﬁj_ Oyh=0043a La aliura b = 0 obvia-

mente da un minime loeal; cuando b = 4/3a, entonces r =Vu’ - %'- = %’Eq.

Para verificar si [r ~ %5'2 a b= 4,"3n) 5 Un MAXIMS 0 na, &5 necesario considerar solamente valores
de b proximos a 4/3a tal que h > @ Entonces si r < -1‘;2 a=h> T" ¥ gi =0

Sir= 5“!:-2 = k< in ¥ -‘:—1,:—( = 0, esto muestra que estas dimensiones dan el valor miximo,

3

I

Figura 8-25 Figura B.26
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volumen minimo, que circunscribe una esfera de radio r. (Vea F'ig. B-26)

Solucion.
Entonces y + res'la altura del cono. La Figura 8-26 muestra que los tridngulos ABC y ADE son semejantes;
por tanto,
g _-'!"_‘.t?"__q = _Mr+a
r Jr - Jr -
; 24y 3 H
Abors ¥ = Loy + ) = IO _ IOt

Solamente los puntos estacionarios de Fiy) son puntos crilicos. Puesto gue
! arijy + Fily — 3r)
¥ = ~-=0 < y=—roy=73r
v = 1 ¥ ¥
El imico punto critico en Jroo[ es v, = 3n Luego ¥, + r = 4r. El radio minimo esth dado por

_ - ) v
Xy = ridr}e/or" — r = r/2, pucsto q-"“‘:l:f_: cOs ptr=dry %

un cilindro recto circular de volumen dado V para que su superficie sea minima,

Solucién.
k= ¥irr?
Para cualquicr r la superficie S(F) esti dada por

¥ 2V
Sir) = 2nr® 4 2nrh = 2ur? 4 2nr —y = 2rrl 4 e e 0, 4o

Los dmeos puntos criticos son los cerog de 5 como

5'ir) = dnr — i—r =0 = dr’ — 2V =0 = dnr” = 2F

Problema 8-10 Halle la alura y el radio de la base de un cono recto circular, de

Sea x el radio de la base del cono ¥ v la distancia del vértice del cono al centro de la esfera.

d—‘}f,lsiy+r}4r.

Problema 8-11 Halle la relacidn gue existe entre la altura y el radio de la base de

Sea r el radio de 1z base ¥ b la altura. Entonces el volumen estd dado por ¥V = zr?h; por tanio,

L TEn
r V;: es ¢l radio minima. Si b, ¥ ro son la aliura ¥ radio minimeos y como V = nr'h = nr’{-f—J4 enton-

s f—: = ?I;- = _{‘EF = 2 Esto muestra gue i debe ser el dohle del radio, (Vea Fig. 8-27.)

¥

-‘ifruj

Wy

12cm

in
Figura 8-17

Fg=

Figura 8-18
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Problema 8-12 Se guiere construir una caja de una hoja de papel de 12 em de lade,
cortando cuadrados iguales en las esquinas y doblando los lados. Halle la longitud del lado del
cuadrado que se debe cortar para que ¢l volumen sea miximo. (Vez Fig 8-28)

Solucion. Sea x el ndmere de centimetros del lado del cuadrado que e debe cortar. ¥ el volumen de ki
cajit. Las dimensiones de la caja son x, (12 — 2x)y (12 — 2x), ¥(x) = #(12 — 2212 — 2L 5ix = 0, ¥ =0,
ysix = 6 F = 0 Esto muestra que el valor de x debe estar comprendida en [0.6],

Fix) = M12 = 2x)} (12 = 2x) = 148z — 48x% + dx® = ¥'{x) = 144 = 96x -+ 12 = 12x — 2)(x — 6)
V'ix) existe para todos los valores de x, haciendo Fix) =0 = s = 2 ox = 6

Como Vi) = 0, FI6) = 0y FiZ) = 128 entonces o miximo global es 128, que s¢ obliene cuando la
lengitud del cuadrado que 52 corta e de 2 em,

Froblsms 843 Una isla 4 estd a 6 km de una playa B recta v en C hay una tienda
a 7 km de B. Si un hombre rema a 4 km/h y camina a 5 km/h, jen qué punto debe desembarcar
para emplear ¢l tiempo minimo para ir de A a C? (Vea Fig 8-29.)

Solucidn. Sea x la distancia entre By P. T el tiempo que empleaenirde A a O T = % - % 3

e M T 4 36 -
|AP) =‘ﬁ:r + 35 1PC| =T — %, Tix} = L ;- 36 + ? 5 X Como P esun punte cualquiesa en [0,7],

x debe estar comprendido en este intervalo.

TR - ——

4 x" +

x |

= g=0e =47 +B e =x= 1t}

=
|
?{J'
+|

Haciendo T'(x) = 0, s encuentma que x = +8 Como —8 es una rale extrafia y 8 € [0,7], no existen

puntos criticos de T en [0, 7] Por tanto, el minimo global de T en [0,7] debe presentarse en un punio extremo
P s

‘i:-s = f—g entonces el minimo global de T cs ‘-‘13:? en [0,7]

Es decir, el hombre debe remar en linea recta de 4 a O

del intervalo. T{0) = I—zg ¥y 7T ="'? COmo

Figura B8-2% Figura B-30

Problema aﬂ“' Halle las dimensiones del cilindro recto circular, de maximo vo-

lumen, que puede ser inscrito en un cono circular de radio r =5 cm y altura 12 em.
{Vea Fig. 8-30.)

Solucidn. Sir=0yh=12= F=0sir=5yh=0= V= 0 Eilo muestra que r csli compren-
dido en el intervalo [0,5] v hen [0, 12{.
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Vo= arth vy 124 = —u—smnc_;.a.n:ad: los tridngulos ABC y ADE. Por tanto, ¢ volumen se expresa

r 5
coma ViF) = I% (5% — r'); V o= continoa en [0, 5]; ¥ir) = % (10F — 3¢%)

Haciendo ¥ir) = 0, setiene {10l — 3r) =0 = r= 0y r = —]30

Comao V' existe para todos los valores de r, los dnicos puntos criticos de ¥ son O v 1073

Ahora, Vo) = 0, y(.l}':l) " %_ V(5) = 0

Esto muestra que el valor miximo de ¥Fes - -E,;E % cuando r = % yh=4

PS5 Una ventana ticne la forma que indica la Figura 8-31.
{Cuil es la forma de la ventana para gue entre ¢l maxime de luz para un pe-
rimetro dado®

Solucién. Sez x = ancho, y = allura, A = area, P = perimetro. 4
PRGSO . gl PO - Figura B-31
= Xy 3 3 Xy -+ g ¥+ 3 gura

dP

- B g o=
3 =0=xy+y+axid=0y

Como A debe ser maximo, :ii_: = ), ¥y como P es constanie se obliene
1 42 4+ 02 =0

Resalvieado para ¢ igualando resultados, & + % = 2 + % = x = 2y, Es decir, ¢l ancho del rec-
tangubo debe ser ¢l doble de su aliura; como x = 0o p = 0 darian Areas nulas, x = 2y debe dar el &rea mixima

Problema 8-16 Halle las dimensiones del miximo cilindro reclo circular que se puede
inscribir en una esfera de radio 12 cm. (Vea Fig 8-32.)

Ly
Solucidn. Sea x = radio del cilindra, 2y su altura v ¥ su volumen,
Tenemos
{7, ¥}

Fe 2uxdy: x¥ & " o= J44

Ve 2ax®y’ + dmxy =0 e+ 2py' =0 = ' = = 3 >
Remplazando este glumo valor en V° se obtlisne

Iex? [‘ 'x)uu ale =X p2ymt et

¥ ¥ ¥ ¥ X Figura 8-31

Entonces /2y = x Este valor da evidentemente un volumen V miximo, porgue x = 0 o y = 0 darian vol-
mencs minimaos.

Dex® + ' = 144 y /2y = x seobtiene 27 + 32 = |44 = y =43 y x =4./6.

Pratdama.§-17 Dos edificios estin a 150 y 100 pies, respectivamente, de los puntos
mis cercanos 4 ¥ B sobre una red eléctrice. AB es igual a 200 pies. Los dos edificios s¢ van a
conectar a un mismo punto de la linea de transicion. (Cudl es la distancia de este punto a 4
para que se emplee el minimo de alambre? (Vea Fig 8-33.)
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iy -

150
”
k.

Figura 8-33

Solucion. Sca x la distancia del punto de conexitn a A ¥ ¢ la longitud del alambre empleado. Tomemos
3 pies comao unidad.

SR 1

N e B ¥ 7 L

F=J iR+ - P =y =

el =3 +am@ =) Tt = +4] = — (2 + Y o dx? =N — )

Entonoes —2x = 34 — z); por tanto, x = 11 lo cual o3 imposgible 2x = 34 = x) da x = 12/5 unidades
x = 120 paes. (Por gqué &5 minima?

Problema 818 Un recipiente tiene la forma que indica la Figura 8-34. Ambos lados
forman el mismo dangulo con la base. ;De qué ancho = a debe ser fa parte superior para que el
recipiente tenga un volumen méaximo?

Solucién. Sca x ol ancho de la parte superior y 4 ¢l drea de la seccion. 4 se debe maximizar. La profun-
didad del recipiente es

- : T3
uJ_(Izﬂ =%V.-—:m;"=x-lz-u of der +§u x
dA | (x 4+ a}(2a — 2x) _:I'—I] (2a — x)la + x)
=+ T+ I - |z = 0
dx 4 [2\.-'_%1: Foax — %t 2\,-"3“: + Zix — x°
. " . . s dA ) dd
Como x debe ser positive, x = 2a es Ia (nica solucidn, Si v < 2o == Pk 0.8 x > 2a, enlonces i = i,
entonces x « 2o pare que el volumen sea maximo.
- x |
] i | PNUALT]
! 1
| |
| i Rema
ay | | fa
I I Camima “E.I.'DJ
- > -+
Figura 8-34 Figura 8-35
Problema 8§19 Un hombre estd en una isla a 6 km de una playa. Desea llegar a un

punto sobre la playa situado a 10 km del punto mas cercano a la isla. 5i rema 3 km/h v camina
a 5 km/h, jcual es la ruta mis rapida? (Vea Fig. 8-35)

Solucién. 0 < x = 10. El tiempo empleado en el viaje es: rema, /36 4 x7 km, y come remaa 3 km/h, el
tiempo empleado en remar es./36 + %3 h La distancia que caming es 10 — x, ¥ como camina a 5 km/h, el
tiempo empleado en caminar e (10 — x)/5 b, El tiempo total es /36 + x53 & {10 = x)/5
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, -
Sca fix) = \'L”3+x— + _1u_$_x__ Se va @ calcular o maximo global de f(x) sobre [0,10]
x I i ! x 1 Ll 9
B —e = H d 0, bt m——— = =, =
Sx) : == 5~ Hacien of =050 mm!\,;i!ﬁ-i == - x= 3

El Gnico valor de x en el intervalo [0, 10] para e cual fix) = 0 s x = %2 Vamos & ver st en x = 972
hay un maximo o minimo local, Como fix) o continua sobre ¢l intervalo cerrado [0, 10] tigne un minimo en
€l, y ademis fix] es derivable para todos los valores de x; entonces f{x) tiene el minimeo en uno de los tres
puntes 0, 10 0 92 Ahom i) = 4, f110) = T36/2, 19/2) = 18/5. El minimo de estos tres puntos es 13/5; por
tanto, el minimo se presenta en x = 97

Esto dice que la via més ripida es: remar hasta el punto situado a 4 km del punto mis cercano a la isla
y despueds caminar,

Problema 8-20 iCusl es el cono recio circular de volumen minimo que sz puede
circunscribir & un hemisferio de radio a? (Vea Fig. 8-36.)

Solucidén. Sei r = radio de la base del cono y b su altura.

r*m‘ﬂaﬁﬂ.ﬁ-u{s&nﬂ:V:Fﬂﬂ]:Tm’:h= ra’

Feos® Fsen
Como lim V(%) = lim V() = += se deben considerar los valores de @ en el intervalo ]D, n/2[. Es evidente
a-=n @

que el cono tiene volumen minimo cuando la funcién BN = sen & cos® § que aparece en el denominzdor

alcanza su valor maximo,

FU0 = —2¢os 0sen? § + cos? @ = 2 cos® 81/2 — 1g? ), que es cero para 0, = a.rclg—l_i = 35% Como
!

S cambia de mas a menos al pasar por 8, 5 tene un maxmme en . Entences ¥(0) tvene un minmo local en 0.
El minimo global lo debe alcanzar en un punto interior al intervalo abierto, ¥ como no hay sino uno,
¢l minimo es global. Entonces F(i) no ticne méiximo global en 0, =/2[L
-
Como cos i, =\"I—§, sen fly = 1T_1 ¢l miximo gue se puede circunscribir en el hemisferio tiene las s
V3 W3
guientes dimensiones;

r='h'.'_3ﬂ_,rf=,qﬁa_ pz'\"_}m-l

J2 2
Como el volumen del hemisleno es E ma®, l relacion entre ¢l volumen del cono ¥ ¢ hemisferio es
-54& y 1.3
Figura 8-36 Figura 8-37

Problema 8-21 Halle el volumen del cilindro recte circular méximo que se puede
inseribir en una esfera de radio R (Vea Fig. 8-37.)
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Solucién. El valumen del cilindro es nr'h, que depende de r ¥ b Se puede eliminar una de estas variables
empleando ka relacion r® 4+ (h2)°h = R? (aplicando €] teorema de Pitdgoras al triangulo ABRC)

2 3
Entonces :[R" - {-;J )h - nR? — %
3
Sea flx) = xRh < “i‘ ;

Como el cilindro se inscribe en la esfera 0 < b < 2R, los valores b = 0y h = 2R no tienen interés porque
en este caso el volumen del cilindro es 0. 8¢ quiere entonces hallar ¢ méaximo de f{h) sobre 10.2R[. Entonces
el maximo se presenta en un punto interior donde k) = 0. Ahora,

3 B
fih) = =R? — 1}"—. SifTh =0 = h=+ |*3

Entonces el valor medio se presenta en h = p% PORQUE COn SIgNo menos no tiene sentido.

Tl 3
I(V‘_‘g_ o JmR = volumen maximo

3

EJERCICIOS PROPUESTOS

Funciones crecientes y decrecientes. Maximos y minimos

t. Determine dinde es creciente y dénde es decreciente cada una de las sipuicntes funciones, Bosqueje
un grafo de cada una

a x? = x4 2 ) =& " x% k) senx — 3cos(x/3)

B x* =37 +2x 42 gl x+(%). o200+ 2

el 1 — x% k] x + |s=n x|. m) sen x cos 2x

& x+ |x]. 0 el + xb n x — 2senx

¢} (sem x} (] + cos x) N z=[x] a {1 — x4 M + = + =%,

Resp.: ) La funcitn es creciente sobre el intervalo [~ 1,0] v o intervalo [1, 4 cof. Bs decreciente
sobre los intervalos J—oo, — 1]y [0, 1] (Ves Fig 8-38)

© 4 y=ll-2F $¥
¥ = [sen x) (| + cos x)
il L =
- : - -
i
Figura 8-18 Figura B-3%

¢} La funcidn es creciente sobre los intervalos de la forma [—&3 + 2nm, m/3 + 2um], donde
es un enters. Bl grafo de 00 < x = 2n sc muestira en la Figura 8-39,
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g) La funcidn es creciente sobre los intervalos J—o, — 1] ¥ [1. + [, Es decreciente sobre los
intervalos [ =1, O[ ¥ J0, 1]. (Vea Fig £-40))

X

Figura B-40

Norta. Creciente == conserva ¢l orden; decreciente <= invierte el orden

. ) Pruebe ¢l siguiente resultado: Suponga que fitl) = o(0hy que f{x) = g'(x) par todo x = O Entonces
fixh = glx) para todo x = 0 (Neta. Considere h = g — f}

Interprete este resultado geométricamente.
b Partiendo de la desigualdad cos x = | wse a} para deducir en orden las desigualdades

senx < x, cosx =1 —x¥2, senx = x — x*6 para x = 0

1 Dados los desarrollos en senes de polencias de seno y coscno:

¥ da—1

3

S.{x}=.:—%+%— ...+i—|}'”h.
¥ o L xi?

Cx) = | _'f"'ﬁ_'"""_” 'm

donde ¢l subindice n de 5, v O, indica el nimero de términos de la serie.
Pruebe por induccion que

Sidx) = semx < 8, ix) vy Cyix) S cosx = Oy, y(xhparatodon e Z” y x =2 0
d)  Usando coordenadas rectangulares represente las funciones sem, 53 v 5y

¢} Usando ) prucke que 5si 0 < x = =/4; entonces los polinomios

xt
4!

pueden usarse para COmMpuUiar sen x ¥ cos X con aproximacidn a bres decimales,

3 xj 3
S,lxi=x—';—!+?yc_-,[:]nlr- a-q-

N Encuentre un polinomio que pueds usarse parn calcular sen x con aproximacion de siete deci-
males para valores de x & [0, m/4].
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g) Use las desigualdades de ¢) y los razonamientos apropiados para calcular los siguientes li-
mites:

lim (sen x ~ x)/x>, lim (cos x — 1)/x2, lim (x cos x — sen x)/(x sen? x)

x-0 x—+0 x+0

’ - ] 0
h) Pruebe que la funcién fix) = LGP tiene una derivada continua en cero.
1 six =0
Resp.:. e} Si 0 < x < n/4, entonces

x' _ (4

0 < S3(x) — senx < 1) < T < 0,0005
S T [ |
W TgrTEr T
tg x, R
Pruebe que e, > ~ s1 0 < x; < x, < m/2.
Muestre que g x B e e /2.
X sen x
2
Nota. Una desigualdad equivalente es ;en ? 2
, X° COs* X

Muestre que esto prueba que la expresion de la izquierda es creciente sobre 0 < x < /2.

x + x*3sen (1/x) si x # 0

Muestre que f°(0) = 1 y, sin embargo, no hay un entorno en el cual J sea creciente (es decir, en el cual
conserve el orden).

b) Si f(xo) > 0, pruebe que existe un § > 0 tal que
Xo — 0 < x < Xxg = flx) < fixe), Xo <x < x5+ 0 = flxy) < fix)

Decimos en tal situacion que f conserva el orden en X, (€s estrictamente creciente en x,).

¢) Explique cual es la diferencia (si la hay) entre decir que f conserva el orden en'x, y que f conserva
el orden sobre un entorno o conjunto S.

Situe todos los extremos locales de cada una de las siguientes funciones. Aplique Ia prueba de la primera
derivada.

a) 8x% — 9x? + 1. c) x2+—lx—6. e) tgx — 8senx.

b) Jx(a — x). d) (sen x) (1 + cos x). f) x°P(x — 18y~ V2

Resp.: a) Maximo local en 0, minimo local en 3/4.
b) Maximo local en a/2.
c¢) Minimo local en 2.
d) Maximo local en todos los puntos de la forma n/3 + 2nn, n entero: minimo local en todos
los puntos de la forma —#/3 + 2nn, n entero.

e} La misma respuesta que en d) con «maximo» y «minimo» intercambiados.
f) Minimo local en 27.

Halle los extremos globales de las siguientes funciones sobre R.

a) x*— 3x + 4. c) x*—2x* + 5. e] x*/” + L
b x*— 2x% — 1. d 1 + 6]x| + 3x2 f) sen?x.

Resp.: a) mm7/4en3/2, nomax; b) min —2en +1,nomax; ¢) min4en +1, no max; d) min |
en 0, no max; e¢) min 0 en 0.

Halle los extremos de las siguientes funciones sobre los intervalos indicados:

] :
a) x + = sobre [0, + oof. Resp.: min 2 en 1, no max
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=1
Bl s:nj-:-schrclt—{ﬂi. Resp.; min - I:n[; f-lln-]!] . max |
n =1
-j {d4n + I}]
o 24 7x| — 3x? sobre [-2, 7] Resp.: min — % en +7, max 73/12en +7/6
dl  |sen x| sobre H. Resp: min 0 en mn, max | en + a;- + 2mn
1 .
¢} = e Resp.: max | en 0, no min
Nl=|x=1 Resp.: max | en |, no min

Suponiendo que ¢l extremo mencionado exista demuesine gue:
a) max = min == [ = constante.
Resp.: min [ = fix] = max £y min f = max [ = f{x}) = max f
Bl A=max < —4 = mini—/)
Resp.: fix)= A = (=flix)= =4

¢ A=max [ = A4 C=max{S + C)
Resp: fix)= A= fixi+CsAd+C
dl Aw=max ¥y C>0= CA=max (Cf)
fixi= A = Cfix) = CA
@) A=max [y />0 = A% = max f°.

Resp.: fix) s A = Cfixl = CA

Hallc la distancia minima del punio (o, 0)a ta recta [(x, y): p = mx,x e R}, m = constante.

Exprese el ntimero 5 como suma de dos nimeros tales que la suma de sus cuadrados sea minima. Gene-
ralice para un namero cualguiera m. 5 5
Resp_: K Tl |

Exprese el ndmero 5 como suma de tres ndmeros tales que la suma de dos de ellos sea igual a tres veces
el tercero y lales que su producto sea maximeo.
Resp.: !--5+ E—-5+—5
T8 B E
Se quiere construir und caja rectangular de una Fimina de 8 = 5 cm, coriando un cuadrado en cada
esquina y doblande, Halle ¢l lado del coadrado para que el volumen sea méiximo.

a) Suma constante, principic del maximo producto. Dado un nimero positivo § pruebe que entre

todos los nimeros positivos X ¥ y, con & + y = 5, ¢l producto £y es mayor cuando x = y = ;—S.
Prugha. Si x 4+ y = §, cntonces ¥y = § — x y el producto xy e igual a x(§ — x) = x§ = x* Sea
fix) = x§ — x%, Este polinomio cuadritico tiene una primera derivada fTx) = § — 2x que es positiva

Fﬂ.m!'ﬁ—;'f;ynl:ﬂﬂ“\"apﬂrﬂx} I-S. Por tanto, e miximo de xp ocurre cuando x=TIL,

2
y=5—x= %S. Esto puede probarse también sin el ugo del cileulo. Simplemente escribimos
Ax) = TI 5 - (x — ;—S)’ ¥ observamos que fix) es maxima cuando x = %S.

b)  Preducto constante, principio de la minima suma. Dado un nimero positive F prucbe que entre
toddos los nlimeros positivos x ¥ v con xy = P, lo suma x + v &5 minima coindo ¥ = y =P
Prusba. Debemos detcrminar ¢l minimo de la funcién {%) = x + ﬂ para %5 0 1a primés déri-
vadn es fx) = | — —P-;—- Es negativa para x* < Py positiva para x* = P v asi flx) tiene un minimo
en x = /P Por tanto, la suma x + y es minima cuando x = y = JP.

¢} La media geométrica de dos nameros positivos po excede su media aritmética. Esto es,

Juh = 1', {a + #)
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Prueba, Dadosa > Oy b > 0,sea P = ab. Entre todos los positivos x v v, con xp = P lasuma x + y
es minima cuando x*= y = ,/P. En otras palabras, si xy = P, entonces x + yz=JP+ JP= /P
En particular, a + b = 2/P = 2 /ab, asi /ab < --;— fa + b). La igualdad se presenta solameniesia = b,

dl  Un blogue de peso W es movido sobre una tabla plana por una fuerza que forma un angulo &
con la direccién del movimiento, donde 0 < 8 < #/2, como se muestra. Suponiendo que al movimiento
¢ opone una fuerza de rozamiento proporcional a Ja fuerza normal con que ef blogue presiona perpen-
dicularmente contra Ia superficie de la 1abla, encuentre o dngulo # para el cual la fuerza necesaria para
venoer ¢l rozamiento o minima. (Vea Fig 8-41.)

Fifm

Fuerea de friccian

N

= Fill) cos

Fuerza normal N = W — Fifjzen &

Figura B-41

Resp.:  Sea Fif) la fuerza aplicada Tiene una componente vertical hacia arriba F(8) sen 8, asi que la
fuerza normal neta que presiona contra la tabla es N = W — Fifl) sen . La fuerza de rozamicnto es
ulN, donde u es una constante llamada coeficiente de rozamienio. La componente horizontal de la fuerza
aplicada es Fi{fl) cos . Cuando ésta iguala a la fuerza de rozamiento oblenemos

Fiffy cos 8 = u[W — F(f) sen 0]

de donde
ul¥

Fi) = cos 0 + wsen i
Para minimizar F{ff), maximizamos ¢l denominador g(0) = cos @ + wsen Oen el intervalo 0 = 0 = nfx
En los puntos extremos tenemos gi0) = | v g{=/2) = w En ¢l interior del intervalo tenemos

git) = —sen @ + ucosfl

Por tanto, g lene un punto critico en @ = o, donde sen % = w cos o Esto da gla) = cos a2 4+ w’ cosa =

= {1 + v’} cos = Podemos expresar cos 2 en términos de w Debidoa que u® cos®a = sena = 1 — cos® o

cncontramos (1 + w’)cos®a = I, y cosa = 1//T + &, Asi, gla) = /T + u”. Debido a que glz) exce-

de a g(0) y gl/2) el miximo de g ocurre en of punto estacionario. Por tanto, la fuerz minima requerida es
ul¥ uby

Fla) = —— B r—
G

iy

{0, ) 4

Figura 8-42
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¢} Encuentre la disiancia mas corta de un punto dado (0, b) sobre cl eje ¥ a la parabola x° = 4y
{El nimero & prede tener cualquier valor real)

Resp.:  La paribola se mucstra on ka Fipura 8-42 La cantidad que se va a minimizar es o distancia o,

donide
d= % + [y — bF

sujeia a la resiriccidn x* = 4y, Es claro por la figura que cuando b & negativo la distancia minins es
k). Cuando el punto se mueve hacia armba sobre el gje ¥, el minimo es b hasta que el punio alcanza
una determinada posicion, arriba de la cual el minimo es < b La localizacion exacla de osta posicion
se determianard ahora. Primeramente abserviamos que e punto (x, p) que minimiz 4, también minimiza
4%, En esta silugcion podemos expresar o solo en términos de x o solo en términos de v. Expresaremos
d* en términos de v ¥ dejamos 2l lector como cjercicie hacer el calculo cvando &° se expresa en terminos
de x.

Por tanto, la funcidn o minimizar esta dada por la fdrmulz

) =d' =y 4+ (y - B
Aungue fy) es deflinida para todos los valores reales de y, la noturales del problema requicre que bus-
quemos &l minimo solo entre los y = 0. La derivada, dada por f{y) = 4 + Hy — b} es cero solo cuando
y=b = 2 Cuando b = 2 legames 4@ un punto critico negativo y, que estd excluido por fa restriccion
y = 0. En otras palabras, si b < 2, ¢l minimo no ocurre en un punio critico estacionario. En efecto,
cuanda b < 2, vemos que fTy) = 0 cuando y = O, y, por tanto, fes creciente para y = O De donde o
mimma absoluto ocurre en ef punto final ¥ = 0, El mimmo correspondiente d es \,1"_, = |hl.

Si b = 2 hay un punto estacionatio en 3 = b — 2 Debido a que ["{y) = 2 para todo y, la derivada
e creciente, v, por tanto, ef minimo absoluto de  ocurre en este punto critico. El minimo J o
JEHD = I) # 4 = 2,/h = 1. Por tanto, hemos mostrado que la distancia minima es |b} si b < 2 ¥
/b — Isih = 2 (El valor & = 2 es el valor especial al que se alude arriba.)

Entre todos los alindros circulares rectos de drea lateral dada, pruebe que la esfera circunscrita mas
pequeiia tene un radio o2 veces ef del cilindro,

Encuentre el trapezoide de mayor area que puede inscribirse en un semicireuls, siendo la base inferior

¢l diametro.
Resp.:  Trapezoide isdsceles, base inferior of didmetro, base superior igual al rudio,

Si @y b son los catetos de un irikngulo rectingulo cuya hipotenosa es | encuenire o mayor valor de
2a + b Resp.: 5
La esquina inferior derecha de una phgina se dobla hasia alcanzar el lado mayor izquierdo. 5i o ancho
de la pagina es de 6 pulgadas encuentre fa longited minima del pliegue (Qué dngulo hard este plicgue

minime con ¢l lado mayor derecho de la pagina? Suponga gue la pagina es Jo bastante larga para evitar
que el plisgue alcance Ia parte superior de la pagina (Vea Fig 843.)

]

Resp.:  Pliegue = %,_-"3 pulgadas; dngulo = arc tg —‘tz—
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Teorema del valor medio
para primeras derivadas

Teorema de Rolle. Sea f[:[a, b] = R, f continua sobre [a, b] y f derivable sobre Ja, b[. Enton-
ces fla) = 0 = f{b) = existe un ¢ & Ja, b] 1al que fc) = (.

¥l
=10
e, fle) 4
|}
1] Auﬁ {b‘ﬂi,
*la, fla)) J "
Figura -1

Demostracidn.  Segin el teorema de los valores extremos y la hipotesis de la continuidad de f
en el intervalo cerrado y acotado [a, b], se sabe que ftiene un maximo y un minimo global en [a.b].

Caso |. Supongamos que [ alcanza un maximo y un minimo en los puntos extremos
a y/o b. Entonces la hipétesis fla) = 0 = fib) dice que 0 < fix) < 0 para todos x & [a, b].

En este caso, f{x) = 0 para todo x en [a, b]. Como [ es cero, todo punto entre a y b sirve
para desempediar el papel del punto c

Caso 2. Supongamos que falcanza su miximo o su minimo global en algin punto in-
terior de [a, b]. Supongamos que f{x ) es un miximo ¥ a4 < x, < b

Fl teorema del extremo estacionario afirma que f{x,) = 0; por tanto, x, sirve de punto
intermedio ¢ de la conclusién.

El siguiente teorema ¢s una generalizacion del teorema de Rolle.

Teorema del valor medio para primeras derivadas. Sea f: [a,b] — R, [ continua sobre [a. b]
v derivable sobre o, b[. Entonces existe ¢ tal que fih) — fla) = flekb — alye € Ja bl.

Demostracion.  La demostracion se basa en ¢l estudio de la funcidn

Elx) = fix) —[ 'ﬂﬁb} }{}ﬂ ix — al + fla) ]

209
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Ak
Jxl = —

Mixima
distancia

vertical ™ |
|
r |
* \
£
i !
S
M
~
: - R e ~
o a x b =
Figura -1 Figura 9-3

que se deduce como sigue: E(x) = flx) — v, flx) la ordenada sobre fa curva y v la ordenada
sobre la recia que pasa por AB

.v:ﬁu}+nﬂx-u;=ﬂa]+ﬂ!;3:,fi}

Entonces
E(x) = fix) - [—~—h—: = x — a) + j{ajJ

que mide ¢l desplazamiento vertical del grafo de f a la cuerda de cxtremos (o fla)l (b fib)
(Fig. 9-2). La clave de la demostracion estd en que la pendiente f'(x) de la curva se espera que sea
igual a la pendiente [fib) — fla)]/(b — a) de la cuerda extrema en el punto ¢ en el cual E(c) es
un miximo local,

La idea surge cuando consideramos el segmento circular (Fig 9-3) en ¢l cual se demuesica
que el punto sobre el segmento circular en el cual la tangenie es paralela a la cuerda que pasa
por los extremos tiene la propiedad de que la distancia vertical entre la cuerda y el arco es méxima.

En dicha funcidn es E(a) = 0 = E(b); por 1anto, se puede aplicar el teorema de Rolle.

La funcién E{x) es continua sobre [a, b] v derivable sobre Ja, b[ porque [y x — a son fun-
ciones continuas sobre [a, b] y derivables en Ja, b[.

Esto hace que se cumplan las tres condiciones del teorema de Rolle. Luego el teorema de
Rolle asegura que existe ¢ € Ja, b{ tal que E'fc) = 0. Calculando E' y haciéndola igual a cero
se obtiene

V=11 = ﬂ#ﬁ_;i}gl_ ya<c<b=flg= .J'_Ez = aﬂ}

gue es lo gue se queria demostrar.

Como se verd, el teorema del valor medio ¢s uno de los instrumentos més Otiles del caleulo,
Cuando el lector encuentre la diferencia fib) — fla) piense que se puede remplazar por f{c)ib — a)
conda <¢<h

En fisica se emplea el T.V.M. (teorema del valor medio) cuando se dice que la diferencia
de temperaturas entre los extremos de una barra es igual a la raz6n media de cambio de la tem-
peratura por unidad de longitud por Ia longitud de la barra, suponiendo que la temperatura
es constanie sobre las secciones. En cinemitica, el desplazamiento fTb) — fla) se obtiene al mul-
tiphcar la velocidad media fic) por la duracién b — a del intervalo de tiempo. Si se calienia
un alambre uniformemente, sufre una dilatacion; el T.V.M, dice que la longitud resultante
es igual a la longitud original multiplicada por la razén de dilatacién por unidad de longitud
en un punto medio ¢ sobre ¢l alambre.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 9-1

Sea flx) = 4x* — 9x. Verifigue que se cumplen las hipdtesis del

teorema de Rolle en los siguientes intervalos: [_— %I.’]] - [{I, %] ¥ [— —; ; . Halle un

valor apropiado de ¢ en cada uno de estos intervalos para los cuales fc) = O,

Solucién. f1x) = 12x" = 9, fes continua sobre R y derivable, esto muesira que se cumple la condicion
de continuidad y derivabilidad. Hactendo f{x) = 0 se encuentra que

4.1:(.1: --E}--ﬂ-::u--;-.xrﬂj.tzg

] Andloga-

|

Sisetomia o= — ;Jr b =0, s cumplen las hipdtests del teoremi de Rolle en [— ;
3
i

Ptk

mente, se demuestin que se cumplen las hipdtesis del weorema de Rolle en [D, %] ¥ [
Parn hallar los valores adecuados de ¢ hacemos (c) « 0y s obtiene

. 5
T =)= = — EYES R A
I2e 9= € M A

Entonces para ¢l intervalo [-- -%.U]_ c= — J-'.,l En [ —:] = k; J.'-m[ s ; ;J ¢ puede scr

Iy Il‘_
igual & — -‘%3-, 3"1,1

froblsma 92 8i flx) = x* — 5x% — 3x, verifique que las hipétesis del teorema del
vilor medio se satisfacen para a = | v b = 3. Halle todos los nimeros ¢ en el imervalo |1, 3]
tales que

file) = [ = aAnjE - 1

Solucién. Como f es un polinomio, [ e continua y derivable para todo x = R Entonces las hipdiesis
del teorema del valor medio se satisfacen para cualguieray b fTx} = 3x? — 10x — 3,01} = — T, f13) = —27.

Entonces
A¥=Aly  -27-(-T) o

=1 2

Haciendo ffc) = —10scobtiene 3¢ = 10¢ = 3 m =10 o= (g = Thic = 1) = 0 o= ¢ = -;4 o= 1, Como

: v i 7
I no pertenece al mtervalo abierio ]I, 3], entonces ¢l dnico valor que sirve es ¢ = 5

Problema 9-3

Si fix) = x*", muestre que no existe un namero ¢ en |-2,2 tal gue

{Qué hipotesis del T.V.M. no se cumple para fena = —2y b = 27
Solucion. [z = -z-x'*'-“ = fle) = = :
) 3 3T

f2) - fi2) N 413 _ 41l o
==H" " &
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r

Figura 7-4
Mo existe ¢ para ¢l cual ]c-;m = i

[ es continga en [ —2,2]:sin embargo, no e derivable en 1 —2.2[ porque /100 no existe.
Por tanto, la segunda condicidn de la hipdtests del TV.M. no se cumple para fouando o = —2y b = 2

Problema 9-4

Muestre que /1 + h < | +%h sih =0,

Solucién. En b — flal = flehib — o) tomemos a fix) = 1 + x, a =0y b= h Entoncs para- al-
gim ¢ & |0, k[

— i I
gy DO e o
N i+ ¢ i

h

|

Por tanto, JT + < | 4
W

Problema 9-5 Suponga que f es dos veces derivable sobre Ja, b[ y f continua en a y b
Muestre que si fla) = f(c) = fib) = 0 con @ < ¢ < b, entonces existe un punto d & Ja, b tal

que [id) = 0.

Solucién. Por ¢ ieorema de Rolle, fTe,) = 0 = M) para ¢, & Jo, o ¥ ¢z & Jo. b, respectivamente
Aplicanda de nueve ¢f teorema de Rolle a f que desempofia ahora ¢l papel de ) se tiene que () = 0
para algin d & Je,. o = d & Ja, b[. (Por que?

Problema 9-6 Pruche que s f{x) es positiva, entonces fix) tiene & lo mas dos raices.

Solucidn. 5 flx) tiene dos rajces, entonces, por el teorema de Rolle para algim valor @ entre s dos raices,
fle) = 0

Problema 9-7 a) Muestre que si flx) tiene n raices en [a b], entonces [(x} tiene
por lo menos m — | raices. b} JQué conclusion saca con respecto al nimero maximo de raices
distintas de un polinomio de grado n?

Solucidn. o) 5ilas rafces estan dadas por v, < x; = ... = x_ entonces, por el teorema de Rolle, existen
valores c, CON X, < €, < X, lales que o) = 0,

b}y Como la p-ésima derivada de un polinomio de grado n es una constante distinta de cero, s sigue
que [~ "<} puede tener a lo mis una ralz; entonces ™ 2Yx) puede tener 2 lo méis dos raices, et

Problema ‘F—ﬂ] Muestre gue x > sen x para X posilivo y x < Ig X para x E]IJ, g[



TEOREMA DEL VALDR MEDKD PARA PRIMERAS DERIVADAS 213

Solucion. Pam fix) = x — sen x s tiene que [(x) = | — cosx = 0, Entonces [ no es decreciente ¥ €5
catrictamente creciente o]0, 2n[. Por anto, f{x) = f10) = 0 Para plx) = tg & — % se tiene que

gix=14+1g2 -1 =0 [{I{k:‘.‘—;—]

asl g o8 creciente estrictamente para 0< & < o2 ¥ g{x) > @) = 0.

Problema 9-9 5i la funcidn continua f{x) posee derivada en cada punto de un entorno de
x = ¢y si f(x)se aproxima a un limite L cuando x — £, entonces [(£) existe y es igual a L.

S
¢

Solucion. Por el tcorema del valor rrecdics, j[x:l_— = M) con |u = £| < |x — £l
* —

Tomando el limite cuando x —= £ se abtiene (&) = L

Problema %10 Si fix) es continua ¥ derivable en a = x < b, muestre que si Cix) = 0
ena =< x <Ly [x)z0en < x < b laluncidn no es nunca menor que f{£)

Solucidn. Paraa < x < £ sc tiene, por ol teorema del valor medio, pars algin v entre x v £,
8 = fix) = FlulE — xh< 0

Para { = x < bse tiene, para algin v entre £y x, f{x) — f(&) = Me)ix — &) = 0,

u‘ruhlnma Ll Sea fix) definida y derivable sobre R. Muestre que si fil) = 0, v en
todas partes |({x)| = |fix)], entonces fx) = 0.

Solucién. Aplicando repetidaments ef teorema del valor medio se tiene | fix)] = 1=, - x|, x| = |x|
porque |flx) — A = [x — O] [F(x, )

= | x| x|

= Maghe, |- od, |x3) < |2,
= Mg - Ixf?

= |flegd| - 1=

= il P |2 < (x|

como ffx) es continus para |x| < |, es acotads, ¥, por tanto, para [x| < | se tiene pasando ol limite cuando
n-a, | fix)] = 0. Por la continuidad wambién se tiene que f{x) = 0 para x = 4]

El razonarmiento se puede repetir para los nuevos origenes x = 10, +2, .., pam extender e resultado
a la recta total

Teorema de la funcion constante.  Hipdilesis, las del teo-

rema de Rolle. Entonces (*(x) = 0 sobre Ja, #] = fix) = 4 :
= C, para una constante C, ¢s decir, fix) = fix,) sobre Pendtionte = 0
[a. b] para cualquier x, € [a, b]. 4 (xo. flsa))
Demostracién,  Sea x, un punto dado en [a b] ¥ I : I
x € [a b]. Mostramos que f{x) — fix,) = 0. : | |
LE=0 | o
Por el T.V.M,, — o

Sx) — fxg) = fledx — %) y xS ¢S x5 (9-1) Figura 9.5
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Por hipdtesis, /° = 0 sobre Ja, b[ ; por tanto, en particular, fle) = 0, De (9-1) e tiene que fTx) —
— fixg) = 0, como s pedia, = fix) = flxg), s decir, f e constante sobre [a, k]

Teorema de la diferencia constante. Sea g:[a b] — R v h: [a, b] — R, g ¥ i continuas sobre
[ b] ¥ derivables sobre Ja, b[. Entonces g'{x) = h'(x) sobre Ja, b[ = g(x) = hix) = C sobre
[a b]; para una constante C, s decir, gl=:) — Mx) = glxa) — hxg) sobre [a, b] para cualquicr
X & [a, b]

Demostracion. La clave de la demostracion estd en mostrar gue la fencion (9-1)

Six) = gix) = hix), x € [a, b] es de derivada cero en Ja, b[ y, por tanto, es una funcion constante,
Derivando se obtiene

fix) = [olx) = Wx)]' = g'(x) = I(x) sobre Ja, B[ {9-2)
Por hiplesis, g'ix) = I(x) para todo x & [a, b]; por (9-2) s tiene f{x) = 0 para todo x & Ja. B[,

Segun el teorema de la funcidn constante se tiene f{x) = fix,) para cualquier x, € [a b]
¥ tode x e [a b]. Segin (9-1) se obtiene glx) — hix) = glxg) — hixy).

Tearema de monotonin,  Hipdtesis, las mismas del teorema del valor medio, Entonces "= 0
(respectivamente < 0) sobre Ju, b[ = f conserva el orden (respectivamente invierte el orden)
sobre [a, #]. En otras palabras, cs crecienie o decreciente.

Demostracién. Por el T.V.M, para cualquier x,, x, € [a, b] e tiene

fxg) = flxg) = fledlxs = %) ¥y x, T ¢ 5 x, (5-3)

Suponga que [ = 0 sobre Ja, b[. En particular fle) > 0. Segin (9-3), x, < x, ¥y o) > 0=
= [lelxy = x,) > 0= fixs) = fix;) > 0= fix;) < fixz)} As, si f >0 vemos que x,,
%y £lab]y x, = %= flx,) = fx,) es decir, f conserva el orden (en otras palabras, es mo-
nétona creciente) sobre [a, b). El caso [" < 0 se demuestra en forma aniloga.

Teoremua del tenedor, Sea f: [a, b] — R, f continua sobre
[a. 8] ¥ f derivable sobre Ja, x,[ s Jxo, #[. Entonces:

a) f° = 0 sobre Ja, x [ y [ < 0 sobre Jx,. 6] = fix,) = \ i
= max f sobre [a,b]. B) /" <0 sobre Ja,x [y /=0 Pendiente = 0
sobre Jxg, b = f(xy) = min f sobre [a, b].
Demogtracidn, Apliquemos el teorema de monolonia a e Famto miume
[a,x] v [_x.;,. b]. Fa0 J<0

a) Sif" > 0 sobre Ja, xy[ ¥y [ < 0 sobre Jxg, b, en- 20 L el e
tonces [ cs mondtona creciente sobre [a, x,] ¥ mondtona T w
decreciente sobre [x,, b]. Por tanto, x e [a, x,] = flx) < Figura 96

< flxg) ¥ x € [xg b] = flxg) > flxg) Ash, fixy) = max f
sobre [a, ],

b)  Demostracidn andloga.

Nota, Es [acil ver gue el 1eorema del tenedor se aplicat al caso en gue ¢l dominio de fes un
intervilo ilimitado ! en el cual [* = Osobre I ]xg, +0 v 7 < Osobre I n ]— o0, xg].

Entonces min f = x, Andloga para el caso del maximo global.

La funcidn f{x) = x* no tiene un extremo local en x, = 0 a pesar de que [(0) = 0, puesto
gue en el intervalo [ =1, 0] es creciente y en [0, 1] creciente. En otras palabras, esto dice que
para que una funciém fderivable tenga un extremo local en punto interior x, de su dominio,
la condicion fix.) = 0 es necesana, pero no suficiente.
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Teorema. (Prueba de la primera derivada) Sea [ una funcion v f1x,) = 0. Entonces:

a) J ticne un maximo relativo en x; s existe un intervalo |a, 5[ que contiene a x;, y sobre
el cual es derivable; tal que fTx) = 0 para cada x en Ja, x4[ ¥ flx) <= 0 para cada x en ]x,, b,
es deair, [ cambia de mas a menos.

h) f tieme un extremo local en x, si fi{x) < 0 sobre Ja, x,[ y f1x) = 0 sobre Jx,. b[, s
deeir, [ cambia de menos a mas.

¢) S notiene un extremo local en xg s £(x) > 0 para todo x ¢n Ja, xq[ ¥ todo x en Jxg, 8]
o f{x} < 0 para todo x en Ja, xg[ ¥ todo x en [x,, b[.

Demostracion. a) ¥y b)  Son consecuencias inmediatas del tcorema del tenedor.

¢} Suponga que fix} = 0 sobre Ja, xg[ ¥ sobre Jxg, B[. Sea x € Ja, x,[. Entonces x < x;.
Entonces, por el teorema de monotonia, f es creciente en [x, x,]. Por tanto, flxg) = flx)
S8ix € ]xg, b[ = fes creciente en [x,, x] y. por tanto, flx,) < flx) Por consiguiente, f no puede
tener un extremo local en xg, porque en cualgquier intervalo abierto que contenga a x, cxisten
puntos x para los cuales flx) = flxg), ¥ puntos x en los cuales flx) = flxg)

Teorema. (Prueba de la segunda derivada.) Sea funa funcién derivable en €] inmtervalo abierto
Ja, b] v sea x, € a, B[ Si " (xq) = 0, entonces:

a) Si fxy) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x,,
by Si f{xg) < 0, entonces fMtiene un miximo relativo en x,,.
e]  8if"{xy) = 0,/ no tiene un maximo o minimo local en x; o no tiene ninguno de los dos.

Demostracién.  Supongamos que se puede caleular (xg) Si f"x) = 0, entonces, por el teorema
anterior, existe un niamero positivo § tal que flx) < 0 sobre Jx, — &, x,[ ¥ S1x) = 0 sobre
Jxs, xg 4 4[. Entonces, por ¢l 1corema anterior, f tiene un minimo local en x,,

Si f'{x) = 0, se concluye en forma andloga gue f{x) > 0 sobre Jxg — &, x0[ ¥ fix) < 0
sobre Jx,, x, + 8[. De nuevo, por el teorema anterior, f tiene un méximo local en x.

Si f'lxg) = 0, no se obtiene ninguna informacidn. Sea fix) = x* fix) > 0 para todos los
valores de Y. excepio x = 0, fix) tiene un minimo relativo en x = O 8i gix) = x*, gi{x) tiene un
maximo local en x = 0. Si hix) = x*, bix) no tiene un extremo local en x = 0,

Ahora, f{0) = g0} = K{0) = 0 v /10) = g"i0) = K"{0) = 0. Entonces, cuando la segunda
derivada es cero en un punto donde la primera derivada es cero, puede haber un méximo relativo,
un minimo relativo o ninguno de las dos,

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 9-12

Usando el teorema de la funcién constante muestre que sen® x + cos® x= 1,

Solucién. Seca f{x) = sen® x + cos® x, entonces
fMx) =2senxcosx —2cosxsenx =0

por tanto, f es una funcidn constante, digamos sen®x + cos’x = C sobre B Calculando § en el origen, se
tiene 0° + [® = C Asi, € = 1 y sen®x + cos®x = |,

Problema 9-13

Muestre que la funcién tangente es mondtlona creciente cn]— % ; % [

Solucién. Como{igx) =see®x = (g x) = 0 sobre ]— ; %[

Scgin ¢l teorema de monotonia, tg x es creciente en este intervalp,
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Problema 9-14

Halle los intervalos de monotonia de fix) = Zx + 9x* — 60x + 7.

Solucién. Como fTx) = 6 + 18x — 60 = &x + Sijx — 2), s¢ liene

la:fMxp=0) ={x:ix+Mx— V=<0 ={x:x+5=0yx—-2>0uls:x+5>0yx—-2=0]
=lxixec=Syxsulrixs—Syx<2i=¢gu]-5=]-52 =~
Como |x:fixi=0) = [ —-52), sctienegue {x:f{xl < 0} = [-5.2]): entonces

s fix) =0l =R = [=52] = J-o —5[w ]2 =[

Por el teorema de monotoni, e mondtona crecients sobre | =, — 5] y sobre [2, = [, pero mondtona
decreviente sobre [—5, 2]

rroliema i I Muestre que f{x) = x” es mondlona creciente,

Solucién. Como fx)} = 3x’, setiene [ > sobre | ==, 0 y [7 > 0sobee [0, + o[, Por tanio, [ e moné-
tona creciente sabre |— a0, 0] y sobre [0, + o[ 8ix,, 2; € |- =, 0o x,, x; & [0 + <[, cotonces x; = x; ==
= flx,}) = fix,) Suponga que x, < 0 < x,, entonees fix,) = () < fix,) cunndo fx,) < Mx;)

Orbserve gue la solucidn sirve para coalguier funadn del mismo tpe con exponenie impar.

Problema 9-16

entero positivo,

Muestre gue x" — a = 0 ticne a lo mas una ralz positiva si n es un

Solucion. Sea jix} = x" — a Entonces fix) = ne* ' = 0 sobre |0, + o[, Emonces [ & mondtona
creciente sobre [0, +xf. S fIF) =0, entomces 0 < xp < F <%y = flx) =0 < fixg); 0 x o r o=
= flx} # 0 sobre )0, 420

Problema 9-17

Halle los extremos globales de fix) = (x — a)*” sobre R.

Solucion. Como f{x)= 2/Hx — a)” """ sobre B — [a), entonces [ = 0 sobre Ja, + = ¥ /7 < 0 sobre
J— =, al. Entonces, por el tecrema del tencdor den forma extendida), min f = fa) = 0,
Observe que [ no esth deflinida en o) por tanio, ¢l teorems del extremo estucionario no s¢ puede aplicar,

Problemas de mdximos y minimos, Prueba de la segunda derivada

Problenss. 948 iCuiles son las dimensiones mis economicas de una caja reclan-
gular de base cuadrada, con tapa, si se desea que tenga un volumen de 144 cm®? La parte superior
¥ la base cuestan a 20 centavos el centimetro cuadrado y los lados a 30,

Solucidon. Sea ¢ = el costo, ¥ = lado de la base cuadrada v v = allura. Enlonces
e =220 4 day-30; xlp o= 144
Rempiazando el valor de y que da la segunda ecuacion en g primera sc abliens
co=d0x® + 172802 = ¢ = B0x — 17280x"% y ¢" = H0 + 34 360x "

De ¢ = 0 se obtiene el valor critico x = 6 Tambitn ¢ = 0 Entonces x = 6 da x = 4320 como minimo
global. 81 x = 6, y = 4.
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Problema 9-19
de metal?

217

{Cuilles son las proporciones mis econdmicas para un envase cilindrico

Solucién. Sea V = volumen del cilindre, ¢ su costo v k el costo por pulgads cuadrada de metal. Entonces,

¢ = M2nr + 2kl V = arth = b = ?f, = &= k2t 420 %_f. = kdmr — 2V~

d*e = dr + 4VF ) & = 0 = 4 p it W | R L e

d-r: = v = nr — r = I 1-2“ - = -1;2-'!_?—._-!- ¥

v VO g W WA el e g L L
PRt T A = i e g =22 k=2

1
es decir, la altera del cilindroe debe ser ¢l doble de su diimetro. Como :—g— = 00, esto da-un minimo globai.

Problema 9-20

r

a) Sea y# 0 y n par. Pruebe que x" + " = (x + yJ" solamente

six =0. b) Prucbe quesiy # 0y nimpar, entonces x* + y" = (x + JPsix =0ox = —y.

Solucién. a) Seahix) =" + " — (x + vlen [0, x] 81 hixy) = 0 para algin x; # 0, por ¢ tcorema de
Raolle, O = Kix} = nx "' — nfx + y""! para x € |0, xy[ 0 Jxg 0. Es decir, 2! = {x 4 yp~! para y # 0,
lo cual cs imposible porque x* ™" es creciente por ser i — | impar,

b} Sea blx) = " + " — (x + yI" Entonces M0} = b —y) = 0. §i h es cero en tres puntos @ < b < o
entonees se puede aplicar el icorema de Rollea [a, 5] y [, ¢] para probar que hay dos nimeros x con 0 = hix) =
= as""" — nlx + yF""", Ia cual se verifica dnicamente par x = —(x + Jox = ¥,

Problema 9-21

continuas sobre [a, b] y derivables sobre Ja, b[. Entonces exisie ¢ & Ja, b 1al que

- u%&ig’{{} # 0 para t € Ja, b
4 |
i) (gla), Aal)
I
[
it :
¥ I
fia) I
[ : i
U pla) ) Elb)
Figura 9.7

)
Pendiente = F{c)ie’(c)
F (mle), A1)
(e, M) —
= i
iglra), flra))
Figura 9-B

(T.V.M. de Cauchy para funciones R — R). Sean f y g: [a,b] — R,
fib)—fla) _
gtb) — gla)

Dempstracin.  Vamos a tratar de maximizar el desplazamiento de la cuerda al arco, como Io indics la Fi-

gura 9-7. El desplazamiento die) estd dado por

dit) = fir) —

LB = fla)
gt — gla)

Laie) — glal] + Ra)

La ecuacion dentro de la Have o fa ecuncidn de una recta. Como dia) = 0 = dib), por el teorema de Rolle,
d'{e} = 0 pama algin ¢ & Ja, . Calculando d7t) se obtienen Yas formulas de la conclusion.
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Problema 922 | p .. de L'Hospital para 0/0) Sean f y g funciones R — R y con-
tinuas sobre %, %, y derivables en el interior. <> uno de los simbolos ¢, 15, £5, + 20, — @, o
Silimf=limg=10 = Iim%z limi—,si Iim"r—uistc.

-

Demostracién,  Vamos a demostrar el teorema en ol caso de que t; se considere bilaterplmente. Como lim | =
P

= lim g = O, podemos extender kas dos funciones para que sean continuas en by, ¥, por convencidn de noia-
ity
cidn, podemos suponer que fit,) = 0 ¥ glig) = 0. Aplicando el T.V.M. de Cauchy s liens para cualquier

LES, N
---‘I.“:I ..M:' .ﬂfa] Sich !
gty = gl — gltg) gl 7 LSc 51 (m

Como ¢ es un punto elegido pars un ¢ dado, se tiene entonces una funcidn ot} tal que

%=ﬂ% ¥y hSciE1 2

La Figura 9-8 mucstra of significado geométrico de (2) y el método de demostracibn. (2) identifica la pendiente
de la recta que pasa por ¢l origen con la pendiente de una tangente que pasa por un punte P,
e A _ ‘EFE}:L".- oy 2 :
Ahora, como off) —= f, 8 | = 1, Entonces Inr- ) ]1131 LT 7 Eu:n [ein] r {ty) Lo de
mis casos s¢ dejan como ejercicie.

Problema 923 | b cbe Ia regla de L'Hospital para & caso oo/, Suponga que [ g
son funciones derivables en Ja, bf y lim f = = y lim g = =0, x, € Ja, B[

Solucion. Suponga que x es tal que @ < x; =< % = x; < b. Por ¢l teorema T.V.M. de Cauchy,
Jix) = fixy) _ S8

=) - g s s s
| — —ﬁﬁ_
o S =fx)  fx)  fix) m: LA 19 ) — alxVelx) m
T ogx) - ok, T ogtx) .Qﬁ::_] 91-‘} gié) 1= flx, )iflx)
iz
Suponga que |il!‘l -i:lﬁ; = [y exeniba (1) comao
Ay [A8 ) ( A sﬂr_s_ieriﬂ) L~ ghx,)/plx)
g = \gd ~E) = ) TR (= @
Se puede elegir x, proximo a x, al gue |_EET - L| < & Al hacer fijo 3 x; vemos que
!n::': i ﬂ;ﬁﬁ:: = |, puesto gue !n:rl fx]=m ¥y Eam wx) =

Tomando el limite en ambos lados de (2) cuando x — x, vemos que

fix) tim 1%

AL S -
am <o) )

Note. Modificaciones apropiadas del procedimiento anterior establecen el resultado st x — x5, x — x4,
X% - @0, & — — o, Las demis formas indeterminadas = + oo, 000, 19, 8, % por medio de cambios
algebraicos de la forma, producen una funcidn que s puede manejar empleando la regla de L'Hospital,
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Problema 9-24 Este limite es de la forma 00,

x + tgl:
Caleule ].'ﬂ — 8 TR

Solucién. Entonces, aplicando Ja regla de L' Hespital, se obtiene que

lim x+:glx_]iml+2:¢c=2: 1+2

- T e - 2t = S

Problema 9-25

Halle fim — "% _ Esie limite es de la forma 0/0.

pag” Jx —
Solucién. lim S lim - L2 lim 2(x — =)' cog x = 0,
= (o —x f'rt _ gyl e

l Problema 9-26 Calcule I:'.m sen x/x. Este limite es de la forma 00,

-
sen X P - 1 1
=

Solucidn. lim - 1
] a=Q

Problema 9-27

Calcule lim (1g x + sec x). Este limite es de la forma == + o0,

1

Soluciénm. Igx 4 secx = “::; ; d » que es de la forma 04 entonces, aplicando e regla de L'Hospital,
s oblienc
fig ERE D o eex
. COFX . —3E0X
== =

Problema 9-2B

Calcule lim (x — ,/x¥ + 1). Este limite es de la forma + = — {(+0)

&= m

= s et
Solucion. " Tenemos que lim {x — <7 + 1) = lim - (e = i!HI s £0
B Pl [_1- - \l"x }

. ]
= |im

P - R

glx)
Problema %2 | Haller@sifiy=1{ % *** %y gi0) = g10) = 0y g'0) = 17
0 ,x=0

Solucion. Como g(l) = 0 ¥ g cs continua en 0, tenemos que lim gix) = 0. Por wnto, segin le regla de
L"Hospital, il

110) = tim &Y. < i . o € _ i S =GO _ iy

2R w=f R ."ﬂ

Problem
o B i) Dé un ejemplo de una funcién discontinua con méximo y
minimo global en un intervalo cerrado. b)) Dé un ejemplo de una funcion discontinua en un
intervalo [ tal que ftome todo valor intermedio entre fia) y fib), sia, b = [y fla) # f(b). ¢ Dé
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un ejemplo de una funcién continua que aplique un intervalo abierto en: 1, un intervalo abierto:
2, un intervalo semiabierto; 3, un intervalo eerrado. d) Dé un ejemplo de una funcién con-
tinua que aplique un intervalo infinito en un intervalo finito.

Solucion. a) La funcién x4+l =lzsx=<0
Ax) = .
-xsibl=zx=|
no & continga cn x = 0 y ticne un maximo global en [— 1,17 igual a f0) = 1 ¥ un minimo global igual a
)= =1,
b)  La funcién cos k) sl x o 0
Sixp = s
1] fgx=10

e discontinua en cualquier imervalo que contenga ¢l origen, puesto que no es continua en x = 0, Sean a v b
dos puntos de f{a < by tales que flu) & fib) Si [a. b] no contiene ef origen, entonces [ ex continua en [a, b] ¥,
segin el teorema del valor medio, toma todo valor comprendido entre flal v fIB) en algon punto de Ja, [
i [, b] contiene el origen, entonces [a, ] conticne un intervalo

o |
" @n+lim * Inn

Sifes continua en [, ¥ I(_[E:i Tl-"li'n } = =l Jf (2:“ ) = 1. Por ¢ teorema del valor medio, § toma valor

entre 1y —1 en algin punto de I, distinto de los puntas extremos. Entonces, como |, = [a, b], f toma todo
vilor comprendido entre fla) v k) en algin punto de o, b, como en ¢l primer caso.

) Considere las funciones

| e 1
e —]fc.':ﬂ:——i
fix)= % sy }J-‘S'l—ilcg-cu N N
L X} = -t — -
ey ot 0 =i ﬂﬂ_x{l'f‘h:l 2 2
-sl-lcx-::i
\ 2 2

tedas son continuas en - 1,1[. Entonces ffx) aplica J—1.1] en ]— |, 1[, filx) aplice ]—1,1] en ]=1.0] ¥
Fix) aplica ] = 1L1[ en [-_ % 5

d} La funcidn flx} = LAx® + 1) s continua ¢n el intervalo infinito ]— =, + [ y aplica este intervalo
en JO, 1]

Problema 9-31

a) Sea a, < a; < .. < a, Halle el valor minimo de fix} =
= 2 |x —al. b) Sea a > 0. Halle ¢l valor maximo de

i=4

Mx) = = ! . i)

T 0l

i+ [x—al

Solucién. a) Suponga que x y y son puntos en [a; . a,] ¥ [, aj. ] con |x — @ = |y — a,l. Entonces

w—dl=le—al+ly—xlpam i=<)— Ly |y—al =|x—a|—|y— x| para i = j + 1. Por tanin,
f) = fx) o+ |y = % {{f — = = N} = fix)+ |y = x| {2 —n—1]

Esto muestra que [ decrece hasta alcanzar ¢ punto «, v después crece. Bl minimo se presenia en g, | 51 n 8
impar y sobre el intervalo [a, ;, a,;.,] s nes par, 2
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b Tenemos gque

I | I
‘_I-J:"-lal-r.r—.'tc'xﬁztI [I-—ﬂ:“!' H+a--.IT}T’I{ﬂ
! I -1 I
fix) = —I?-F.I_F"_: Decx<a s JE) = m’—J-T"'_ﬂT—xF-ﬂ{x{a
et onpan b ey -1 _ 1 -
T+ x [+x=a' H+xF  NM+x—arf" "~

Es decir, fes creciente en (— oo, 0] y decreciente en [a, «[. Por tanto, ¢l maximo de fsobre [0, o] s ¢l miximo
sobre B Si ((x) = 0 para x en |0, a[, entonces

l+xp=l+a=xP=0 = x=ua72

Como la/2) = 4/(2 + a) < —jil]} Sa), el valor maximo es (2 + al(] + a)

'|+

Problema 9-32 Suponga que ['(x) = g'{x) para todo x, ¥ que fla) = gla). Muestre
que fix] = gix) para x > a ¥ f(x) < gix) para x < a.

Solucién. Aplicando o teorema del valor medio a © — g, si x = a enlonces

) — K ﬂi"-""%{fﬂ =~ 49 . p) - g1y) > 0 para algin v € Ju, 1]

X —=a

Como ¥ — a > 0, entonces f[x) — gix) = 0 Analogamenie, si x — a < 0, entonces fTx) = gixl

Problema 9-33

a) Dé un ejemplo de una funcidn [ para la cual lim f{x) existe,

X

pero lim f"(x) no existe. b) Pruebe que si Ilm fix) ¥ Ilm_,l"[.l:} existen, entonces lim /(x) = 0,

) Muestire que si Elmf{x} y Ijm_j""{xl muslen e.-nmm:cs I:ﬂm}"{x] =0y lln:lf'l:xj ;-m

Solucién, a) Considerc la funcidn flx) = (sen x)/x. Entonces lim fix) = 0, pero
W=an

2t — 2 n x*
Tix) = % St‘l-'di__!_itf}t_ = Zsen X' — ﬁe—;— ¥ ]m‘lfT':] no exisle

by Sea L = lim fix) 8 L > 0, entonces existe N tal que [x) — L| = L2 para x > N. Fsio implica
=

x — ML
2

que f{x) > |L|2. Pero esto implica, segiin el T.V.M., que fix) > fIN) + para x = N, lo cual

significa que Iim JSix) no existe. En forma .il.niilﬂga. ijm fix) no puede ser menor gue O
& SeaL_ leJ"lx:l Si L=, cntbnmmmﬁma}.lrtﬁf‘trj = ai. El TV.M. da que l:mﬁx! = &,

ERE =

lo cual es mntrﬂns:t a Ia hipdtesis. Andlogamente, /"{x) no puede ser menor que 0,

Problema 9-34

+ oo g xt =0

b} Suponga que |fix) = fiy)| = {x — /" para n > |. Prucbe que [ es constante. (Con-
sidere [)

¢) Prucbe que la funcién f(x) = x* — 3x + m no tiene dos raices en [0,1], independien-
temente del valor de m,

e .|

=10 + +
i 2 n+ = B Ay

a)  Pruebe que si
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T
Solucidn. a) Sea flx) = a0 + -4 4 .+ ::'1:': i L0 = 0, ¥ f1) = 0 por hipotesis. Por el teore-

mad::RnlI:pa-raalg'ﬁnx:n]ﬂI[suucm:ql-mﬂ A=) = ay + ayx + .. + ax"

fm -1 m; 1| < x = yr- ylim s = 0, poraue

By Tenemos que [ 1x) = tim
n — | = 0. Entonces [”es cero pnm lud-us X; por tauto,fsuunslanlr

c) Siflxg) = flx;) =0 para x, < x, en [0,1] = flx} =0 para algin x & Jx, &[ ¥ por tanto, sa-
tisface 0 = x = 1. Pero fx) = 3x* = 3 = 3x* — 1}, o fla) =0 pama x = +1.

mebt'ml 9-35 a) Suponga que f es una funcidn tal gue (x) = ljx, x>0y fl) =0
Pruebe que fixy) = fix) + fiy)h Vx5 = 0.

b) Pruebe la siguiente generalizacion del T.V.M.: 5i f es continua y derivable en Ja, b[ ¥
1|m fiy) — Ilm _f'[;.r]

h-a

llm Syl v llm J1y) existen ; entonces existe x & Ja, b[ tal que f(x) =

Solucién. a) 5iglx) = flxy), entoncss glx) = 3fxy) = yxy = Ux = fIx) Por tanto, existe ¢ tal gue

glx) = fix) + ¢ para todo x = 0, Ademis, fiv) = gll) = A1) + ¢ = ¢, oo glx) = flx) -+ U
by Es una consecuencia del T.V.M, porque s se defline:
‘ limfiy) x=a
wx) = ¢ fix} a=x=<h
! Iiﬂgﬂy}\ x=h

entonces g es continua en [a b] v derivable en Jo. bl ¥ ¢ = para x & Ja, & por consiguiente, existe
x & Ja, b con f1x) = glix) = Hb] = g[aj

Problema 9-34 Un tangue cilindrico tiene su paric superior destapada. El material de la
base cuesta el doble que el resto del material. Halle las proporciones mis econdmicas del tangue.

Solucidn. Sea I zu volumen, r ol radio, h su aliurs, ¢ su costo por unidad de la base v © el costo total

F = nrfh, £ = Jurhe + wrif2e)
dh h

dr r

L L

Remplazado este valor en ﬁ;—f = 2n¢ (r —‘ii + h) + dac- 2r = [ s tigne

h
r(—T}*ﬁ!-Eruﬂq-frnlr

Problema 937 | 1), compaitia de electricidad ofrece instalar bombillas a un costo
de 3 dolares por cada 40 o menos unidades. Pero con el fin de conseguir un contrato mayor v,
por tanto, una mayor gananca de la instalacion, la companiia reduce este costo en 5 centavos
por cada bombilla i pasan de 40 (45 bombillas costarian 2,75 ddélares). (Cual es el nomero de
bombillas que le dejan una ganancia maxima 4 la compafiia?
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Solucion. Seax ¢l namero de bomballas y y el costo de la instalacidn,

y o= x[3 = {x — 40)005) = —0005x" + 5x:

dy _ . e, P
I——D.lx'FS—ﬂ‘—'FI—SU. F— 0] <=0

por tanto, x = 50 bombillas ¢s un médximo.

Problema 9-38 Muestre que entre todos los rectingulos que tienen un perimetro dado,
el cuadrado es el de drea maxima; entre todos los rectangulos de drea dada, el cuadrado es el de
perimetro minimo.

Solucion. 1. Seanxy y las dimensiones del recthngulo, P el perimetro y A ¢ &rea Se tienen las relaciones
L T D T T it [N ;... AOOEL. SR ot

= m = ) B W —,
2 2 dx i 4
de donde x = P/ es un valor critico. Al remplazar este valor en la primera ecuscidn se obtiene y = Pid;
2
por tanto, ef recthngulo e un cuadrado, Este valor critico &5 un mbximo global, puesto que %5.— = -2

x exth restringida al intervalo 0 < x = P/ Observe que los puntos extremos del intervalo no se incluyen,
porque para estos valores ol drea es cero.
Por el métoda implicito

& se derivan las relaciones 2¢ + 2y = P, 4 = xy con respecto a x, considerando a y como funcién
de x v 4 como funcidn de x, s obtiens

vaf el g

[ dy ]
Coma P es constante, — = o,
También j—': = 0, pucsio que gueremos hallar los maximos locales Entonoes

a4 dy
dx " dx Figed

Remplazando %i = —| en la Gitima ecuacion se obticne —x + ¢ = 0 0 ¥ = x, lo cual demuesira que el

rectangulo €5 un cuadrado, La prueba de la segunda derivada diee que fa condicién y = x da un valor maxime
porque

dA d*A dy
Rl 2 e e i i e

Para la segunda parte se tienen las relaciones 2x 4 2y = Py xy = A, con A fijo y P variable,
Eliminando y de la segunda ecuaciin y remplazindola en la primera se obtiene

24 24 dr
L e s Ak

X

I +

Haciendo —ﬂ{ = 0 s obtiene %% = A = x = [4 como valor eritico.

La ecuacidn xy = A da y = /A, por tanto, de nuevo el rectingulo & un ceadrado.
; 4P 44 = L
Comao la segunda denivada da Tl = ;2 que ©5 positiva, esto mucsta que se obluvp un mimmo,
Como s obluve solamente un valor critico en of intervalo, que e un minimo local, este minimo es un mini-
mao global,

1. Denvando las ecuaciones 2x + 2y = P, xy = A se ticne
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de donde sc obticne x = . Parm aplicar la pruehs de la segunda derivada se debe derivar la ecuacion

P Ay -
?.'ﬁ.'_ = & E—d,lx—‘ de donde

X ‘Iit w1,
Ry W T sd-wx =y Yy
ax* ax¥ " dxt x? - = -zt

ki
fue es posilivo; por tanto, j-f;— = (b ¥ el valor critico da un minimeo global.

I Problema 9-39 Dada una linea recta L y dos puntos A y B del mismo lado de L,
halle ¢l punto P sobre L (al que la suma de las distancias AP + PB sea minima.

&
AlD, a) Bib, e
@y a5y L

o Filx, 0) F Q @ F
Figura 9-9 Figura 9-10

Solucidn. 5 puede restringir ¢l punto Pix, () a gue esté dentro del intervalo 0 = x = b, porgque s P
estuviers 8 In izquierda del origen Iz suma de las distancias AP + PH seria mayor gue la suma 04 + 08
(Figs. 89 v 9-100 Anadlogamenite, si P estuviera a la derecha de @, ¢ pie de la perpendicular a L desde B, en-
tonces AP + PR > AQ + (8. No se hari esta rectricoion sobre P, Hacemos que x varie en — o0 < ¥ < of,

Tenemos que AP = 57§ & v PB = Jix — b)¥ + ¢ por tanto,

5w @ 4ol =B+ O
Derivando se tiene ::I; = -—,N 3 5 == _.l.' ._,_:'._ = = = 'T.!;—.,T = I,.h;{ {*
WA +a Jix — b + ¢ JE +a Wi — b+t

< [(x* — 2bx + b) + 6¥] = (xF + 2®) (" — Dby + x7)
e (b 4+ oMt = b+ al) — 2batx + ath?
= (cf = a®lxt 4 2ba'x = @'t = 0

Cuyas soluciones son

—2ba? 4 AR 4 T — 4 —ba? + abe —bafa F £] ba —ba
= e T Ty
et — a%) o — o {c —allc + a) c U E—d

El valor —baf{ic — a) es extrafio v no es solucion de la ccuacidn E = [1; por tanto, el valor critico es
x = hafic + a)
Aphicando la prucha de la segunda denvada se tene
s a e .
N e i T e
que &5 positiva para todo x; por tanto, ¢l valor critice da un minimo local, que es ¢l minimo global

Ohbserve que Iz ecuacidn (*) dics que cos 8, = cos o, 08, = &g, el dngulo de incidencia e igual al Angulo
de reflexion.
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Problema 9-40 Se desea construir un cilindro recto circular de una limina de metal.
iCusles deben ser sus dimensiones $i se desea que tenga un volumen méiximo?

Solucion. Las relaciones que se deben considernr son:
Vo= ar'h, § = 2nr* + Zark

Sesfijoy ¥ variable Eliminando & de la segunda ecuacion y remplazando su valor en la primers, se obliene
Vo= mrt ‘ S—-:,n%nij ] - ‘;‘ (5 - Er[rli

Derivando con respecto a r y haciendo ta primera derivada igual o cero, s obiiens

v _ § 9= _V’E
?’——i’-j]ﬂ _ﬂ=r_ ﬁl‘l

5'—233'1- %s
comd Emider) Flurhe Nwm— T
o V_-'-

quE_n 2" e

por tanto, el valor critico da un méximo local.

E H]
- = EV%: COmo :H— = = far que &s negativa,

Comao la ecuacidn Vir) varaen < r < VZ_E— el valor eritico obtenido o5 ¢ (nico en este inmervalo:
por lanto, s un miximo global De nuevo e observa gue fa sliurs es o doble del radio,

Problema 9-41 S¢ desca construir una caja rectangular de base cuadrada y de vo-
lumen fijo. El costo del material empleado en ka base v la parte superior vale a @ centavos por
centimetro cuadrado, v el de las paries laterales cuesta b centavos el centimetro coadrada iCuiles
deben ser las dimensiones del prisma para que el costo tolal sea minima?

Solucion, Sea y = altury, x = lado de la base. El volumen esta dado por ¥ = x?p El costo de la base
¥ la cara superior 3 2ax?, el de los cuateo ladas, 4bxy. El costo total € estd dado por

C = Zax® + dbxy
Despejando el valor de y en la primera y remplazindola en la scgunda, s obtiene

2 . dbY
.4

X

C = Jax

Derivando v haciende la primera derivad igual & cera, se obticne

2 ¥
gue o3 el dnice valor eritico. Comao i?r = da + —3'5,—5 paositiva, el valor eritico corresponde & un minimo
local, ¥, como es dnico, & un minimo global,
1 3
i b ¥ a /¥
5i x= P-ﬂ—, entonees. y = —(b_r)-;—,- .
IF

Observe que la relacion entre las dimensiones wix e /b
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Problema 942 | .50 por hora de un bote es proporcional a la cuarta potencia
die su velocidad en el agua tranguila. jCuil es la velocidad més econdmica para hacerle remontar
un rio a r kildmeiros por hora?

Solucién. Sexvla velocidad del bote en ¢l agea tranguila, 4 la distancia recorrida rio arriba en un Bempo .
La velocidad subiendo es ¢ — r.
Tenemos la relacién @ = TI_I—r
El costo por hora es ke; por tanto, ¢ costo total para ¢ horas esti dado por
c = ke* |- d_ ].. .k"i_"'"_
v—r o=1r

Derivando a ¢ con respecto a ¢, v recordando que &, d y r son constantes, se obtiene

de _ hdlto — e’ = '] _ kdv'[3u — dr] _ O
I " v =rF R =4 -y Ir”_u

Se desecha e valor v == 0, porgue en nuestro problema v debe ser mayor que r pare que el bole pueda suhir
el rio. El valor dé v queda restringide al intervalo r < ¢ < oo, Como

dc  kd[lr — 0? (1207 — 126%) — 23* — ) (0 — 7))

et (e—=r1

de iis .
remplazindo v = 4¢3, se encuentra que -ﬁ;} = 0 por tanto, el valor critico da un minimo tocal, que es
el minimo global por ser umco.

] Problema 9-43
cercano al punto (0, oL

Halle el punto sobre la parabola x* = dapla > 0) que sca el mis

Solucién. El punto fijo esth situado sobre el eje de la parabola Sea (x,, y,) cualguier punio sobre la pa-
rabola v § su distancia a (0, L

| prar rs—— x? T

como x! = day,. Derivando a §* con respecto & x, ¥ haciendo la derivada igual a cero (S es un minimo si
5 lo es, puesto que § = () se ticne

(5% s ) 2z,
¥ e Ix, +2 Lk o =
Los valores criticos son O - i-.,’lﬁ - (1}
y los valores correspondientes de yson p, =0y = ¢ = I
dish I
m— =2 4 -h-‘#' o ‘2:

2yl
Para x, = umw%ﬁr}' - 2 % que es positive cuando ¢ < 2o y negative cuande © > 2d
]
Entences ¥, = 0 es un minimo local para ¢ < 2a y miximo local para ¢ > 2o
LT R
Para x, = + ,/dca — 8a°, c debe ser mayor que 2a ¥ se halla é—i‘fr'— = —2:— — 4, que es positivo para
]
¢ = Ja; por tanto, se tiene un minimo local pars ¢ = 2a
En resumen, para ¢ = 2a, ¢l origen da un minime local, ¥, come e Onico, es un minimo global.
Para ¢ > 2a, el origen da un maximo local, mientras que x, = + /e — 8a” da dos minimos locales;
ambos son minimos plobales, puesto que los valores correspondientes 57 son iguales para los dos valores
d:lj :(S"' —"1'5ij = +ob,
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Para ¢ = Ja, la ecuacion (1) muesira que los valores eriticos son

2igpd 1
x, =0y @) da: !Egl;:_iﬁ:',.._ﬂ

para ¢ = 2a, que & positivo en cualquier lado de x, = 0; por tanto, tenemos un minime global en este caso,

Problema 9-44 Dos carreteras se cruzan en angulo recto. El automavil A T
lwado en P a § kilometros de la interseccion sobre una de las carreteras; el automovil B esti
situado sobre Iy otra carrctera a @ kilometros de la interseccion. Farten simultineamente y
se dirigen hacia la interseccion a una velocidad de R ¥ r kilomeiros por hora, Despuis de haber
partido, jcudl es la distancia minima que los separa’

Alx, @) f
i
.

r -
Figura 9-11

Solucidn. ) Sea - ln distancia que [os separa en un tiempo . Se ticne
gyl i

El automdvil A, en un tiempo 1, ha recorrido § — Xy B 5 — p Por tanio,
P S 02

Dicspejando de esta dliima ecuacian y y remplazands su valar en b primera, s¢ tienc
xt [-R"—_;FS = ]‘r 22 i3

Derivanda con respecto a x y haciendo la primera derivada Igual 8 cero % liene

¥
":%l .._?_x.;_;[.ﬂ"_"%s:‘!-]]- :_aﬂwﬂ*.t-hrﬂs—r’.'i Forin =0 =
= R4 P =8 —rRs = rr§ — Ra) = 5 m ﬂé"{—;-g}l- ()

25 3 2
que es el valor critico. De (4), —'i—ii—: =2+ %-. que es positivo, como el valor critico es Gnico, se liene
un minime global,
Dre (2] 82 16
j se Liene _ RRs—1§)
Y

El tiempo 1 empleado para legar a is posicion critica exti dado por

32 R+
Por tunto, la selucién del problemo ez ¢ = %’T;
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b Expresando @ x ¥y en términos de 1, segin la ecuscion (2),
x=5=Rt ¥y y=x5—=ri
Remplazando en (1) s ticne
(S—RPF +[E—-rp =27
Derivando con respecto a ¢ v haciendo la derivada igual a cero, lenemos
AS — Re)(~R) + s — r) (=r) = ML _ 0 o RS — RO~ s — )= 0 > 4 = BERY

23
qué e el nico valor eritico. Como idlf,—j = HR? + r%), que es positivo, da un minimo global

¢} Dervando {1} con respecio a ¢, implicitamenie para minimizar =, se obtiene

dx dy  alfz¥)  dx dy
P i e S & SN oo Y, —f -
s el - &t dr R <2 J ()
¥ como x v o son decrecientes con el bempo ¢ el sistema de coordenadas, remplazando estos valores en la
B
ceuacion (5} v haciendo di{d'r—' = ), s¢ obligne
X - !’%

Remplazando este valor para x en (2}, ¢ encuenie gue

= RiRs — r5] _ ArS — Rs) _ m+ RS
R+ "STTRIA Ot RgTs
Es interesante observar que los signos de x ¥ y son en general opuesios; por tanto, 13 interseccidn es al-
canzada por uno de los automdviles antes de que se obtenga la distancia minima. Bl caso excepcional se pre-
sentn cuando r8 — Rs = 0, pues los dos automdviles legan & la interseccidn simultineamente; por Lanto,
la distancia minima en este G0 €5 Cero,

Probloma 945 | nosi 1 paribols 3 =295 p>0 ¥ tn punio PE D e ol
in® < 2pé), halle el camino mis corto (formado por dos sepmentos) que conducen de un punto P

& un punto Q sobre la pardbola y después al foco de la parabola F [%;}. 0). Muestre qué in-
gulo FOQP queda bisecado por la normal a la pardbola y que QP es paralelo al eje de la paribola
{principio de! espejo parabdlico).

Solucidon. La distancia total es

o [( o) v ] (5] o]

= H_% _J:r + (= p;}’r” # [i‘; + %J

¥ _ ¢) g
o ¥y —n
Para gue sea minima, 41y} = .[_FT(_-“_

: m+ =0
5 —5f Hir—af F
La ecuacion ba satisface p = n. (Vea Fig 2-12)
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¥ o= lpx
?'4|.
P=(Ln {x. b
!
i
I
I.Il
|
. -
= =X = o . g
ol _» 0) Nip + .00 Sl - {o.0)
Figura 9-12 Figura 213

Sean & ¥ ¢ los angulos formados por los segmentios PO v FQ, respectivamente, con fa normal QN a ln
parabola. Obsarve que
.
iyl = ¥ p'f_p_ {—sen @l + sen )

Asi, en un minimo, § = 4.
Ademis, se vérifica con facilidad que o ridngule QFN es isdsceles; OF = FN = x + p/2 por tantao,
¥ =8y PO es de nuevo paralelo al gje X

Problema 946 | 1itre:todos Ins triangulos de base y drea dada, halle el de menor pe-
rimetro.

Solucidn. §i C es el vértice del tridngulo, b su aliura (fjada por el frea v la base) v (x, b} son las coordena-
das del vértice, entonces la suma de los lados AC y AC esth dada par

)= JEFFR TR+ e

con 2a igual a la longitud de B base. De donde obtenemos

Ix} = RN, i . SESECR e RO in
Lo b s - R e e
1
S = et = )

.'EI + a -,! P‘]] '[EI_—T!! ..._j]!].:

De (1) vemos U 10} = 0 y de (2} que "1x) cs sicmpre positiva; enlonces en x = (1 existe un minimo local
Este valor mimmo estd dado por el trifngulo isdsceles, (Viea Fig 9-11)

Andlogamente, se halla que de todos los tritngulos con perimetro v base dada el tridngulo isosceles liene
firei mixim

Problema 947 | piv tados loé trisngulos de base y vértice dade of trikngulo is6s:
celes licne drea maxima.

Solucion. Sea o la base; x, v, los lados del tridngulo, v o J, 3 los dngulos opuestos correspondientes,
Por la fey de los senos se tiene

asenfi  _ aseny
= T ena ! SET i
Entonces el area estd dada por
L . J psenfseny | alsenfisenix + f) s
# U e 20 @ Tl SEM & Gt St

Lu derivada con respecto a ff es A" = a¥ sen (2 4 2)/2 sen 2
De A" = 0 se tiene ff = :L (m — =), un minimo focal, ¥, por tanto, gue ¢ (rdngulo es sosceles,
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Probiema 34 «Entre todos los tridngulos de base y drea dadas el tridngulo 1sosceles tiene
¢l maximo angulo en el vértice,

Solucion. 5ila base v el area son fijas. entonees s altura también es Gja.
Sean (o, 1) ¥ —a, ) los punios extremos de s base, ¥ (x, i) el vértice. 5 0 es el dngulo del vériice, enionces

1 _ s
Coi 'l - —".'...____35__‘.‘
F{u — X & hat + II} + i

Derivando se obiiene
n g 20 _
ar
= _?_ {:: - x:]-r+ Zfrr[n +_x“'ﬁ- + R =T T HJ:IJHE o e o (7 e S| 4 hl]' g
- (o + =7 + Zh%a® + x°) + H°

haciendo %ﬂ = ) 3¢ obticne x = 0; por tanto, el tridngulo e isdsceles,

Problema 9-49 Muestre gue entre todos los trdngulos de drea dada el tnidngulo
equiliters tiene el perimetro minimo.

Solucion. Sc tienen en cuenta los resultados del Problema 946 Sea T el irdngulo del drea dada v peri-
metre minimo v & uno de sus lados, 5 se hace a b fjo, T debe ser un iridngulo de base b v drea deda que
tiene ¢l perimetro minimo. Entonces T debe ser isdsceles v los dos lados de T distintos de b iguales entre s,
Pero b es cuslguier lado, v T es, por tanto, equilitero.

Problema ¥ Muestre que entre todos los tridngulos de perimetro dado el triangulo
equilitero tiene drea maxima.

Solucién. Primero muesire que de todos los tridngulos de perimetro v base dada el 1rangulo isdsceles
s el de area maxima Para este fin, emplee In notacion del Problema 9-46; sea u la longitud del lado que une
los vértices {—a, 0 ¥ (2 &) v o ln longited del lado (g, 0), (=, Bl Lo longitud v + ¢ = 2h es fijn y

= ah = aft! —lg — 2P = a7 — (a

u Vﬂ:’ i | (1 - ;'J—:}

Denvando v haciendo la denvada igual & cero se encucnira gque en x = 0 Giene un maxime global, pucsto gue

Eliminando u v v se obtene

— 2 - P
A" = [ —yyyarr = 0 8§ T et un erifingulo de drea maxima para un perimetro fijo, entonces
w-ofi-5)]

T debe ser equilatero, porgue w1 os de base b, empleando ¢l argumento del problema anterior, los otros dos
lndos deben seriguales. Como b et un lado coalquiers el tridngulo es equilitera.

Problams 954 Muesire que entre todos los irsdngulos inscritos en un circulo el
triangulo eguiliters es el de drea maxima.

Solucion. Dadi una base fija los triingulos inscritos en un clreulo tienen el angulo sobre la vertical cons-
tante, Aplicando los resultados del Problema 9-47 gueda demostrado.
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[me!ml 9-52 "Halle los puntos de la elipse que estén mis cercanos a un punto
dado sobre su e mayor,

) @.0)

Figura 9-14

2 e
Solucidn. Scu la clipse 7;'1 + %:- = I, (b < a), ¥ {c, 0) el punto dado sobre el cje mayor. (Vea Fig 9-14))
La distancia entre cunlquier punto (x, ) sobre Ia elipse 4l punto ic, ) e

L i s
aI:-Vul; - c|1+ﬁ1_6 _nl]' —gRX5d

Derivando v haciendo la dersvada igual a cero s encuentra que el dnico punio eritico es ¥ = ( £ I ] . Como

] ==
=

7 = 0, s tiene un minimo global. Si ¢l punto esth sobre el dominio de d, e un minimo local ) 51 no, e minimo
de o corresponde al punto extremo del gje mayor gue es16 mis cercano a o
Para la distancia minima se hallan los valores

a1 - e gali -4
a— b as

-

d=a—[e s |='.'zu(l—-;:r

Problama 9-53

0= x < =
x

Demuestre la  siguiente desigualdad: g x = x para lodo x en

Solucién. Sea y = 1g x Por el teorema del valor medio se tiene gue tg ¥ — 120 = (x — 0) sec® x con x

i i = £ -4
interior al intervalo 0 < x; < x:sce® x > 1 por tanio, g x > x para todo x en el intervalo 0 = v < .

Se incluye el punto extremo de la izquicrda del intervalo porque tg 0 = 0; se tiene que 1g x > ¥ para todo x
x

en el intervalo 0 < x = 5

5N X

l Problema 9-54

Pruebe la siguiente desigualdad: | =

2
= - Para todo x en

ﬂﬂxﬂ-;-.

Solucién. Considere la funcion y = x — sen x en el intervalo 0 < ¢ < 1: (¥ = | = eos x = Otiene por

solucion x = @, o extremo fzquicrdo del intervalo, Mo existen puntos eriticos en el interior del intervalo;
por lanto, ¢ valor minimo s presenta en uno de los extremos. Para o exiremo izquierdo se tiene v = 0 v
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para el extremo de la derecha y =

TS

== 1 : por tanto, ¢l minimo s¢ presentaen x = (L Entonces x — sen x> 0
oX =senxosenxx < [ parall < x = ;

8 se incluye o extremo iequierdo del imervalo, entonoes se tiene

m:t < | para } < x = g
. ) ) Zx dy _ &
Ahora considere la funcién y = sen x — T e - T X z

El valor critico es el x, que satisface ln ecuncion cos x — : = ¥, sin embargo, como y° &8 negativo

para este valor eritico debe dar un mésimo Jocal; por tano, o minime s debe alcanzir en une de los EHII‘EHIU!\.

’ . i
Para x = [ g2 tigne y = 0 y para x 4 S liene sen x — T‘ =00 *P:—x = —z-tﬂ:! intervalo 0 < x < 1.
56N X r =

n
— rall < x = -
x rrpa TERRISTE

o sed, gue 1 = —

a; + X
Problema 9-55

al  Halle el valor minime de —-2— cona, >0yx =0
Jax

@y +ay + &

i

H)  Halle ¢l valor minimo de ——————
Ya,axx

—conda, >0, a; =0yx =0

iy +ay o by b X
n

¢} Halle ¢l valor minimo de -

———" cona; >0,8,>0. x>0
o @il can gy X

a + x
Solucién. a) Seay = — 2 = —1 (."-1 B ]

Wiapx 2/a,

dy 1 I:t =y + %)= 2 "*]
i .Iﬁ_"ﬂn. x

Si v = 0, entonces x = o, e el Gnico valor eritico;

d?y 1 [ ¥ — x oy J X I
eeTe— | = ¥l =g =0
dx 4/, X ! aj
por lante, s licne un minimeo global, Para ¢ valor mimmo de y s liene
e
:\ a +a
Para cualguier x positive, digamos a,, se tieng
a4 kg
—_2_ =1l ﬂ‘ﬂ-.';—"i“ = oy
Y =

el signo de igualdad se venfica solamente cuando a; = a,,

ay g+ %

1
XV (g, +ag+x) =0
WO o o W - D ) ol s ol
Faagigx 3 aays dx kT X
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3
Al hacer ' = 0 se cncuentra que el dnico valor critico es x = 202 %2 o un] dy un minimo global porque
d¥y 2 [2+u.xm+a bk
idx 9\?‘;:“,:

&y g |3 a,+a
e e 2ea, (4134) ey (B0) 7]
* 2 9Ya,a; (uzr_a.;r
| a, +a oy 4 dy (¥
i Shoeit TR it = b T 0 6
o 2 o .

[a +_-1_L)‘1 He
A L R
Jaya, F‘n; a, faya;)"

2

El valor minimo de y estd dado por

gy

El dltime término e =1 por ki parte a), Entonces ¢l valor minimo de yes | v, por tanto, para cualquier x
Positivo X = g, & lene

dl+u,+a,

o) St O bay = Ya,a:a,
ey E
la igualdad se verifica solamente si a, = &, = a,

dy 4 a3kt A, X
& gu_l,.._____,.f__—q-_.__"_ {c_n_.+ ay + "j'+"-_-l_'1'i}
e —— Ll
Jaln,,....a, P [, Py T TR N %
1 5
e _ L a L T
O Ol s nini i
L CIT . L)

Haciendo ' = 0 s2 encuentra que el dnico valor critico cs

¥ T o ey
: "~
El valor minimo de v esta dado por

iy + a
ay 4 iy + oo bl it

+ i, o)
S Iy —E ___"____ (_"J_"'“_FL +“-_!]
yo= L] mn o=
e e W ——— T - i o s,
ey, o, Ffui+ a4 + .. 4 d,_,
n—1

N L

(n +a-.+... ru__,_l

|ﬂ':- vode By

—4
Por 1anto, para cualquier x positivo, digamos x = a_ se liche
ol W e e o

Gy ( Ay +dg + ... t""_-'_L]' &
e e = r . B I_ = ¥ = A o+ ..
ey, oy iy B

El signo de igualdad es vilido si. y solamente i, g, = 2L 592 + oo 4 dyoy
Para que podamos concluir que

_Ed‘“ﬁl'!., wag ol ‘f.
n—1

@i =y + ... +a P —
L2 ey,
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para lo cual sc tiene of signo de igualdad, solamenic cuando a; = a; = ... = a, debemos usar ¢l principso
de induccidn.

La desigualdad se verifica para 1, porque ilL = iy,

Suponga que la proposicion se verifica para m = &k — 1, es decir,

@ +dz + ... +a _
il 3 L R i

la 1gualdad se verifica solamentc en el caso de que a; = a3 = ... = 0y

Elevando ambes lados de b desigualdad a la potenca (& — 1) y dividiendo por el término de s derecha
sC Liene

E,_+u;_1— I+n, L) )

S Gt =) 2
Combinando las desigualdades (1) ¥ (2) =¢ oblienc
""IL‘L'T_-; LS (“_!_'* o R . L)" !
_k ‘..! e =1
Ja,u,i e |

en la cual s¢ his remplazado n por k ¥, por tanto,

0y + iy + o + @ --
o l_..__*atuﬂr ity

In 1gualdad se verifica solamente cuando

o o T S P, W
S T B . T =

Estn es la formuls para n = k.

Problema 9-56 | 11.1ic i vator de x para el cual I funcion » = (ay — xP + (a; — x)* +

"
+ oo 4 M1, — xF = ¥ (@, — x)* ticne un minimo, con a,, a,. ..., a_ nimeros reales fijos.

=l
Solucién. La derivada es v = —Ma, — x) — Hay — x) — ... — Ha, — x) Haciendo la derivads igual

o e

: z a4, + ay + .. x 4 i ”
8 coro s obiiene el valor critico x = —1— —-‘—" . Como 'H'x}l‘ = 2n = 0, el valor eritico da un mi-

nimao local, ¥y, como & nico, ¢ un minimo global (Importante en estadistica.)

I Problema 9-57

Minimice: a) iln,- —x|: b 2.3.,|u,- — x| con 4; = 0.
=] =%

Solucion. a} Supongamos que a, < 4, = ... = 4,
Observe gue o, — 2| + |lo, — x| =9, — a; ¥y toma ¢l valor a, — a, cuando a, < x < u,
i nes par, n = 2m, el minimo se presenta cuando g, =< x < a.,, ¥ tene por valor a

Ugsp i ol R T Fﬂ'h—ﬂ'l =y = =y,
¥ 80 csampar, n = 2m — 1, entonces ¢l minimo se presenta cuando x = g v Liene por valor a
L I [ " D

El valor de x que da o minimo, en estadistica se llama fa media de los a,
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-
B Sin perder gengralidad se puede suponer que la funcidn fx) = ¥ 4 la; — x| es lincal por trozes y su
derivada es L

fiXlenemd,ddii b+ ay—4 —dp —do BON A < X<,

quie s constanle por secciones coando o, < ¥ < 4, Existe un valor o talgquer, >0yt <0Sit,=0
entonos d,. < x = a, da ¢l minimo. 5i 1, > 0, entonces x = a, da el minimo.

Problema 9-58 Un barco 8 ancla 4 millas fuera de la playa (Fig. 9-15). Sea A un punto
sobre la playa que sea el mis cercano al barco y B un punto sobre la playa distante b millas
de 4. Un hombre sube al barco y desea llegar al punto B en el menor tiempo posible. 51 puede
remar r millas por hora y caminar w millas por hora, ja qué punto P de la playa se debe dingir?

Solucién. Es cvidente gue ¢l punio P debe estar entre A y Bo en A o B. 81 P estd a la izquerda de A,
¢l hombre acortaria su tiempo, simplemente dirigiéndoss a A 5 es513 a la derechs de A, € acortaria su tiempo
dirigitnidose & B Entonces P esta entoe 0 < x < b, siendo x la abscisa de P,

TRt
El icmpo gue emplea en remar de 5 a P es L —:—'i— y el tiempo que emplea en caminar de Fa Bes

L]

gt

- x . v w d bh—x

—X p L L T
. Por tanto, el Hompo total es T T

Derivindo v haciendo la derivada igual a cero se obliene

LI QR Y
de P W
Elevando al cuadrado y resolviendo par x se obliene
x P Y f
s vk Bt Rl | e e th
JE o W=

ue e5 el unico valor critico. Como L. L
e e B ———y—
9 dx® i + d)

13- €5 positiva en todo el intervalo,
La ecuacidn (1) muesira que si & 2= | no existe valor critico en of intervalo dade; por anto, ¢l valor ex-
tremo se presenta en un punto extremo. 514 = |, el valor minimo se presents s el hombre rema hacia B, Se

Hega & b misma conclusion observando gue T decrece en el intervalo porgoe %us negativa en x = 0y no

exisle punto critico dentro del imtervalo. Ahora, si & = 1, el valor de x estd dado por (1L Entonces, si
—lr—f"g — = by ¢l valor de x est dado por (1), que da el tiempo minimo. Si ddiJT = 3 = b, entonces o
JT =4

valor de x que da ¢l liempoe mimmo cs x = b, el punto extreme de la derecha del intervalo, como en el caso

Az L

B, ¢}
S0

AL, o)

h, 0
-F"t 8 '“ H‘ L , HI- u'
A, iy L

Figura 9-15 Figura 9-1&
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Probigmu 939 Se da un segmento de recta AB y una recta L perpendicular a &l
pero gue nolo corta. Halle el punto P sobre Ltal que el segmento AB forme el mayor ingulo en P

Solucion. Sea 0 el anpuio formado por AR en P)y (0, d) v (0, ¢} las coordenadas de A ¥ By (x, 0) las de P.

gl =

La Figura 9-16 muestra que § s menor de 90°. Por tanto, hailaremos el maximo de g ¢ en vez del miimo
de @, parque i posicion de P que haee a tg 0 mixima haee que @ sea la maxima, debido a que tg @ crece al

mﬂcnﬂgﬂs%.

Derivando v haciendo la derivada igual a cero se encuenta gue

digh  fx* + oed — 2x%ic = d) a3
S =T+ cdP il ¥ e

El k| A - X _ 2 — P
dgf-‘?} _ [ + cdi (—2x) ;?d_:dwxl{x tedle —d) yop v = fo

dg8)  -2/cd fr'-;- S O s, SO\
et T ETj 3 d™

que s negaliva; por tante, ¢l valor eritico x = Jdc da un méximo local para g & y, por tanto, pare & 51 x
es negativo, el valor de 1g @ es negativo; por tanto, el valor critico x + - «/od da un minimo local para 1g .

Paor tanto, consideramos 1g § definida solamente para x en 0 = x = . En este intervalo se tiene sola-
mente un valor critico, gue da un méiximo local y, como es Gnico, € un maximo global

La segunda denvada da

Problema 9-60 | . = . puntos 4 y B sobre los lados opuestos de una recta L
{Fig. 9-17), halle un punto P sobre L de 1al manera que el tiempo empleado para irde A a Py
de P a B en linea recla sea minimo, suponiendo gue la velocidad en la parie superior es v, ¥
en la inferior v,.

¥

A1, a)
Lt |
Pix, 0)
o L
o
Bib, —¢)
Figura 917

Solucién. S (x 0}, (0, a) ¥ (b, —c) lus coordenadas de P, A ¥ B, respectivamente; la relacion gue da el
tiempo lotal es

i

Y £ L JiE— B ¥ &
By L
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Derivando ¥ haciendo la derivada igual a cero se encuenim gue

ar ___ x ., x=b =1 L SO " ¢ =0 ()
dx G T B et YT T ni+a T Fallx - b]r-r?]m

Ademis
bo=-x

= 5Eh . LTl
¥ uq.! = oz

e

JETa

con @, ¥ =, los dngulos formadeos por las rectas AP y PB con la perpendicular a L en P
Entonces [a ecuacion (2) da la condicitin

SCN 3 L
el L
SErl oy " vy (3

El punto P se puede restringir al intervalo 0 = x = b por las razones dadas, v, por tanto, s expresiones
para T son las correctas
3
La ecuacion (2) no se puede resolver para x, pero usando el hecho de que %{— = [ en todas partes y
como % =5 positivo en x = b y negativo en x = 0, y como exisie un dnico valor critico, el minimo obtenido

es un minimo global.
Este problema estd relacionado con la ley de Snell, en dptica, que dice: «Un rayo de luz que pasa el medio

A con velocidad v, al medio B con velocidad v, seguird la trayectoria APB tal que %EJ - ‘:::T’Jﬂ
2

Problema 9-61 Un alambre de longitud L se va a cortar en dos partes, una de ellas
se dobla para formar un cuadrado v la otra para formar un circulo, ;Cudl debe ser la longitud
de cada parte si la suma de las dreas es minima?

Solucién. Seca x o lado del cuadrado, r of radio del circulo ¥ A ¢l direa total. Entonces

L=4x + 2ar (1)
¥ A=x4 w 2

L — 2ar
.

De (1) 2e obtiene x = — . Remplazando este valor en (2) se obtiene

L? — dmrl. + -l?':_irf

A= 6 + mr 13
Derivando vy haciendo 1a derivada igual a cero se encucntra
dAd _ —dnl + 873 3 L
e +2ﬂr—!i=l-r=--2-nﬂ

Al remplazar el valor de x en {1} s tienc
L

T |
i - F
Ahora A = g 2 = 0y, como el valor eritico es Onico, se obliene un minimo global.

Brosiumm %42 Las ccuaciones del movimiente de un proyectil estin dadas por
x={vpcosal ¥ y = (rgsenai — 16e%, con v, fa velocidad inicial, & el angulo de elevacion
del cafion, 1 el tiempo en segundos y x y v las coordenadas del proyectil. Halle la altura maxima
que alcanza el proyectl y muestre que el mayor alcance se abticne ceando ¢l angulo de elevacion
es de 45° (Vea Fig. 9-18.)
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¥

I
|
|
i |
1

Figura .18

Solucion. De las ccuaciones del movimienio se encuenin gue

de dy dy _ dy/de _ vosenz — 3¢
?I__l"wuj?r_na“MI_Jm = dx T dsidr T tly 05 @
Hagiendo y° = 0, el valor critice esta dado por
vgsena — 32 =) = [ = v”ﬁﬂ
%ﬁ-’ = T’EEE::_’;; - es nicgativin; por unto, el valor critico corresponde & un miximo local, ¥, como & lmco,
B 'u

A un maximo ghobal,

El valor de y correspondiente al valor critico es

= PoSema _ w&m]’—_'“ﬂsﬂ_wf
¥ = [ty en ) Eb] 16 o =

que es la mixima altura alcanzada por ¢ proyvectil.
Sea r el alcance. Es igual al valor de x correspondiente &l tiempo ¢ # 0 para el cual p = 6. De
¥ = {vg sen @)t — 166% se encuentnia ¥ = 0 pam ¢ = vy 3%? i por lanto, el alcanie estd dado por

r = (o, cos )

BpSEMa _ vgsenacosa | upsen2a
16 B
Derivando y haciendo Ly derivada igual & cero se encuentm que

dr cos 2o i 4
E-:;ré__d_ - o g =0 = 3 =45

como el valor critico.

o d*r i sen Dz : - z ’
e —;2 cx negativa para este valor critico, corresponde 8 un maximo global.

Problema 9-63 a) Halle un punto tal que fa distancia a los tres lados de un inangulo
sea minima. &) Halle el punto para el cual la suma de las distancias a los vértices sea minima.

Solucidn. a) Supongamos que los vértices del tridngulo estin localizados en Pla, b), (1 —=¢, 0} ¥ Rie, 0)
con b > 0ye = 0 Ademas, a = 0, (51 @ < 0 remplazamos el tridngulo por su refllexidn sobre el gje ¥) Pam
cualquier punto (x, ¥} hagamos p = p!

i L L TR el Rl A
JEtE—o VB + o

con p, ¢ v r las distancias dirigidas desde los lados 8, RP y P, con signos positivos si (g, ¥) st por encima,
a I izguierda v a fa derecha de los respectivos lndos. Restringimas (x, ) @ una recia paralela a la base, y = cons-
tante. Sobre esta recta minimizamos fix} = |p| + lg] + |r]. Observe que sobre & recta y = b el minimo se
presenta en P, ¥ 51 p = b el valor del minimo debe ser mavar. B3, por tanto, necesario considerar y = b,
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b b
Se tiene ffx) = ——— CHERO P+ e signg
f "E’-I-[u+c!= ST l.-{u-c]’ e @

Entonces el minimo sobre la recta y = constante se presenta sobre I recta RP, es decir, |g] = 0 El valor
del minimao es
b—y
gly) =¥ -l-lf—l,_.—-—
ub‘: Fila+er

Si ol lado RP es mayor que Ta base QR ¢f minimo e debe presentar en el vértice R Si el lado RP es menor
gue |2 base, ol minimo se presenta en ol vértice P
Asi el minimo esth sobre el vértice opuesto al lado mayor del trnidngulo. 5i los dos lados mayores son

{guales. entonces ¢l minimo se obtiene en cuslgquier punto del lado mis corto. Si el irigngulo & equilitero.
¢l minimo se obtiene en cualguier punto deniro o sobre el tnangulo.

Figura 9-19

bl Supongamos los vértices lovalizados en los punies O, 4 = (a, 0L 8 = (b cos 0, b sen 8)
Minimizamos las distancias desde un punta P situado sobre ¢l circulo de radio F y centro 0. La sima de
las distancias de P a los vértices esth dada en funcidn del dngulu 1, inclinacion de OF, como s:'gm:;

de d =
onde 1) = _c.rrl_:ﬂthb _ _br_ml':;gl &)

Si P esth dentro del iriangulo. entonces, por la ley de los senos (Fig. 9-19). se obtiene

S} = r{sen & — sen fi)

¥ la condicidn para que exista un mimimo sobre of clroulo es gue sen @ = sen f

§i P da el minimo pedido, el dngulo formado por dos de los vértices ¥ P queda bisectado por o recta
que une a Py el tercer vértice. Entonces los dngulos que determinan las rectas que pasan por los virtices ¥
P son jguakes a 2n/3,

5i coalguiera de los dngulos en los vértices A, 8 o C es igual o mayor que 23, enfonces no eXiste un
minimo interior, Por tanto, suponga que € < 2n/3 El punto minime P no puede ser interior al tridngulo.
Ademis, no puede estar en el lado de AR opucsio a €, porque un valor menor estaria dade por su imagen
en AC Sid = | PC| = 0, la recin PC debe ser exterior al ingulo formado por AB en P La dinica posibilidad
que queda & que d = 0 o ¢l punio minimo es €.

Problema 9-64 . Feti i ’
s e Se desea construir un recipiente gue sea un cilindro recto circular
para que conlenga un galdn de aceite. jCuales deben ser las dimensiones del recipiente pura que
se gasle un minimo de material?

Solucién. El volumen y ¢l area lateral del clindro son. respectivamente, b = arhy A = 2ar’ 4 2arh
Como el volumen es constante, dF fdt = (. Derivando con respecto s r s¢ oblicne

5-:: = :I'Il(i';| —j—t + 2:!1) 0 = :h = = —2:-" (L]
‘fr‘j za(z.- 4 ij: + h) = 2ni2r — K) (2)



240 TEOREMA DEL VALOR MEDHO PARA FRIMERAS DERIVADAS

4.3
vl i i 2 i} i
2 A il 2h b
h=73r= :V:_ﬂ - Como iy = n (,’! g ) - Ek(.] - ;.) = U, entonces para = V.j! hay un mi-
LIRS

Sidapdr =0 = 2 = by remplissindo este valer en | = ' se obtiene | = mr'h = 2ar' = 5 =

Problema 9-65 Un alambre de longitud L se corta en dos partes, una se dobla para
que forme un circulo y la otra para que forme un cuadrado, ;Como se debe cortar el alambre
para gue la suma de las dreas encerradas por las dos parles sea maxima?

Solucién. La suma de las frcas combinadas es: (1) A = mr® + &* ¥ (1L = 2nr o dx
[¥erivando con respecto a r se oblicne:

dA lx

E}--.-I.'rri-lx ir 0= 2mr= L

dL dx dx n dL

= I oA =D=ﬂ—r_—?.—m‘--_l!,L_uunsiante

Remplazando el valor de dx/dr en dA/jdr se abliene d4/dr = mi2r — x} Ademis,
ﬂ;.;r‘;—=:r{2— %) -—n(2+ f] >0

entonces a curva que representa a 4 es concava hacia arriba. ddjide = 0 <= Ir = x, entonces = 2ar + 8B =
e i L da*A L
= {2 + B)r. Entonces dA/dr = 0 cuando x = g Py L Ry 1 Como p e 0 r= P ] it um

minimo para A, Pero ¢l problemn pide un mdximo para A

Como resth limitada al imtervalo 0 < r < -L—, examinemos los valores de r en los extremos ded intee-

n
it £
\'al.o.CUnndur=ﬂ:::Lf&A:F;cmndurer’Eﬂ,x=[I.,,I -
; caz 2 i [
En el minimo r = T A = A= r i 1 3

El grafo muestra que el miximo de A estien r = —;% . I cual quiere decir que ¢ alambre no s debe

cortar, sino que todo debe ser doblado en un eleculo de dren tolal miximo 81 se adopla desde of punio de
vista de que el alambre debe ser cortado, no existe respuesta

Problema 9-66
del ongen?

iCudl de las tangentes a Ja elipse x* 4 xy + »° = 3 esth mis alejada

Solucidn. La ccuacidn de ls tangente 3 I elipse en el punto estd dada por (2, + yolke + (%, + 2ugly —
—~ 6 = (. Para hallar Ia distancia a esia recta desde o origen, normalizames la ecuncion, es decir, se divide
por la suma de los cuadrados de los coeficientes de x y . La distancia pedidaes 6[{2x, + wo)® + fxy + 2y ]
Comao el punio (x,, ¥ol esid sobre la elipse, éstn se reduce a

615 + 3xgppy ' (1

(CHmo se debe ebegir a {x,, ¥l sobre la elipse para que (1) sea un miximo!?

Como el numerador de (1) e una constante, el problema de maximizar ¢ coctente & equivalente & mini-
mizar ¢f denominador. (15 + Jxa)'™ tiene su valor minimo cunndo 15 4 3xgy, lenga sy valor minimo,
¥ esto sucede cuando xgyy, ¢ muy pequeio. El producto xgy, pueds ser negalivo; pero & acolado inferior-
mente, puesto que 15 + 3xgy, o8 positive cuando (2, ve) estd sobre ln elipse Bl problema se ha reducido
ahora a: dado (x, y) que verifigue la ecuacion de b elipse, halle ¢l valor minimo gue toma

P o= xy 2
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Dierivando la ecuacidn de i elipse ¥ (2) con respecto a x se obtiene

£
2+ xDy + ¥+ 2Dy =0 ¥ DP=xDy+ y de donde D.P = 3%_-%’

lgualando a cero esta Ghima expresidon vemos gue los valores extremos de P se presentan en la interseccian
de las rectis p =.x ¥y y = —x con la eclipse. Estos puntos son (0,1) ¥ {—1, — 1) para la primera recta y
/3 =31 (=3, 3 para I segunda. Los valores correspondientes de Pson P = | y P = —3, El primero
corresponde a un_miximo y el segundo a un minimo. Concluimos que las tangentes por los puntos
(3 =3 ¥ (=343 son las mis alejadas del origen y que estin a una distancia igual a 6.

Problema 9-67 Dos rectas paralelas se cortan por una recta AB. Desde el punto ©
s¢ lraza una reclia que corla a AB, (Como se debe elegir esta recta para que la suma de las dreas
de los tridngulos ACP y QPB sea un minimo? (Vea Fig 9-20))

Solucién. Supongs que las longitudes de AC v AB son a v b, respectivamente. Sean x v ¥ Ins longitudes
de AP y QB Como los dos trifiingulos son semejanies lenemos que
ab — )

g:x=y: [b=xjp ym= =

Sia cs eldngulo en A, la suma de las dreas es

--;—uxﬁcnm +—£ﬂr = &) ¥ senx

!b — x}

Al remplazar el valor de y se obticne la loncion f1x) = 3 + - e la cual e quiere minimizar.

IR . _ i . B 3
”‘"“{‘—;i) ~22 e L w2 - x =y

el ewd din el drea minima.

0, )45
P
{—a 0 iz, O}
A o c
Figura %-20 Figura #-21

Problema 9-68 3¢ ABC un wriingulo isosceles con AB = BC. Sea P un punto
sobre la allura dibujada desde B, [ Para qué posicion de P es minima la suma de la distancia de P
a los vértices? {Vea Fig. 9-21.)

Solucién. Tenemos que AC = 20,08 = b;sea F = (0, jhcon 0 = p < b La funcion goe s va a mini-
mizar ¢5 Fiy) = b — § + Hy? + oM Su derivada o= Fiy) = =1 + 20 + @M. La derivada cambia
de signo, de mas 3 menos, cuando ¥ pasn por el valor 3 = -‘i-:;"—' . Hay dos posibilidades: @) o = /3t En
este caso ¢l valor critico pertenece al intervalo [0, h] y p = —"-"-;—n— da un minima para la suma de las disian-

cias P estd caraclerizado por los segmentos Pd, PR y PC, que forman angulos iguales enire si, puesto que el
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i

angulo APO es'de 60 cuando § = ‘3— . B) a > 3 Ahoma el valor critico estd fuera del intervalo

[a, B]: por tanto, Fiig) < U para ) < y < b Entonces Fiy) disminuye 2 Flb) cuando ¥ aumenta hasta b, v la
suma de Ias distancias es minima cunndo # = B: o minimo e g + BHV2

Se puede objetar gue P pucde estar sobre la alura que pasa por B; por tanio, es legitimo considerar
valores de y mayores que b 51 esto sucede, fa distancin de Pa Bes y — b ¥ no b — v Entonces la expresion
parat Fly) cambia y se liene que

Fid=y=b+ 2P +a)"% beyy Fily) = | + 20yt 4 o¥- 112

que siempre es positive. S definimos Fiy) para p =0, Fiy) w b = y £ 2y + %) para 05 p< b
ypara b =< y, ysig > \.f'ﬁnh.:ntnan'[v]-:ﬂ:nclpﬁmim:walo,y = 0 en ¢l segundo. Asi y = b di un
minimo o cual confirma el resultado anterior. Fiy) cambia de signo cuando y pasa por v = b, pero Fb)
e exisle ¥
hm F{b — K) + lim b+ b

LBl

Este problema muestra que la funcidn cuyos valorss extremos se tratan de hallar no es derivable en todos
los punios; por tento, los valores extremeos se pueden presemar en puntos donde b derivada no existe. En este
caso no es suficeente anslizar los ceros de s derivada, lambién se deben estudiar los puntos de discontinuidad,

Problema 9-69

Demuestre las siguientes desipualdades: a) & = _I_::T' x=0;
by e =1 +lg(l +ahx=0; e =1+ +x)lg(l +x)x>0

Solucién. o) La derivada de fix) = (1 + xle* & positivi para x = 0; entonces flx) = () = 1.
) Derive ¥ use al
el Derive y use b)

Peoblemn 978 Si fix) es derivable (no necesariamente continua) en cada punto x de
@ = x < by ((x] toma los valores m y M, también toma todo valor u entrem y M.

Solucidn. Sean o § punios de [a, 5] con fix,) = o flxg) = M. Considers Ia funcién continua

_ Mtk + = i)
dix) et

pard un f = 0 fijo. Sim < w < M, entonces es posible elegir un 5 = 0 tal gque

Sixy + ) — fix)

I

L

{p—mylaﬂ_x:_+_;:i!m_u < M =n
’

com | ¥ [hyl menores que & Sea b = [hy| = |by] < & Como

o ix) para b, = 0
@ ix; = h) para b < 0

S+ by — i)
]

==

entonces existen punios o, f en [a, &), tales que

imh < w= ()

Como @ ¢ continui, s¢ sabe, por el teorema del valor medio, que para un punio & entre a ¥R odiE) e
Segln el tearema del valor medio, para un valor y entre § y & -+ h s tiene que [in) = i) = .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Teorema del valor medio

-

Definida una funcidn [ como sigue:
-
fix) = ?Lj_.".-u six < 1% = —l—:ix =1

a) Bosqueje el grafo de [ par x sobre el intervalo 0 < x < 2.
b} Muestre que [ salishes lns condiciones del teorema del valor medio sobre el intervalo [0,2]

y determine todos los valores medios estipulados por el teorema.
Resp: b) e= 12, e m 2

Muestre que la foemula del valor medio puede expresarse en la forma
flx + k) = fix) + hflx + Oh) donde O < @ < |

Determine § en términos de x ¥ h cuando: @) fix) = x*; b fix) = x*. Conserve x fijo, x # 0, ¥
encuenire el limite de & en cada caso cunndo h — 0.
Resp.: a) 8= 12,8~ 1,2
x4 1/3h

b] = A= 1/25ix>0
X+ \_."x-!_-i- xh + V3R ;

Determine el nimero de rajces de ko ecuacion x) = 4x° = 5x* + 2 = 0,
Solucidn, La derivada de f, [{x} = 20x%x — 1}, & cero solo cuando x = 0 o x = L Consecuenies
menie, la ecuacion fTx) = O puede tener a lo sumo una raiz real en cada uno de los mtervalos ‘|... =, Of,

JoR[ ¥ 1, + . (Supong lo contrario, o sed, que hay dos ralees en el imervalo 10, 1[L Por el teorema
de Rolle, 7 deberia ser cero en algin punto en el intervalo, lo cual es imposible.} Observemos gue

fl=2>0yfMlj=1=0

Sabemos también gue para una cantidad entera positiva suficieniemenie grande s fl —n) < Oy fin) = 0
Por tanto, por ¢ teorema del valor intermedio, hay una raiz en el intervalo ]— oo, 0], Ademds, no puede
haber raices en el intervalo 10, 1[. (El valor minimo de f sobre o intervalo [0, 1] & uno. De ot manera,
f tendria un minime local en alpdn punto en el intervale J0, I ¥ /7 seria ¢ero en ese punto.) Uno puede
deducir de modo andlogo que no hay ralces en el intervalo J1, 4w,

D lo cual podemos concluir que 12 ecuacion fix) = 4x* — 5x* + 2 = 0 tiene exaclamente una
rake regl v que esta ralz es negativa.

Muestre por la construceidn de contragjemplos que las hipdtesis del teorema del valor medio no pueden
ser significativameme simplificadas. es decir, debilitadas.

Resp.:  La derivabilidad sobre el intervalo Jao, 8] e esencial, como se evidencia por 1z funcién [x| o
4 sobre ¢ intervalo [~ 1, + 1] La continudad en los puntos finales del intervalo [a, #] es esencial,
como se evidencia por b funecion x — [x] sobre ol intervalo [2,3].

Suponga que P es ¢l polinomio,
Pix) = apx® + a,x"" " + ... +a,

donde ay # 0. Definimos P+ o2) = ay ¥ B = o0) = agl = 1)

Supongi también que laz ecuaciones Plx) = 0 v Pix) = 0 no lenen raices reales comunes
que Xy < X; < ... = X, 500 las rakces reales de la ecuacidn Fix) = (0 Pruebe que ¢l nimero de rices
reales de la ecuacidn Pix) = 0 os exactamenie jgual al nimero de cambios de signo en la sucesidn

Pl—col Plxg) Plxg). ... Plxg) P-+oo)

Aplique este resuliado al Ejercicio 3 Pruche también que la eceacion
F3

x x* x"
e i s e & R o bt gt

tiene una raiz real si @ es impar ¥ ninguna raiz real sin e par
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Diecimos gue X, &5 un cero de == fx,) = 0 Asi, los ceros de x* — lson +1y — |, Suponga que [y g
son funcionss R — R con la propiedad

fixhgix) = flxpix) # 0

para odo x & R, Pruebe que los ceros de fy g separan una de la otra en el siguiente sentido: entre dos
ceros consecutivos cualesquierst de una funcidn encontramos exactamente un cero de la ot funcitn
(Supongit que esto es falso, y apliqoue ¢ tecrema de Rolle a fig o g/f como convenga ) Este resultado es
importante en el estudio de certas ecusciones diferenciales Observe que se aplica s flx) = senx ¥
glx) = cos x,

+J‘

v = flx) X

¥ = glx)

Figura 9-12

Llse &l teorema del valor medio pare deducir las siguientes desigualdades:

a) [senx —seny| = |x — gl
B mrrilr - —yramix=ysalsy<sxrw L.

Use el 1ecrema del valor medio para mosirar gue

L‘“;c_mi Elh_.u'ljix-ﬁu

Use el 1eorema de Rolle para mostrar los intervalos en los cuales la derivada de flxix — ry) o (x =1}

lEnD Ceros, Con Fy < Fy =< ... < f
Resp.: f'tieneceros en rpfie i = 1, coun = | puesto que § tiene ceros en ry, .., Py

i Par qué s puede aplicar el teorema de Rolle a todas los restricciones de (x® + x + 1|7 y no se puede
aplicar a algunas restricciones de |sen x|7?

Mugsire que flx) = 27 + x° + x' + x + | tiene un cero real; jcomo se puede generalizar esie resultado
a polinomios sin potencias pares?

Resp.:  Muestre que /" nunca es cero, pero fcambia de signo.

Muestire gue los grafos de las siguientes funciones tienen pendientes iguales en todo punto y halle su
diferencia constunte:

a) (x? = 1jxt 1) 2t 3 Resp.: + 4
b} (seox + cos x)?, 2 sen® (x + a/d), Resp.: 0O

[ x* _
0} T Resp.: + 1
d] cos2x, 2cos® x Resp.: + 1

Apligue el tcorema del extremo del fenedor para obiener ¢f extremo global de las siguientes funciones:

al x* — 3¢ 4 2sobre L Resp.: min = 1/4, no max
B —3 + Zax® sabre 10, + [ Resp.: mm 3\?5 ne

el =l — Zmx?) sobre [0, + m. Resp.: max
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14.  Mucsire gue para cualquier par de nimeros reales a y b la funcidn f{x) = (x = abx = b} tene un minimo

b - b
global en —"—-;—- ¥es — .‘f._.;r:-'_.

15. Empleando el concepto de extreme, muesire que flx) = x* + ax + b no tiene ceros reales s
@ - dbe < 0, (Como se aplica este resultado # glx) = ax® + bx + ¢?

16. Para bas siguientes funciones halle el valor ¢ del T.V.M, para segundas deriviadas st x, v x son dados,

a W -1l xp=1Lx=I1L Resp.: 16/15
by x* cxg=0,x=3 Resp.: 372
el Iix i xg =], x= 2, Resp,: {ﬁ

17. Venfique que:
a) fsenx — x| < ]Ex’mhﬂ:li.
i
Resp.: senx =sen( + cosx — 0) — = sen olx -0 =x— %mfx’;pﬂrlamﬂ.lﬁmx— ¥l =
| ER BT
5—25tnr|x| <3 |,

b leosx = 1] < _;,'12 sobre R,

c) | E;—x- -1 | = ‘{;—2 |x[ sobre [— :—

]_ ).

=la

d) igx —x]= %x’ sobre [0, 7/6].

o
18. Muesire que (x — alib — x) = o ;{i empleando la leoria de extremos,

19. Aproxime y limite el error de:
a) 402 Resp.: 200500000 + 0,00000623
b JEol, Resp.: 20008333 + 00000005
c] sem 1,244,
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Teorema del valor medio
para segundas derivadas

El siguiente teorema es una peneralizacion del T.V.M. para primeras derivadas y su penerali-
zacion conduce al teorema de Taylor. Sirve para estimar hasta qué punto la tangente puede
remplazar el grafo alrededor de un punto para obtener los valores funcionales,

Teorema del valor medio para sequndas derivadas. Sea f: [a, b] — R,f dos veces derivable
sobre Ja. b[ ; £y [ continuas sobre [a, b] ¥ x,, € [o. b] Entonces para todo x € [a, b] existe un ¢

tal que fix) — [fx) + Mrxa)lx — xq)] = I% x—xgP ¥ ScEx

Demastracidn.  Sea x un punto fijo en [a, b] y K el dnico nimero real que satisface la igualdad
fix) = [fixg) + [lxphix = xg)] = K(x — x5 {10-1)

Siguiendo la téenica de demostracion del leorema del valor medio para primeras derivadas,
se busca una funcidn que tenga raices en x ¥ xg Tal funcién se define haciendo x, = ten (10-1)

dir) = fix) — [0 + Floix — 0] — Kix — 1 {10-2)

sugerida por (10-1) Como dixg) = 0y dix) = 0, de (10-1) ¢ sigue que dix,) = 0, por la manera
como se eligid k; como dix) satisface las condiciones del tcorema de Rolle, existe un ¢ tal que

die) =0y 5, ¢ % x {10-3)

7 4
b x ) + gl <)) Extrapolante = E[x)

L rens -z

Interpolante = [(x)

| 2
| b, fib))
[ |
|
| |
| | | |
I i | |
| | | I I
e : - | I . o
4 X, £ x [ & % b
Figura 10-1 Figura 10-1
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Haciendo d'{c) = 0 se tiene

—fle) = SMex — e+ o)+ 2Kix —ch = 0 (10=4)
Resolviendo par K
k=112 (10-5)
D (10-1) ¥ (10-5) se ticne
Sx) = [fMxg) + Mxgdix — x,)] = = ;ﬂ x=—xPyxpSesx [ 10-6)

Teorema de aproximacidn lineal. Sea 2 [a, b] — R.f y [ continuas sobre [a, b], f dos veces

derivable sobre Ja, b[. N{x) = fla) + ﬂ:}%_ﬂa_} (x — a) (interpolante); Elx) = fixg) + flxg)
(x — xg) xy €[a b] (extrapolante).

Entonces: a) Existe ¢ e Ja, b tal que fix) — Nx) = & (ed(x = a)ix = b). Error que
se comete al aceptar el interpolante como aproximacion de fix),

by Existe ¢ & Ja, b tal que fix) — Efx) = 3 M)z — x4)° Error que se comete al aceptar
el extrapolante como aproximacién de f{x).

¢} Si|f{x)| = M sobre Ja, b, entonces [fix) — Hx)| < 3 M |(x —a)(x = b | ¥y |flx) =
— Eix)| = I Mix — xq)%

Demostracidn.  a)  Se fija un x en Ja, b v sez K un nimero real tal que
fix) = Iix) = Kix — al(x — h) (107
ademds se define g(x) por
glt) = fi) = I{t) — Kt — a){t — b}, 1 €[a b] (10-8)

Segin la definicion de I{x) en la hipdtesis se sube que fla) — Na) = fib) — I{h) = 0, entonces
gla) = gix) = gih) = 0, segin (10-7) v (10-8),

Aplicando dos veces el 1eorema de Rolle a g se obtiene
gled=0=gleslya<e, <x<e; < b (10-9

Por (10-9) podemos aplicar de nuevo el teorema de Rolle, esta vez a la derivada ¢ restringida al
intervalo [e,, £;] ¥ se obtiene

glesl =0y ey <3<y (10-100

Caleulando g segiin (10-8) y empleando el hecho de gue I” = 0, se tiene que
Sl = 2K =0y <<ty (1011
Entonces K = ’—”;'ii :

Segin (10-7), la demostracion de a) queda completa si se hace que ¢ desempefic ol papel
de ¢ La conclusion ¢) se deduce aplicando la funcion valor absoluto a a) ¥ b y remplazando
16l por M.
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-PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 10-1 | ¢, flx) = x*; halle ¢ del T.¥.M. para segundas derivadas si x, = 0
V=32

Solucién. Como " = 3ty /¥ = 6o, se tieng que 2° = 07 & 302 = O) + 302 = OF ; portanto, 8 = 120
o

ye=5-

Problema 10-2 Use ¢ TV.M. para segundas derivadas para mostrar que sen x/x — [,
‘También halle 4 = 0 1al que para un & > 0 dado, {sen x/x — || < epara 0 < |x| < &

Solucién. Sca x, = 0. Entonces, sen x = sen 0 4 (oosOix —0) — % fsen ex — 0F, es decir,

SEM ¥ =t ¥ — %E'."ptﬂ ). Dividiendo por x # {0, se obtienc

N X
X

—I=—l,|5:n¢':|.t’1.rﬂ£ $l._,|=¢nu|E:|:;i|.=| ]

senx ,|
1%

Como —il,.- || -0 5i x —+ 0, sabemos por gl teorema del sandwich que sen a/x — | — 0 5 x — 0, enlonces
sen x/x — | 5i x — (. Para el ¢ > 0 dado es evidenie segin (1) que x| < 28 = |-% — 1§ crAsid=2
SIFVE. :

ll‘ruhlnrnl 10-3

Use ¢l T.V.M. para segundas derivadas para mostrar gque |1g x — x| <

 E—
< ppara [ x| < = JEEY x| = w4
Solucidn. Haciendo x, = 0 en el TV.M. par segundis derivadas s tiene

tgx — 1g0 + (sec? O0) x + (sec? o -1g ot
entonoes
gx —x= (secic g’ y0 £ 0 5 x

Cﬂmul.tl-‘--z = |e] = E.ilgclql?sﬂc’c-ﬁlasil!g.ﬂ:—xl—s:c:filgrl.t’ﬁzf

Por tanto, 25* < 0 = |igx — 5| = & Pero 2x° <6 == 2 |x| < & = |x] = .l_'. 26,

D la mizma manecra, [ x| < -;L—.Ur“l‘_i = |ig x — x| < ¢ Por cjemplo, (x| < 0,01 = [Igx — x| < 00

thl!ma 10-4 Muestre que en la clase de las funciones que lienen m&uﬁdﬂ dﬂ'"‘\"adu-.
f" =0 = [ cs una funcion lineal.

Solucidn. Scgiin el T.V.M. para segundas derivadas, se ticne flx) = flxg) + Maglx — x) + ;_rh‘l[x—luﬁ:

para cualguier x € R, con x, € ¢ % © Como /7= 0, entonces (e} = 0; por tanio, fx) = flxg) + (xg)
(x — xgh es decir, os uni funcdn hineal

|_Pr1:|-l:lcrna 10-5 Aproxime \M..{']I.

Solucion. Eseribiende el T.V.M. para scgundas derivadas en la forma fix, + k) = fix) + Cixgh + R,
enlonces 81 %, = 4 ¥ b = 0,00, se busal fix, + h) con flx) = x'
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Camo fix) = T]'t £y Fle) - - —; £° ¥ remplazando estos valores, se tiene
== I
JEDT = /3 + T'—Em.un +RR= -0k acca
i
Asi /ADT = 20025+ 0000002, porque [R[ £ 8"+~ < 0,000002"

| Problema 10-6
< 1/8 M(b — ).

Muestre que si |"(x)| = M sobre Ja b, entonces |fix) — Nx)| =

Solucion. Ussremos el resultado xy < 1% : 'ﬂ ., demostrado anleniormente, gue & équivalente a

Xy = é—{x + 31
Siu-c,!:{.!:-.enloncesx—n-:»ﬂ,i:-—x::-ﬂy[x—q:j+{b—xj b = a; por tanto, [{x) = Hx)| =

= 3£ = e — b < 4 Mix — alb - 0 < 3 M P 2180 - af.

{ Problema 10-7 Use ¢l teorema de aproximacion lineal para caleular sen 1243 por
interpolacidn y extrapolacidn.

Solucion. [Interpolucion.  Segin ) del teorema de aproximacion lineal y ¢l problema anierior, sen 1,243 =
= sen 124 4 S S (1043~ 124) 4 R con [R) < 5 (125 — 247 = 00000125 = 094578 +
+ (0,320)(0,003) + 0,0000125 — 0.94684 -+ 0,0000125,

Extrapolocion.  Segim a) v ) del 1eorema de aproximocion lincal, sen 1,243 = sen 124 + cos 1,24(01,243 —
~124) + Reon |R| < & (1243) — 1247 = 00000045 — 094578 + (0,3248040.003 + 00000045 =

2
= 094685 + 00000045,

i Problema 10-8 Demuestre =1 fix). junto con sus (m — 1) primeras denvadas, son
continuas sobre el intervalo @ = x < b y 51 /™(x) existe en todas paries del intervalo, excepto
posiblemente en los extremos, entonees existe un valor de x, digamos x = x, enlre a y b tal que

fib) = fla) + .ﬂﬁl (b —a) + -’ﬂ’i.‘ﬂ_t —~ o+ . .:“ "}*‘;E‘ b — ar

Dgmastracien,  5ip = |, s¢ tiene ¢l teorema del valor medio. Sea & delinida por

) = fia + L b — ) ;‘:':__"‘;:’T{b-nr-w kib — af* (m

+J‘”[xa}w_ af

v considere

Flx) = fix) — ﬂb}+“?‘7zb_xj+._. {'—L[I";',rb— P4 kth — s

Como Fla) = 0 por (1) ¥ Fiby = 0, segin el teorema de Rolle existe un x = x,. conma < x, < b tal que

Flxo) = T + (7)1 — x0) = flxal} 4 ..+ | £ o xprr - L sa g g f

— bh —xg = f[‘“’[b-rﬂr ' kb — xpF "t D

{n—

Jﬂ TI_.;.I

Entonces & - ¥ (1} se convierte en

fia) i L ) ¢

Sb) = fla) + 5= (h = a) # .+ b — et 4 J'”[xuh b — aF
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CONCAYIDAD

Befinicidn.  Sea f una funcion R — R, derivable en x, & % decimos gue | es:

a) Concava hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) en (xg, flxg)) = E{x) = 0 {res-
pectivamente, <0) para todo x € %, — | x,} en un entorno de x,, para el cual E {x) = fix} -
— E(x) ¥y E(x) = fixp) + S{xal{x — xp)

En otras palabras, el grafo de f esth localmente por encima (respectivamente, por debajo)
de la tangente que pasa por [xg, f{xg))

b Tiene un punto de inflexion en [x,, fixg)] == que la restriccion de fa %, [xg, +20f
es concava hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) y la restriceion de fa 2, |— 2, xg]
es concava haci abajo (respectivamente, hacia arriba) en {xg, fixgl)

Teorema de concavidad. Sea f: Ja, b[ — R, [ derivable sobre Ja, b[, y f derivable dos veces en
%y € Ja, b[. Entonces:

a)  fMxg) = 0 (respectivamente, < 0) = ¢ grafo de [ cs concavo hacia arriba (respec-
tivamente, hacia abajo) en (x;, fix)).

b) f es dos veces derivable sobre Ja, b v Mx, )/ x) = O0ena < x, < x5 < x3 < b =
= (x4, f1xy)) €5 un punto de inflexion de f.

Demostracion. Para demostrar a) suponga que M{x;) > 0 Entonces, por el teorema del in-
cremento local aplicado a Jf, existe un entorno de x; en el cual f{x) — fMxg) = 0 para x = x,
¥ Mz} — Flxg) < 0 para x < =,

Concretandonos al entorno de xg, 51 Elx) = fix) = fixg) = Mxghlx — xp) = Ejix) =
= =} = [(xp)

Como Ej{x)} > 0, para x > x; v Ej(x]} < 0, para x < x, por el icorema dc monotonia,
x> xg=> Eyfx) = Ejlxs) ¥ x < x5 = E|[x) > E{x4)

Como Ey(xp) = 0= E(x) = 0 para x > %3 ¥ x < xg <5 decir, que el grafo de fes concavo
hacia armiba en (xg, fixg)l El caso M{x,) <= 0 es andlogo.

Para B) Eyix) = 4 /ed{x — xg)° con x;, £ ¢ £ x.

Como ¢ estd en el mismo lado de x, que x, y Ey(x) tiene ¢l signo de (o) entonces £,(x)
cambia de signo en x; lo mismo que (© segin la hipotesis.

L K i
‘L Concava hacis armba s Concava hacia abajo I' Infesionalmente Concava
E,(x)
E&r\l\
Im.
|
|
(o Szl L :
! I | ! |
i) IJI |%a III . ¢ = I& g o
Figura 10-3

Teorema del extremo local concave. Hipdtesis: Las mismas del teorema de coneavidad. En-
tonces fixg) = 0y [{xg) < Oirespectivamente, = 0) = [(x;} es un maximo local (respectiva-
mente, minimo).

Demastracidn, De E (x) = flx) — flxg) — Mxg)(x — x,) Entoncesf{x;) = 0= E (x) =fix) —
— fixq) = fes localmente minima en x, i E,(x) = 0 cn un entorno de x,. Si /Tx,) = 0s¢ sabe,
por el teorema de concavidad, que E;(x)} = 0 en un entorno de x,; entonces f{x;] s un minimo
local. En forma aniloga se demuesira que fx,) = 0.
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Definicion de concavidad sobre un intervalo. Dada f: Ja, B — R, [ es dos veces derivable sobre
Ja, b, se dice que el grafo de f es concavo hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) sobre
a. b[ = f° = 0 (respectivamente, < 0) sobre Ja, b[.

Teorema de la cuerda tangente.  Sea [ [a, b] -+ R, fdos veces derivable sobre Ja, b[L /v " con-
tinuas sobre [a b] Eix) = fix) — Hx); Eylx) = fix) — E(x). Entonces [~ > 0 (respectiva-
E, = 0 (respectivamente, = 0 { sobre faudl.

mente, < 0) sobre Ja, bf = E, = 0 (respectivamente, < ()

Demostracion.  La demostracion es sencilla teniendo en cuenta las dos fdrmulas del valor
medio, deducidas del T.V.M. para segundas derivadas v del teorema de aproximacion lineal.

Eifx) = 1) (x — x5 ¥y x S ¢ 5 X (10-12)
Ef)=4flcMx —a)ix — b ya<c <b (10-13)
D (10-12) es evidente que /' = O {respectivamente, < 0) sobre Ja, b[ = E,(x} = 0 {respectiva-
menite, < 0} sobre [a, b].
Como (x — a}x — b) = 0, sobre [a, b], vemos que [ > 0 (respectivamente, = ) sobre
Ja, B[ = E; = 0 (respectivamente, = 0} sobre [a, b].
Teorema del extremo global edncavo. Sea funa funcién R — R, &, un intervalo, f dos veces
derivable sobre el interior de 2, | continua sobre 2 ;. Entonces [(x,) = Oy f" < D{respectiva-
mente, = () sobre el interior de %, = fix;) = max f(respectivamente, min ).
Demostracion.  La clave de la demostracion la da la foemula del T. V.M. para sepundas derivadas,
Rx) = fixg) = flxghlx = x5) + 2/7e)x — x0)* ¥ %, S¢S x (10-14)

Por (10-14) fi{xg) = 0 y f7 < 0 sobre el interior de @, = fix) — fix,) < 0 para todos x € @
Asi flxg) es un maximo global de { Andlogamente se demuestira que el caso [~ = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 10-9

Estudie la concavidad de f{x) = x* sobre R a partir de la definicion.

Solucion. Sea x, = R fijo. Enonces E (x) = x* — xf = Zxglx — x,) =
= Eix) = (x = ap)lx + xa) — 2] =00 — x5 = 0, % # x4

Asi ol grafo de fix) = x* e concavo hacia arriba en cada punto de B Ademés, (Tx] = 2 = 0. Por tanta,
segin el teorema de concavidad, la funcidn es cncava en todo punto del grafo.

IFrnhlama .m'",i 51 fix) = x*, entonces [Mix) = 6x. Como 6x >0 <+ x =0 y
bx < 0 =+ x = 0, el grafo de lz funcidn clibica e concavo hacta arriba en los puntos de
10, 4= [ y concavo hacia abajo en ]~ «, 0] ; segin b) del teorema de concavidad el punto (0, 0)
e un punto de inflexion,

Problema 10-11
- 4xY 4 x =7

Halle los puntos de inflexidn del grafo de la funcion fix) = x* —
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Solucidén. Coma f“(x] = 12x? — 2dx = 12x¢{x — 2y setieneque f'{Ix) =0 == x =0y x = 2

Asi Tos puntos (0, —7) (2, —21) 2on Jog posibles puntos de inflexidn. Como 12xx — 2) < Oenl < x < 2
¥ 12x(x — 2) = 0 para x = (, ssto muestra que (0, —7) es punto de inflexion. Como 12xix — Z) = 0 pam
=2y ldefx — 2 <0 para 0 < x < ldmmhinﬁcsipwgamnﬁmquc[l—il}mumhih un paanio
de inflexidn.

Problema 1042 | |\ & ) _ 5 _ 1o¢ 4 1 sobre R: b) f(x) = senx ;Cules
son sus maximos y minimos?

Solucidn. a) fixi=3 - 12=0=x=4+2 Como f12)=62=>0 y f{-2)=6(-2 =<0 o
tearema del extrema local coneave dice que f{2) = —15 5 un minimo local y i—2) = 17 & un méximo local.

W fixi=cosx =0 < x= j:%+lmnunm!tru.

Cﬂmnj"[%+2#n) = —scu(%)=—l-cﬂyf'(—g—+?_nn) = — sen (——g)=l = {0, los

maximos locales s¢ presentan en 5 + 2mn v los minimos locales en — 5+ 2nn.

Problema 10-13 Halle los intervalos de concavidad y puntos de inflexidn de f{x) =
= x* 4 2x% — 12x? — 25x — 6.

Solucion. flx)=4x? +6x% — 24— 235, fle) =122 4 120 = 24 = 12x® + x— 2) = 12z + 2){x — 1).

Pn:raix'.{x+2]-[x—I]-v:li]l={x:.tLl}ﬂyx—l-cﬂu.x#l-:ﬂyx-—l:—ﬂ}-—’,x:x:-
> ~2yx<ljulxix<e —2yx=1}=]-L1[ug=]1-21] = [xi(x+ x - 1) >0} =
=R-]-XZI[=]-oo, 2w ]I, +=[

Asi f es edncava hacia abajo en |=2,1[ y hacia arniba en J= oo, =2[w ]L +2[. Por tanto, los puntos
i{—2. —4) v (1, —40) son puntos de inflexion.

Filh= 0, ™ = 0 sobre J0, + [

|
Problema 10-14 | oo 1oc miximos y minimos
de fix) = x + 1/x sobre 0, + o[
Solucion.
1l ] 2} - N2
ﬂ_\:}=|——:—=——1——nﬂﬂ=-x=ll.‘-'-ﬂpq+i’[- |
x x I
|
Como [f"{x) = 2/x", entonces [ = 0 sobre J0, + =[; en- |
tonces J11) = 2 es un minimo global sepon el teorema del extrema :
cincavo global I —
] 1 L
Figura 10-4
[ Problema 1015 | [\ oo e wEsE v L x>0 y> 0> 1y
L + —I = L
5 r
Solucién. Seafix) = ax — — — & paraa > 0fijo. f es derivable sobre 10, + ooy fifx) = a — "' =0

r £
I

yx-l=a Pcrra:mwr—l=rfs(mu:7+'£'=]'] se tiene fTx) =0 <= x™ =d = x=a"
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Como [Mx} = —fr = [Jx" % < 0 sobre J0, + =], por el teorema del extremo concave global o) es un
minimo global. Pero 5r = 5 — | implica que
R i PR
Jfjmd e m e m g~ [T+—;)—u‘—:r' = 0}

s ha mostrade que 0 = ax — -J;- - nTl para todo x = 0; por tanto, si se¢ remplaza por 1o demostracion
gueda completa. '

Observe quesisehace x = Jay vy = b le= 0y b= 0]y r = s = 2 la desigualdad se convierie en
Jab <+ b

Problema 10-16 Definicion.  Una funcion f es concava hacia arriba sobre un inter-
valo si para todo a b del intervalo el segmento que une los puntos (o, fla)) ¥ (b fTh)) esta
por encima del grafo de £ Muestre que esia definicidon es equivalente a la siguiente:

Definicién.  Una funcién [ es concava hacia arnba en un in- I
tervalo =i para @, x ¥ b en ol intervalo, con ¢ = x = b =e e
tiene que

b, fib)
Jixi — fla)  Sib) — fia)

T—a hb—a

]
Demostracion.  La ecuacidn de @ orecta que pas por los punios | F
PyQes :
oix) = fla + L =0 (g 0 _al bk
Exta recta esth por encima del grafode fen x s g(x) > fixL esdear, s Figura 10-5
fiby — ), g = A =Aa) | Ax) — fa)
= {x a) + fMa) = fix)] = g = rop

5i s¢ cambia el sentido de ln desigualdad se tiene la definicion de funcidn cdneava hacia abajo,

Froblewas. 1017 Muesire que f es coneava hacia arriba (convexa) en un intervalo si, y
solamente si, para todo x v y del intervalo se tiene que

flex 4+ (1 = ty] < tfix) + (1 = 0fly). para 0 <1 < |

Solucion. Los puntos del intervalo Jx, 3] son de la forma tx = (1 — ¢}y = ». 0 < 1 < 1. En realidad,
si0 <t < I, entonces

=X+l -tlx<ix+{l =tly<tp+{l=tly=1y
¥ reciprocamente si x < 2 <y, entonces
"

==1#+ll—rlyparaﬂ-cczu..}-_“;-.ﬂ

Segln el problema anterior | es convexa si, ¥ solamente s,

Sex 4 00 - ] - fix) . fiv) = fix)

ix+{l—1tly—=x y==x

gue ex equivalenie a

STex + {1 — ] < offe) + (1 = O AR
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Problema 10-18

Pruche quessi f ¥ g son convexas y [ creciente, entonces g = f s convexa.

Solucion. Sia < x < b entonces fig) < fix] < fib)] por tanto,

afx) — a[fla)] . elfib)] — alfia)]

Jx) = fla) Sk = fial
Y. por lanio,
alrtel] — glfta] _ alrtx)] — glita)) | fix) — fla) _
X —a Six) — fla) X—u
allib)] -~ alfta)] = fib) = fia) _ alfiby] — al A
< U0 = glfia] S~ fla) _ ol/0] = olfe)]

Problema 10-19 a) Pruebe que si [ es convexa, entonces fT(x + ¥)/2] <[ fix)+ fy]2
B) Si f satisface esta condicion, muestre que fThx + (1 — Kl < kfix) + (1 — k)fiy) &k un
namero racional, entre 0 y 1, de la forma m/2°. ¢) Suponga que f satisface la condicion de
la parte a) ¥ f continua. Muestre que [ es convexa,

Solucién. a) Es consecuencia del Problema 10-17 conr = 1,2

b} La afirmacién es verdadera para n = |, & decir, k = 1,2 Suponga que para algin n es verdader
pard todo x ¥ L Sk = m@"" estd reducida o su minima expresidn, entonces & es impar. Entonces k, =
= (m — 12" Py ky = {m 4 12""" se pueden expresar en la forma o/2*; por tanto, i afirmacion es verdadery
para ky ¥ k,

Observe también que k = (k, + k)2

Dl resultado para k, ¥ k; v la afirmacidn para s = |, aplicados a &' = kyx + (1 — klvva v = kx +
+ (1 — k3w, & obliene

fTkx + (0 — k)] = f (“—;2 ] < f_g".'.] " fg'_' x LJL:_'?— k),

+ 2SOV 0= kM) _ ey 4 1 - mafi)

ol Seal < r < | Para coalguier @ = 0 existe un nimero k de la forma /2" que esti tan proximo a § que
WThx + (1 = k] — flec+ (0 — ]l < e |[Rfix) + (1 — RAW] = [0fx) + (0 — sfipi]] <&

Entonces fTex + (1 — tly] < fx + (0 — kiv] + & < kf(x) + () — k)W) + & < efix) + (1 — 0f00 + 2o
Asi fltx + (1 — tly] = ef(x) + {1 — fiy) Bl grafo muestra que s se verifica b desigualdad esiricta
pard un f, enlonces se verifica para todo 1, aplicando la desigualdad a x y tx + (1 — froaix + (1 — Hyy
se tiene desigualdad estricts pata ¢ de la forma m/3; por tanto, se tiene desigualdad esricta para 1odo 1,
{Vea Fig. 10-6.)

Ar Q@

El grafo de [ esth

por debajo de

rechi gUe pASH por
Q

|
I |
o | | ¥
x i+l — 1y

Figura 10-6

|
|
P, |
|
|
1

xE
o}
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Para las siguientes funciones y los valores dados de x v x halle ¢ por e T.V.M. para segundas derivadas.

af p=3x? =1 xpm l,x= [ 2 b ymxt g, =0x=3

Verifique que Resp.: o) 16/15:4) (3

aj Ismx—xiﬁTl,x’mb:cR. k) !msx-1|5-;—-:*mhmlt.

| |
—#an ofx — 0) = x — = o ex?,

& 2

ssenx — x| = ; sen ¢ [x|? < -;,—F;F.

Indicacion: a) senx = senl 4+ cos Oz — 0) -

Complete lo sguente:
al  |sen 0,001 — 0001 < . b)  [(sen 0.001/0,000) = 1] = .
Resp.: o) Por el Ejercicio 2: 00000005, &) Por « Ejercicio 2: 0,0005
Aproxime y acote el error de;
o) JYEOL. by J40E
Resp.: a) 801 = 20008333 + 000000005, by 402 = 200500000 -+ 000000625

Determine los valores de a, b v ¢ para que el grafo de flx) = ax® + bx® + ctengaa({ -1, + I} como pento
de inflexidn de £ s 13 pendiente es 2. 5 7
Rusp. : ﬂ:——-_,l—..hu-z,rhr-i

Halle los maximos v minimos locales de las siguientes funciones, temendo on cuenta o teorema del
extremo local concave ¥ el tearems del extremo estacionario

a) 2% + 9t = Mx + 6. Resp.: Maximo local 118 en —4; minimo local =7 en |

I

1] T4 Resp.: Maximo local §en 0, ¥ no hay minimo local

d x4+ -\_—]:—! sobre R — {1}

dl 3Ix - 1,—_]‘_—!-- sobre R — | =1}, Resp.; No hay extremos
el x — 1 sobre [1, + = Resp: Minimo local 0 en | no hay miximo local

Eepresenie las sipuientes [unciones, moestrando los ceros, polos, puntos de inflexidn, puntos locales
miximos ¥ minimas, maximos intervalos de monotonia y miximos intervalos de concavidad,

a) [z = 3x = 1)
Resp. . Maximo local en (1,0); minmo ol en (— 1, —8) ¥ (3/2, —3/16). Concava en

¥, = -f'Tu — Ay %y = ':]a‘“’ + )

Cénecava hacia arriba en | —=, x,[ ¥ x5 7 [: concava hacia abajo en Jx,, x5, Mondtons decre-
cienteen J—o, — 1] ¥ [1. 32]; mondiona creciente sobre | = 1 1]y [3/2, + = [. No hay polos. Cero
en x = | con tangente honzontal en este punto. Ceros en 4 3,

by rV;'—iT sohre B - J0,1]. ¢ lx=1]+x*=2x=L

¢ &t — 6t — 12xh I 1%t = Sx4+ 1.

d) |sen x|. gl x —senx.



CAPITULDO

Trazado de grafos

Construccion de curvas de la forma y = f{x)

El método a seguir es el siguiente:

1. Limites de variacién de la x' existencia de la curva y simetrias. Se estudia en qué in-
tervalo existe la curva; su simetria; si la curva es periddica o no, es decir, si se cumple
que flx) = fix + T), T'se llama el periodo.

2, Se hallan las asintotas y ramas parabolicas. Bs decir, s hallan las asintotas paralelas
il gje X, las paralelas al eje ¥y las asintotas oblicuas.

3. Punlos de inlerseccion con los gjes y signos de y.

4. Tabla de trazado de la curva.

5. Miximos y minimos, crecimiento. Para ello hay gue calcular ', con sus respectivas
rajces, parda ver los cambios de signo.

6. Puntos de inflexion, concavidad, Se calcula ", Las raices de " son los puntos de in-
flexion. El signo de " indica la concavidad.

7. Posicion de fa curva con relacion a las asinlotas,

8. Tangentes en los puntos notables.

9. Determinacion de algunos puntos.

Nota,  Sila curva f{x) es un polinomio entero, no liene asintotas; hay una rama parabolica de
direccion OY Fl estudio de v es entonces lundamental Si la curva es de la forma v = fix)/glx)
con [ v g dos polinomios enteros, se tienen los siguientes casos: si flx) es de grado inferior al de
gix), hay una asintota paralela al eje X y que coincide con dicho eje. Si los dos polinomios son
del mismo grado, hay una asintota paralela al eje X. Si fix) es de grado superior en mas de una
unidad al grado de g(x), hay una rama parabdlica. Pueden existir varias asintotas paralelas al
gje ¥ dadas por las raices reales de g(x} = O

Cuando s¢ quiere construir una curva en la cual intervienen funciones exponenciales o
logaritmicas, es convenienle recordar su grafo.

Curvas particulares

l. y=mx + b es una recta que se consiruye hallando sus inlersecciones con los ejes.
2. y=ax? + bx + ¢ es una paribola que s¢ construye hallando los puntos de intersec-
cion con el eje X v ¢l miximo o minimo.
- % i—f es una hipérbola con asintotas paralelas a los dos gjes.
] X 4+ ¢ g . g PaEee
4 p= Lo d:: f_ ;s una hipérbola que tliene una asiniota paralela al eje ¥y una

asintota cualgquiera.
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5. ¥ =mx 4 n -+ ax’ + bx + ¢ es una elipse si @ < 0, una hipérbola si @ > 0 y una
paribola sia =0, °

A continuacidn se dan varias definiciones que muestran el proceso de construcaidn de wna
CUrva.

Definicin. 5 un punto (x, y) s¢ desplaza comlinuamente por una curva y = fx) de wl forma
que nada mas que una de sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la distancia entre
este punto v una recta determinada tiende a cero, es1a recta recibe el nombre de asintota de la
curva.

Definicidn de asinteta vertical. La recta x = a se dice asintota vertical del grafo de la funcién f
si por lo menos una de las siguientes proposiciones es verdadera:
a) lim fix) = o

T

B lim flx) = —=,

¢ lim flx) = =.

T

dl Iiﬂ}ﬂx}: -

Definicion de asintote horizental, La recta y = b es una asintota horizontal del grafo de la
funcion § si por lo menos una de las siguientes proposiciones es verdadera:

a) lim flx) = b

X*4+m

b7 lim flx) = b

==

Definicion.  Si existen los limites lim ﬂfj— =k y lim [fix)— k;x] = b; la recta y = k,x + b,

= 4w x=%pn

es asintofa (oblicua a la derecha) o bien si k&, = 0, horizonial derecha (paralela al gje OX).

Mx)

Si existen los limites lim . ky v lim [flx) = kyx] = by, la recta v = kyx + by s

asintota (oblicua a la fzquierda) o bien cuando k,; = 0, horizontal izquierda (paraleia al eje OX)

PROBLEMAS RESUELTOS

2
Frotiteeis 11-1 Halle las asintotas de la curva y = — >

Gl

Solucién. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asintotas verticalss |
X=m = | Yy x = 1

Buscamos las asintotas oblicuas. Coando x — + = lenemos

y * RN o oo
v B . i e s ol e s e N =L g
=tm X |-+-cv|x = 1+ = +m T \_.';J_— i

por consiguients, la asintols derecha serd kb recta vy = o Andlogamente, cuando x — — © lenemos

ky = 1im-il= A, by =lim iy + =0

FESS =

De esta forma la asintola izguierda s v = —x (Vea Fig 11-1.)
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Problema 11-2
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Halle las asintolas de la curva y

x + Inx

Solucién. Como lim y = —-r, la recta x = () serd asintota vertical {inferior). Como x = 0, tenemos que

= fim &£ = = Ti .
k hrnI I.& fim (¥

L R - ETEm

x) = lim In x = o

LT

Por consmpuicnte, csta curva no tiene asintotss oblicuas,

Definicion,  La [uncidn ex simeétrich con respecto 3!
a) Al eje de fas x, s1al remplacar y por — y la funcion es la misma,
b} Al ongen, si al remplazar x por = x ¥ y por —y a funcion es la misma,
el A lsrecta y = x, 5 al remplazar x por ¥ v ¥ por x la funcidn es la misma.
dl Alarecta y = —x. si ol remplazar x por ¥ ¥ ¢ por x la funcién es In misma.

.’“

a %
v 7/
.| N\ s
BN é .;‘i-
N v %/,’i

\é\ 1 1 1 '_:x
g /%
:é - %—-—

=1 0 1 x

Figura 11-1 Figura 11-2

| Problema 11-3

Halle el grafo de la funcién p = x + 3.

Solucién. La funcidn s una biyeccion de R sobre R. En efecto, es inyectiva porque fix,) = x, + 3y
fixg) = x; + 3 implican que fixy) = fix,) = x, = x5 flx,} = fix,) 51,y solamente si, x, = x,,

Es sobreyectiva porque para eualguier y € R existe x tal gue flx) = x + 3, pucsto que b ecuacitm
¥ o= x 4+ 3 tene por solucidn {(dnica) (y — 3),

La funcidn es creciente porque f{x,) < flxg) = x, — x3 < 0 == 1, = x5

Ademas, lim (x + 3) = +o0 ¥ lim {x + 3) = —=.

= o F=—m
Las nfcrseccioncs con los cjesson s + 3 =0 = x = = 3y y = 3,
Estos datos permiten construir la curva cuvo grifo se di en la Figura 11-2

Problema 11-4

Construya el grafo de la funcidn y = x* — x — 2

Solucion. Definicion. Para todo x real, fix) existe. Inversamente, jes verdad que todo nimero real v
es imagen por fde un nibmero real x? Hallemos, en caso de que exista x, tal que x° — x — 2 = p Esto equivale
a resolver 1a ecuacion ¥¥ — x — 2 = y = 0, ln cunl tiene raices reales s

.EL=E+4E2+1.+EH.=‘--,r2—%

Esto muestra que 1a funcidn £ es una aplicacion de R sobre el conjunta £ = : yER:y= — i E Observe

que ne es una biyeccion de B sobre E, porque 2 todo clemento de E, distinto de - r R Ia imagen de dos
elemenios de R.
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Variacidn. Para todo x la funcidn e derivable y fix) = 2x — |; por consiguiente,
Ax} =0 = x>

Jix) <0 = x =<

0 P | P P

Nix) =0 = % =

Esta dice que la funcidm s decreciente s x < 12 pasa por un minimo para x = /2, ¥ creciente

cuando x > I/
Eni este ¢aso sé puede estudiar directamente el sentido de variacidn de ks Tuncidn : en efecto,

o Axs) = fieg) _ bl — x5 — 2 — [ix)) — x, - 2] =ixs + x)—1
Xg = Xy X =X

81 xy ¥ Xy son mayores que 1/2, o relacion ¢ cs positiva, ¥, por tanto, & funcidn (e creciente:; & x, < 12y
x; < 1/2, In relacion r es negativa, ¥, por tanto, § os decreciente,

Estudio de fixj cuando x —+ 4w o x — —,,

La funcidn fix) es mayor que un nimero 4 = 05 x & B — [o, §] con 2 v fi lns riices de la etuacion

Entonces,
gl X $i0 (X = % = W =

six——x0, 0 —x—2)—= 4=

Tably de variacidn.  Los resultados obtenidos s resumen en la Tabla 11-1.

TABLA 111
1/2
x + - R
fMz)=2x =1 = 0 +
- =] +m :i +
fx)==x x -""'--..:4_..-""

Figura 11-3

Representacion gridfica.  Para poder dibujar el grafo es convenionte conocer algunos puntos notables v las

mgﬂﬂlﬁ- £ es08 P{JT‘IIEJS.
Virtiee 51 2 = 12, v = — 9/4; la derivada en ¢ste punto es nula; por tanto, ke tangenic es paralela al gje X,

Punto sobre OF: x = 0, f(0) = <2, (0} = — 1, gque es el coeliciente director de la tangente en A,
Punto sobre 0Y: y =D<> x* = x = 2= exx = —1, % = 2 La curva torta los cjes en los puntos
B~ |0}y €(2,0). Las tangentes en esos puntos tienen por coeficientes directores: " — 1jen B, =3y M{(2en €, 3.

Simetrio. S se cambis en 1a funcién x por — x, vemos que la funcidn cambia; eslo dice que la funcidn no
& simérrica con respecto al ge Yy lo misme sucede con respecto al eje X, Por tanto, el grafo de la funcidn
es lx Figura 11-3.

= 3
Problema #1-5 Construya ¢l grafo de la funcion ( de R en R tal que fix) = —:E.r— +

z
+XT+x—2.

Solucion. [Iniervalo de estudio: R.
j. ERLONCES

e

Estudio en los extremos del intervalo: Para x # 0, fix) = .t’[ ; + _-,I-‘ F ‘l, o=
lim fl%} = += ¥ lim flx) = — 2, =
& il

==
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Variacidn.  La funcién fes derivable pam todo x ¥ ix) =

3
X 4 x4 ) Como¥x eR [x) >0 entonces o

2
CSINCIamente creciente.

Tabla de variacidn, {Vea la Tabla 11-2)

TABLA 11-1
R
x —
Fix "

I{II -m’-—_—.—_______..-b"l'u:l

Representacion grafica.  (Figura 11-4) Puntes de inflexion,

i
I /
L2

_._E,.-"'

Figura 114

fixl=x4+1l=0= 2= =1

El punto M de abscisa —1 es el punta de inflexion y su ordenada es fI-1) = g Para x > —1 la curva &5

coneava hacia arriba, ¥ para x < —1, concava hacin abijo.
Punto sobre el gje ¥: Para x = 0, 0} = —2y fi0) = L.

Punio sobre ¢ cje X : La abscisa de ese punto es la raiz de la ecuacion x* + 3x% + bx — 12 = 0. Vea

al final la formula de solucidn de unit ecuacion cibica.

Simetria. S se cambia x por —x ¥ y por —y, vemos que la funcién camblit, entonces no es simétrica con

respecto a ninguno de los gjes.

F’“hlﬁm” 11-6 ] Estudie la funcién numérica f dada por fix) = x* — 12x + 2.

Solucién. Definiclén. Para cualguier nimero real ¥ existe Lo funcion : por consiguiente, el conjumio de

definicion de 1a funcion son los reales R,

Estudio de fix) cuando x — 4= o cuando 5 — —x. Para x # 0, flx) = xt [

entonces lim fix) = =.
P

x).

De manera mis precisa: s x - o+ % fix) = + >, Ccrmu-limT = 51y
§i'x— —% fix)—+ =% ;31h,

Esto dice que la corva de {admite una rama parabélica en la direccidn de OY.

Varigcidn.  La funcién es derivable pars todo x ¥ f1x) = 3x* — |2 Entonces

gi —2 < x < L fx) < 0y es decreciente;

six=2o0x= =2 flx)=0 entonces [ pasa por un maumo o i

51 x < =20 % > 2 entonces fIx) > 0 y [ ¢ creciente.

Tubla de variocidn. Lo anterior se resume en la Tabiz 11-3,

TABLA 11-3
% e -3 2 @
____..--""'I.'I'I&I.'--.._____-- ..'__:-..- +m
Szl = Wf — 4) u _ Rt

fixj=x* = 12x + 2

” _',,_.-l-"h‘lﬁ*"--.___.__mm i

+m

Wl

=t
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I'Il

'Y R —

Figura 11.5

Méaximo: x= =} y=f—2)=1§ ¥y =D

Minimo; x =2, p = 2l = —14, y =0,

Punto sobre Op: x =0, y = fill = 2, v = —12.

Sea [ el punto de coordenadas x = 0, y = 2 La tangente en ese punto liene por couaciin y = —[12x 4+ 2
51 x s posative, fixh = p ¥ los puntos de la curva estan por debajo de la tangente que pasa por [

5 x es pegativo, fx) < vy los puntos de la curva estn por encima de la tangente que pasa por [,

Simetria. 8 se cambia x por —x ¥ v por — . la ecuncidn cambia; por tanto, la curva no es simébricy con
respecto 3 ninguno de los dos cjes.

Punios de mflexidn: 3" = fix = 0 = x = 0y fi) = 2 Por wanto, hay un punto de inflexién en (0,2),
¥ B5 MENOr gui CET0 PArE X Negativo ¥ positive para x positivo, entonces & la izquierda de cero la curva es
concava hacia abajo ¥ a la derecha de coro concava hacia arriba.

Problema 11-7

Estudie la funcion numérica f tal que fix) = x* — Bxt 4+ 7.

Solucién. Definicién.  Para todo « real existe fa Tuncidn. A la inversa, jes todo nimero real y imagen
por f de un niomero real x?; es decir, [la ecuacion x* — 8x* + 7 = y admite soluciones reales? La ecuacidn
es equivalente al sistema

X*—8X +7-y=0

Xz0 i
[ N=xt
El discriminanie de ln ecuacidn (1) es A = 16 = (T — p) = 9 % y. Entonces 51 y = =9 la ecuacion (1) no

tiene raices reales Lo cual indica que todo nbmero real inferior o —9 no esimagen por [ de un niomero real x.

Supongamos entonces que v = —9. El producto de |as raloes de Ja couscion (1) e igual a (7 — y); la
suma de sus rajees, a3 8 Entonces 5 p = 7, el producto es negativo ¥ ¢l sistema propuests no tiene dos rajces
opuestas;si =% = p < 7, el producto es |2 suma de 1as raices de (1), positivas, luego la ecuacion ticne dos raices
positivas y el nimero y es imagen de cuatro ndmeros reales (dos a dos opuestos). Entonces la funcion fes una
apiicacion def conjunto B de los nimeros reales sobre of conjunte E de fos nimeros reales y tales que p = -9
La funcion fno es una biyeccion de R sobre £ porgue los elementos de £ sen imbgenes por fde dos, tres o
cuatra numeros reales
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Para todo x real, fix) = f1—x), &5 decir, la funcion o simétrica con respecto al gie ¥ : por tanto, o sufi-
cicnte estudiar su restriceidn al conjunto R de los reales no m:g,alwuﬁ

Estudio de fix) cuando x —» + 20, Para x 2 0, fix) = x‘[t - K :4.|1mlunm I:mj{xj - 00,

Como lim fix)/x

o, se dice que la curva de foadmite una rama pambnhm en la direccion dcl e ¥

Varigcion.,  La funcion e derivable para todo x v [[x) = 4xi{x* — 4| Por consiguiente,

< x=2 < flx) <0 == [es decreciente;
2= 2 e fix) = 0 = foes crecicnte;

%o 0 e fix) = 0y [ pasa por un miximo ;
x=2 = fix} =0y [ pasa por un minima. A
Tabla de vartacidn.  Los resultados anteriones se pueden resumir on 7
la Tabla 14
TABLA 11-4
=2 g 2 ® -2 lo}\ 2] _
x L b 4 T ¥ -
b t i | I
Fix) - 0 + 0 - 0 + Il |
+ + | |
0 7 + o | |
Sixh p--""-.r ——— .--"" : I
N T i T A
Minimo: x=2 ., fill= -2 ., M= Figura 11-&
X —I fi=2=-% fI-2=
Miaximo: x=0 , =7 o Ji0p =
Puntos sobre OX, Como y = 0, sus abscisas son las raboes de x* — 8x% 4+ 7 = 0L La ecuscion asociadi
X? — BX + 7 = 0 tienc por raices | ¥ 7, enlonces
x = | o )= 0 L y= =12
x=—2 ., f=)=0 , fl=1)=12
x= 0T . AM=0 | AN =117
X = — 1_,.?. - o =0, Jrl— \'3' = = 12\."?
Simetrle.  Como para todo x, flx) = f —x), la curva es simétrica con respecio al gje ¥ :
i 243
Puntas de inflexion. (x) = 122 — 16 Como Clx) = 0 implica que sus raices son x = + —.,‘f— '

Entonces los puntos de inflexidn zon
( ?'-553.:1.4} y (ij 3.0.4}

En el intervalo ]0, 1] la segunda derivada s negativa, entonces la curva cs coneava hacia abajo en este intervalo,

En ¢l imterealo 1. Nﬁ[ la scpunda derivada es positiva, entonces la curva o5 conciava hacia arriba
La Figura 11-6 da of grafo de la funcion,

Problema 11-8
mografica).

ix =3

Estudie la funcion numérnca f 1al que fix) = {funcién ho-

Solucion. Parz todo x real, excepto ¥ = 32, existe o curvi. Entonces la funcidn fes una aplicacion del
conjunte £ = B — |32} en el conjunto de los ndmeros reales. El conjunto E se puede escribir como

s3[o]3ed]

£—£.u£,=J—
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Reciprocamenie, jouiles son los niimeros reales p que son imagenes de [os elementos de E7 De

A
pom oot e a2y — 1) = 3y 4 4 i
¥ Ty
5i y o 1/2, se obticne x = i; I? o ¥ ese valor es diferemie de 3/2; por tante, 32 = ‘-':.":, i—':— =

= —3=§ lo cual no s posible.

Sip = 1/2 ningdn nimero real es solucidn de {1} Entonces todo nimero real x distinto de 1,2 esla imagen
por f de un solo ndmero real x distinto de 3/2. En otras palabras, la funcién f es una biyeceion del conjunio
E = R — [3/2) sobre el conjunto F = R — [1,2):

Vartacicn.  La funcién f e derivable sobre ¢ conjunio E ¥ f1x) = —37- Entonces, parm todo x distinto

(2%
de 32, f1x) = 0y la funcidn f° es decreciente en cada uno de los intervalos £, y E,.
Estudio de f{x) cuando x - 4 o o cuando x — — o, Para todo x{ =0y en ) flx) = (1 + 4/x012 — Alx).
Entonces
lim fix} = 172
SR

Por tanto, la recta y = 1/2 es una asintota a ki curva de f
Estudio de fix) cuando x — 32 Sea x = 32 + hcon bk — 0.

3
i+h+d

N3 4+ = 3 —
- 1 = —
23 + k 3
Entonces

Hm f13/2 + bl = —= y lim 432 + h) = +=
Fruid”

Bl

Tabla de variacidn.  Los resultados anteriores se re- _4
sumen ¢n la Tabla 11-5 3
TABLA 115
33 B
x b -
-5 =4
S L =
_| B + oo 1\ A
fix) {j]“-—-..____‘h_a:. “'---.______-__(:) Figura 11-7
Enclpunto dix= -4y =0,3"= — |/I};enelpunto B:x =0,y = —4/3, % = |1/9; en el punto C:
x=Ly==5y==Iamepintoa D:x =2 p=6y = —11,

Como fix) # f1—x), la curva no es simétrica con respeeto al eje ¥
Puntos de inflexsdn, Como
e | o
Y=ty -0
esto quiere decir que no tiene puntos de inflesidn,

Ademis en |- 0, 3/2] ¥ es negativa; por tanto, la funcidn es concava hacia abajo, v coma " = 0 en
13/2, + [, cs concava hacia arriba,

Problema 11-9 | _ . 22 —Ix + 5
Estudie la funcion f1al que fix) = S e v,

Solucion, Definicidn  Como la ecuacion x¥ — 5x + 7 =0 npo tiene raices reales, ol conjunio de de-
finicién es B,
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Foimg candmicy,  La funcién se puede escribir como

Ix—9
Mx)p=2+ [T e th

Estudio de fix) cuando ¥ — + % o coando x — — =,
Dre ln expresion (1) resulta gue lim fx) = 2 La recta de ecuacion y = 2 &5 una asintola de o corva v
L gt

ademis para
T Jx -9 =0
) X =5x 4 7

entonces fx) > 2 v la curva st por encima de la asintota;
= 13 [z} = X La curva corta la asintota en ¢l punto (3, 2).

x < 3, = k;%—.‘. = (% Lib curva estd por debago de la asintota.
T ; -Hx? — Gx + B)
Varigcidn, Empleande la expresion (1) se obtient f{x) = G 2o e enlonces

fix)=0 e [x =40x=2) Ademis fi2) = —1 ¥ fi4) = 3
fixp=0 e 2 =x<4
fix) =0 = [x = 20 x > 4}

Takla de variacidn,  Los resultados anteriores se resumen en fa Tahla | 1-6,

TABLA 11-6
* 3 4 E
Six) = 0 + 0 =
Sxl 2_--____“_"_______...-3-._____‘_2_

Punto sobre la asintota: x = 3, ¥y = 2ff{x) = 3,
Punios de interseccidn con el ee X: flx) = 0 = (x = | 0 x = 52, 11} = =3 f15/2) = 4,
Puntos de inflexidn. Como

(¥ — 5x + T H2x — 6) + Hx® = 6x + B) 2Ax* — 5x 4 T2k - 5)
= 5x & 7)

Fix)=

entonces los puntos de inflexidn son: x = |, x = 52, x = 4
Ademasen ]— =, I[. 152.4[. /' < 0, &5 decir, la curva e concava hacia abapo v en |1 520 M. + =[.
™ = 0, es decir, b curva es oféncava hacia arriba

Y4

|

/

Figura 11-8
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Problema 11-10 | Estudie la functén fix) = \_mjhﬁ

Solucion. Confunto de partida. Como para tode x, 4x° + 25 + 1| = 0, d conjunto de partida es R.

Estudio en los éntornos de infinito. Si x — + =, fix) = x b": P2 S entonces lim fix)= +x
¥ lim fix)x = 2. Por otra pane, ] x PR

s+ m

I IR s o S R, 2
B + x4+ 1+ 2x

21-?:- i

= o = lim [fix) 2] = -

i.f - W
¢-+?+?+2

La recta de ecuacidn y = 2x +1,2 es b asintoa de la curva,

Ademis fTx) = V(zx + %" + % por consiguiente, fle) = 2x + 1/2, & decir, Ia curva esta por
encima de la asintola,

Six— —o, fle)= —x VI + -i-— + }El-. entonges lim fix) = 4+ y lim flxyfx = — 2 Es decir, la
=4 g
recla y = —2x — 1/2 es otra asintota de la curva v la curva es-;ai por encimu 5¢ lin asintola.
Variacidn.
%) = e T4 S
hER e T T
por consiguiente, flx) <0 = x < — %-;_j’il’xj =0 = xm - ‘:—;_ﬂxj =) == x> = _‘:.
Tabla de variacién Los resuliados anteriores se resumen ¥
en la Tabla 11-7. |‘
TABLA 11-7
i e —1/d +o R
Fiel - 0o+
fix) — :.35 Yt ;.z?
— =4 . -
Minimo: fi—1/4) = /32 1 %
Punto sobre el gje ¥: fi0) = 1, f10) = I. \f

Puntos de inflexidn, Como

=34x? + 1)

T Figura 11-%
o= asmyn =0 ”=1V—:r

eslo demuestra que no existen punios de infllexian, Ademas, [ = 0 para todo ¢ ; por tanto, fa curva es concava
hacia arriba

Problema 11-11 Estudie la funcién de R en R tal que f{x) = sen x + 2 sen %
Solucion. Periodo. Para 1odo x, flx + dx) = sen (x + 4%) = ?sen { ; ‘S la) = fix). Es decir, Ia fun-

cidn es periddica de periodo 4n. Es posible hallar un nimero real positive P mis pequeiio, tal que Y- fix + Pj=
= flx}
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En efecto,

fix + Py=senix + F)= 2sen (—;--+g}=un:w5f’+m15¢n?+2m%ms—'§- +

+2m5‘-%s«m%
De donde
x = ® P x. . . P
5¢n+2nni=5:n.tcusPJ-msx5=nP + 2sen 5 ocos -i-EME;_u:nT =

=

= 0 = sen x(cos P — 1) + cos x sen P+ 2sen 3-(cos P — 1) + 2005 3 5en 5

(]

= = -Zscn.:am‘-:—+w.-uxsenl‘ — d sen %m’§+2ms%m—§ = {1 = H sen : =

=i-5cn—'r'-=ﬂ-d-F-=-llkua-Fu4n

F]

Intervalo de estudio.  El estudio de la periodicidad muesira que es suficiente estudiar la restriccion de fal
intervalo [=, & + dz[, y como [ es impar, se puede considerar el intervalo [0, 2x[. En los extremos del intervalo
A0) = fi2w) = O

dx

Varigeion. Porma todo x: fTx) = co8 x + cos ~'—; w 2 ook 5 cos :—. Six e [0, 2n],.cos -:-::-I}. Por olr parte,

- In . e
w1 x & [0 2n], entonces :i; & [0, ; [; por consiguiente,

3x Ix im
cos—— = ) = == e] 0, -
4 ‘ [ 2 [ TABLA 11-8
ix Ix " =
msT{ﬂw-T- E] -3—.—1-[ x 1] v In
Ii= - a -
Entonces ! -
H.:J:-nu;'f[“%?_[ ™M ] g le-""“*-u
in
Nxjp =0 = x E]T.In[
Tabla de variacidn. (Vea la Tabla 11-8)
4
IL-'!-
¥
sl A
I-u.
- ———
(1] Iz = = x
F) xxa
J 3
#
£
#
/; A
L3
% F

Figura 11-10
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Observe gque fx) se anula para x = 2n :.-',J"( :;l) = ]}E La curva representativa se oblicne dibu-
Jando el arco para [0, 2xf. El arco se construye con la ayuda de puntos y tangentes, Por gjemplo,

punto O: (0.0, Fi0) = 2)
punio A: (x L (il = —1j
Después se construye el arco sime&trico con respecto al centro 0.

Pumtos de inflexidn. Como (Mx) = — senx — ';_HT :iumi2 = - SET ;[2 ks —;- 4 —i— . Entonces sobre

10, 2a], ka derivadia segunda se anula y cumbia de signo para x tal que cos - = — ‘!‘— = x = 3.6 radiancs

e

Problema 11-12

Estudie la funcion f de B en R tal que fix) = 2 cos® x + sen 2x.

Solucion. Definicion.  Para todo x real existe fx),
Peripdicidad.  Como fix + =) = f{x], la funcidn es de periodo 7,
Imrervale de exrudie,  La funcion ( no es mi par ni impar, Por tanto, estudisremos la restriccion de fal intervalo

[0, x].
Farigcidn.  La funcidm se pueds escribir como fix) = | + cos 2x + sen 2x. Entonces la funcidn es derivable
para todo x ¥

Mx) = <Zsen 2x 4 Jcos 2x = I {cos 2x — sen 2x) = 2,7 sen %—3:)

En [0, 2] tenemos que

.f'l{r!=ﬂ=(x- : ox =_§E£]

s} =0 ﬂ(% <x < )

Tabla de vartocion. (Vez la Tabin 11-9.)

x = 0, fi0) = 2, £10) = 2 x=—;_f(_;_)=|_rh;_2.r(%):n
x = 5, fix) = 2 fi{x) = 2 x=23E f éﬂa_) o -ﬁ,;'(-?ﬂi] =k
TABLA 11-%

x o ; EEE R

Fix} + ; - ; -
) |y I - gr

La tably muestra que la corva corta ¢l gje X en el intervalo |0, »[ en dos puntes dados por

-5
2T

Ax) = 2eos x(cosx 4+ senx) = 0 <= In
SR

La curva se obtiene por traslaciones de la curva obtenida para el intervalo 0, =[.



158 TRAZADO DE GRAFDS

L] 2n -
= T X
T
Figura 11-11

Puntos de inflexidn, Comao

F1x) = —4cos2x — 4sen 2x = — 4 /2 5en (Ex + %)

= X n

fix) = Q'WZT-P?-J#R-D-I“_E_.'.*Z_

entonces en el miervalo J0, [ se halls que x = '?;; }ra.d ke
)= e

ol )—l (
[A%) =1

Problems 11-13 Estudic la funcidn numérica fal gue fix) = i— I

3
B
5
i) =22

Solucion. Definicidn. [ no esth definida si 2cosx + 1 =0, o

H:-—— +kln. kel
msr:—l-:r'

Jr—--—+k’ 2n. ke

2= A

Sea § el conjunto de nimeros reales iguales a
migion de ba luncon es £ = R — 5.

-4 k-1ao = + k' - 2m. Entonces ef conjunio de defi-

3
Periodicidad. Como para todo x € E, flx + 2r) = fix), la funcién es periddica. Entonces es suliciente estudiar

Ia restriccion de fa un intervalo | de amplitud 2n, por gjemplo, [2,2 + 2a[, excluyendo los nimeros que per-
lenecen a |y 8.

Intervaly de estudio. Parma todo x e E, fix) = fi—xjm, entonces la funcién f e par, lucgo es suficiente
el estudio de la funcidén en un intervalo de umplitud =, por ejemplo, [0, 7 [ En ese intervalo ¢ Gnico elemento

que hay que exclulr es 1{‘-_ S5i-hacemos

.F|_=Px+:-ﬂ:ﬂ-s:x-:— el ;:xelt %‘—{:53*

estudinremos la restriceion de fal conjunte £, = I, w ;.
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Variacidn, Sobre &l conjunto £ la funédn e denivable y
fix) = {2eosx + IN—senx) - (cosx — IN—2sen x)
- Boosx + 1

Sobre el conjunto K, sen x = 0; entonces Mx) < 0,
La funcion f es decrecicnte sobre cada uno de bos intervalos [, e 1,
Estudio en los extremos del itervalo, Six = 0, f10) = 0, 0} = 0;siz = o fix) = 2 (5l = 0: 5

2
=2 limicosx — 1) = = 3 y lim(2cosx + 1) = 0, .. limfi)=
l'_.:

=
De donde resulta que la ecuacion x = l;[ cs une asintofa de la curva de ccuacion v = f1x).

Tabla de variacion.  Los resultados anteriores se pueden resumir en la Tabla 11-10.

TABLA 1110

x 1] %" K

fix) = -

fix) ﬂ“"-.______L_m +W--.______-‘-=

Represemtacion grdfica.  La representacion grifica de la restriccién de f al conjunto E, se obticne consiru-
vendo algunos puntos y sus tangentes Por ejemplo, tenemos en el punto 0, e punto A, ¢ punto B

(: = %, ye= =l ¥y = —3]. Por wnto, la representacion grifica de k funcidn e obtiene haciendo una
simetria con respecto al &je ¥ ¥ traslaciones de esta parte de eurva 2 los dembs intervalos,

Se deja como ejercicio el estudio de la concavidad v puntos de inflexidn,

: i

I I

| I

I |

| |

I |
_____ = i e 1 i N

i .

| I

4 I : ! = I
i =M B

-m 1.! -z ] 1 1] 3 n I!‘Z!ﬂ 2z f___

} - -

| ~1f—— ' :

I |

| |

| |

II L Un pericdo l

| ] I

Figura 11-11
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Problema 11-14 Driscuta el grafo de la funcidn v = 3 :—_ (Vea Fig. 11-13)
x — 1

Figura 11-13

Solucién. Dominio de definiciin.  La funcitm existe en todas parics, menos on los pumos x = +1.
Simtetria. L funcion e impar, por 10 que o grafo de la misma serd simétrico con respecto a (),
Interseeciones,  La curvi corta e ge de las Yen 0,
I 3
Valores criticos, y' = x 3 ¥ = 2y — )
EI (L= T LB (TL

Como ¥ =0 parm x= + /3 " =D para x = 0 y x = £3,

. Las derivadas ¥ v " no existen en x = + 1.

D csin forma y* conserva constante el signo en cada uno de los infervalos |- o, — /3], ]-3, =1,
I-LIL LGy WA 4=y en]-o —3L1-3 - 1L 1-LOL 10 LL 0 30 v 130 + .
La Tabla 1111 muestra ¢l estudio de los signos de v 3", ¥ los méximos, minimos, puntos de inflexién, elc.

TABLA 11-11
x i o[ 1 VAL 3= WA 3 13+
3
¥ ] - > + A 137 + 1.5 +
o 2
(Ri]
—_ - -
! ERIStE 0 = *
¥ 1 - i ‘ - + 0 -
cxIsle
Conclu- | Punto de | Lafuncion | Punto de |La funcidon | Ponto mi-  |La funcion | Punto de | La funcion
SO inflexidn | decrece; ef| discon- | decrece; el | nimo crece; el | inflexién | crece; el
grafo es| tinvidad |grafo es gralo es grufo es
chneava chiicavo chncava chnchva
hacia aha- hacia arri- hacin arri- hack arri=
jo ba ba ba
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Come la funciém s impar, e suficiente hacer calculos para x = 0 la mitad Gequierda del grafo se re-
construye por ¢ pnncipio de le simeiria impar.

Asinrtoray oblicuns, Como k, = Tim Y~ 0, by, = limy = =, no existe asintota oblicua 8 la derecha, y

i tw E

como ¢l grafo es siméirice, iampooo existing asintota oblicua a la kquicrda.

Asintoras verticales. Los puntos de discontinuided son x = =1y x = L ¥ Imu = &0 pOr COnsIguien-
i, Jas rectas x = + 1 son asintotas verticales del grafo.

nx
g

Problema 11-15 I Construya ¢l grafo de la funcién y = :

Solucion. Domitio de definicidn. Es0 = x < 4 2.

Stmerrla, Mo existe,
Intersecciones. Como vy =0 = x = |, x = | es1a dnica interseccion con los gjes.

|
0 ¥
Figura 11-14
el 21n
Valores criticos. ' = %n—x,y" - 3 ——, I gue mucstra que § y " existen en 0 < x < 4o,

Ademis, ' = Dsilnx = I..uidcc:r.ru:ndo.t = gy = i In x = 32 es decir, cuando x = ¢V
La Tabla 11-12 muestea los maximos y minimos, puntos de inflexidn, etc
TABLA 1112

i -
x 0 T I T.¢ =272 | Je oM = 449 e, 4]
I 3
¥ - 0 + =037 + -y 20,33 +
e
106
+ _ - -
! eaiste = . "
v s - - - - - 0 +
exisie

Conclu- | Puntefron- |La funcidn | Punto de |La funcion | Punta mé-| Ls funcion| Punto de | La funcidn
siones | tera dellerece; el|intersec-lerece ; el|ximo de la|decrece; el| inflexitn | decrece; el

campo de |[grafo es|cion del|gralo cs|funciin groaflo es gralo es
existencia [comcave|grale conledncevo COnCEYo chncavo
de la fun- [hacia aba-|el gje Ox  |hacia aba- hagin aba- hacie arri-
cidn asin- [jo jo it ba

toth  verti-

cal
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Azintoras.  En el domuinio de la funcion no hay puntos de discontmuidad ; pero st en x = 0.
lim y = him In_x = =X
§=nt el ] X

Por consiguiente, 1a recta x = (F s una asintota vertical:
La asintotz oblicua a la derecha u honzontal (ya gue la asintota oblicua a le izquierda no existe, puesto

que no es posible que x - —oo)es: k = lim L 0,k = hm y = 0. Por tanto, la asiniota horzontal de-
recha s el gje de las x

reeE By

¥

Figura 11-15

Problema 11-14

2
Estudie ¢l grafo de la funcién y = ?’-‘-_- - (Vea Fig. 11-15)

Solucion.  Domimio de definicion. B dominie de la funcion es B — |3, -3},
Simetria.  La curvad es sumélrica con respecto dl ee de las g

Intersecciones,  El grafo po corta minguno de los ejes

]

Asintotas,  lim ?x_—g =1 y ¥ = | es una asintoa horizontal. Como y > | para x suficientemente grande,
= &
el grafo se aproxima por encima a la asintota
o 2 4
& x 1 X 4 X
= - , lim - - =+, ——r = — ., 03
-I:T.n?—_'? T gz ]3 son asintotas. Ahora, lim ——— x I~|‘r{= . e
decir, el valor de y es muy grande,
I 18{3x" + 9)

Valores criticos, § = = =

% = 0 e un miximo local. No existen puntos de miflexion.

—gr por tanto, x = 0 en un punte critico, y° = ey EMROTICES

Problema 11-17

Estudie el grafo de la funcién y = x,?_:f‘--l-_ (Vea Fig. 11-16.)

Solucion. Dominio de definicion.  El dominio de la funcién es R,
Simetriz. Al remplazar —x por X ¥ b por -y s encuentra goe B funcion es simétrica respecto al origen

Intersecciones.  La funcidn cona ¢ eje de las x en x = 0.
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d . —=X 3 ;
Asintoras. lim e o e 0, El gje de las x es una asintots, Como x - =, y s aproxima a 0 por la parie
negativis, ¥ o curva estd por debajo del cpe X8 5 — — = esth por encima del eje X Mo existen nsintotas ver-
ticales.

¥

Faleres erftioos. '}
i ) o AR Y |
YERERE? i+ 1y |
Entonces x = — 1 ¢s un mikimo:; x = 1, un mi. :
nmo, ¥ =0, 3 — 3 son puntos de infle- :
xiom —1
|
}I I
[ [

B
¥
|
z |
1 /3 |

i L i . =_
_ﬁ = x |
i
1
|
Figura 11-14 Figura 11-17
Problema 11-18
Estudic ol grafo de la funcitn y = X1 (ves Fig 11417

fx + i]'
Solucidn. Daminio de definicion.  El dominio de la funcién es R — {1,
Simetria. Mo s simétrica

Interseceiones. Cuando x = 1, y =0,

x =1y
Aximtoras. 1IE_I oy + =
. 11
Observe que y o5 grande y positiva para x > —1 y pequefia para x < —1. Como lx,‘+'.lll

4 L4 ;
T insignificante y y = x — 3 s una asintota,

i
=x—3+ o para x sulicentemente grande,

x+1
Come Tl £5 POSHIVO PArE X POSINYO ¥ negativo part ¥ negativo, el grafo esth por encima de y = v -1
cuando x -+ a0y por debajo cuanda x = = >,

- -1 ) .
Vulores criticos, ' = —‘{-[i j_{j;—i o= & _fT]r Entonces x = | e un minimo local, x = —3 un

maximo local. No exsien pumlos de mflexion, Coando x = 1, p = 0L

Problema 1119 | Dibuje ¢l grafo de y = 1

Solucion. Daminies de defimicidn.  El dominio de Is funcion es B — 11!
Simeteier, Mo es siméirica,

Intersecciones.  Pasa por ¢l origen.
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3

|

Asinrotas. li[n T = 1, ¥y = | es una asinio, ¥ os siempre positivi !u:l: 'r'.x_i ':IP' » %, Enton-
= ]

cesx = 1 eg una asintota. v es muy grande en ambos lados de la asintota, 8t x - o, i i-ﬁr = 1 y's

i3
Kb By ey o ]
=1

=% i X+ 2

Valores criticas. ¥ = e ¥ = E T x = )¢5 un minime, x = ; o5 un punto de inflexidn.

]

' |
| |
: |
| |
| |
; |
| ¢ !
[ I
| |
| |
| |
i |
I |

Figura 11-18

Problema 11-20

Dibuje el grafo de la funcidn In sen x. (Vea Fig. 11-18.)

Solucion. Dominio de definicidn.  El dominio de la funcidn es B — {sen kn},

Simetria.  No exaste
Inierseeciones. WO existen.

Asirrotas, lim Insen x = — o0, ¥ las reglas x = -+ nn son asintolas verticales, pam o enfero,

# - ; T ¥ n Sn P 2 i
Valares criticos. § = cotgx;y”’ = —cosec’ x; X= 50 ~5 0 oo 50N MAXIMOS locales, ¥ # 0 ¥ no existen

puntos de inflexion; ¥ = 0 en = ﬂj-,, -%1 vere @] grafo no exisle en cslos punios

Problema 11-21

X
o ——

Halle las asintolas horizontales del grafo de la funcién f definida por

{Vea Fig. 11-19)

Figura 11-19
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Solucién. Considere lim fix) = le—J_T— Para calcular este limate se eseribe v = /% (v = 0
x- e

porque x — )l Entonces

Segin a) de la definicion (pig 257), la recta y = | & una asintota horizontal Si consideramos lim M=)

y escribimos x = — /x7, poesto que x — —oe, x < 0, 3¢ ticne -
fim i) = 0 Y G s = Y I
i — = Y-_!:T ] - I + 1/t I + |fl'_ﬂ Ix?

Segln &) de la misma definicitn, s recta y = — I es una asintota horizontal

Yy | |
| |
| |
I |
| |

| I =
|
ﬂ i - [

12, X ] fz
_______ TOPS —— |
=2 | |
| |
|I l
|
| |
I |
Figura 11-20. Grafo de 8 Figura 11-21. Grafo de |,

i s e e e e . e . s

Figura 11-12. Grafo de la relacién
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Problema 11-22
xyt =t —dx =0

Halle las asintotas horizontales y verticales del grafo de la relacion

Solucion. Lz relacion y = + le"rﬁ define dos funciones :

¥ = filx) definida por fi{x)= + 2

v = filx] definida por fi{x} = — 2

El grafo de |z relacion esta formado por los de las dos funciones.

Comd ]u'n filx) = hm 2]/ T.T = oo, por la definicidn a) (pag 257), la recta x =2 es una asintota
vertical del gral!n de [

bt = Yy =yt -

Sepun ) de o misma definicion, s recta yp = 2 es una asintota horizontel del grafo de f,,

Analogamente, lim fi(x) = 2 Como lim filx) = lim [_El"l'r_if ] = — ., par B de la misma de-

fimciom, la recta x = 2 ¢s una asintota vertical del grafo de ..

lim ffx} = lim [ V_:_] - hrn [ V' -EI === y= =3

s und asintote horizontal del grafo de £y (Vea Figs 11-20, 11-21 y 11-22]
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Algebra

Leyes fundamentales
a) Ley conmutativa: a4+ b =5 4+ a;ab = ba
b Ley asociativa: a4 (b4 c)={a+ b+ & abc) = (ab)e.
c]  Ley distributiva:  alb 4 ¢) = ab + ac.

Leyes de exponentes

g =g~

(ab)* = a* - b*
@y =
a® = 1, st @ es diferente de cero.
= |
at =
:: -
| g
ﬂ‘" T = ‘ru—‘
al = fa

MNiameros complejos (un nimerc de la forma o + bi, donde o y b son numeros
reales)

i

= 3 i
j:.,ﬁ—t,] 4 =

= =]1 = =fi
a+ b=+ r.ﬁ,:ii._',':.ulasi..u =cyd=~5b
{0 + bi) + (¢ + iy = (a0 + ci) + (b + )i
(o ++ biYle + diy = (ae — bd) + (ad + beh

g+ bi o+ dijje —di) _ ac 4+ M - be — adl "
e+ di e+ dijie —d) e +dF T Erdt

Teorema del binomio (para n, nimero enterc positivo)

g+ b=a"+ 0" 0 + ﬂ""'-jji a-2p? 4 A —_|1.|f1[_’4—_2] @ e okt B
donde n! = 123 .(n = T}

Fir
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Intereses y anualidades

Monto, Un capital P colocado a un lante por ciento de intereses B por n afios acumula un
monto A, comao sigue:

A interés simple: A, = P(1 + nR).
A imerts compuesto anualmene: 4, = Pl + R

. g R
A interés compuesto @ veces en un ano: A, = P (E e

Q

Interds simple.  Para un capital P, por n afos, a un tanto por ciento R, ¢l interés simple [ es
I = PnR

Interés compugsto.  Para un capital P, por n afios, 8 un tanto por ciento &, ¢l interés compuesto
es igual a

=Pl +RF —1]

Monto de una anualidad.  Si una anualidad P es depositada al fin de cada afio sucesivamente
jcomenzando en el momento del pago), ¥ el interés al tanto por ciento K compuesio anualmente
se paga sobre el depdsito acumulado al fin da cada afio, la cantidad 1otal N acumulada al fin
de n afios es

g RE =1
N=p 22

N es llamado ¢l monto de la anualidad P,

Valor aetual de una anualidad.  El monto total actual P gue suministrard una anuvalidad N
al fin de cada afio durante n afios (comenzando un afio después) es

I M L el
Pe=N-- R
F se llama ¢l valor actual de una anualidad.

Factores y desarrollos

ja + b = a® + 2ab + b
(e + b = a' + 3a%h & Jagb® + p°

{a + b)* = a* + 42 + 6a®h* + dab’ + b*
(a2 — b*) = {a + Wia = b

@+ b =(a+b/=Na-bJ=-1)
a' + b =g+ b)a® F ab + bY

a* + b = (g + 2ab + bY@ — [2ab + b

" =F=a=Ha"+a b+ ..+

@ — b =f(a+ B —a" b + ... — b" ') para valores de n pares

@ + b = fa + B! — " + ... + b""') para valores impares de n

d* + @+ b =(a® + ab + b — ab + B

la+b+cf =a +b +c* + 2ab + 2ac + 2bc

fa+b+ef=a+bF ++ 3%+ o) + Wa + ) + Ic%a + b)) + babe

fa+b+c+d+. . P=a+P+ct+d*+... +2alb+e+d+ .0+ 2blc+d+
+ o) 2ed + L)+
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Suma de nimeros
Suma de los primeros n nUMEeras:

TM=14+2+3+4+44+54+ .. +n=—"—1—=

Suma de los cuadrados de los n primeros nhmeros:

P = B LB i o S D l)

Suma de los cubos de los primeros i nlimeros:

YR =P +2 +3¥ 8+ 4=

Progresién aritmética

Si a es el primer término, & el Gltimo, d la diferencia comin, n el nimero de rmines ¥ § la suma
de n términos,

k=ua+({n— 1)d

A
i

%{lu + (n — 1))

17
L]

; (a + k)

Progresion geométrica

8i a o5 el primer término, k el altimo, r la razdn comin, n el nimero de ierminos ¥ § la suma
de n términos,

k=am™!
=
Seati=r
| =r
3=i::;‘_

Factoriales

n! = ¢ "n",/27n, aproximadamente.

Permutaciones
Si M denota ¢l niimero de permulaciones de n cosas, tomando p a un liempao,

M=nn—-ljin=2)...0n -p+ 1)
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Combinaciones

Si M denota el nimero de combinaciones de n cosas, tomando p a un liempo,

M an=1jn—2...n—p+ 1) n!
P! plin — p}!
Ecuacidén cuadratica
= " — dar
ax? + bx 4+ =0 x;x= e dac

2a
St b* — dac = 0, la raiz es imaginaria.

S5ib* = dac = 0, las raices son iguales y reales.
Si b — due = 0, las raices son reales y distintas.

bl
ks At

X "X =I':
L2 o

Ecuacién cibica

Una ecuacion clbica de la forma  y* + py* + gy + r =0 puoede reducirse a

2 hax+b=10

sustituyendo a v por el valor [,t = ';—?) De agui se deduce

e 7
2?(2:! 9pq + 27r)

a=—;—{3q—p‘]: h =

Para la solucion s¢ toma

i —— = i
b bt a? b BT a
”'=V"z *VEW?' B‘I/“z'lw*z?

Los valores de x estan dados por

A+ B (A=8 —_ A+B A-—8B —
a s RS LRSS T 3 J=i=m—— 5 -3
. B a’ . . , . —
5i 18 R 57 = 0, habrit una raiz real y dos conjugadas imaginarias.
ht ,;;r‘!’ 5
Si + F 5= 0, habra tres raices reales. de las cuales dos al menos son iguales.
. b a? " -
Si oy o+ 57 < 0, habri tres raices reales ¥ distintas.

Para el Oltimo caso se usa una solucidn trigonométrica. Se calcula ¢l valor del dngulo @ en

la expresion
b I i
cos = — 5 ¢ ( :.”,)
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Entonces x tendra los sipuientes valores:
g

ZV— Loos T+ 120)

EV— %cus (3—1 + 140*‘)

51 a y b son cantidades peguefias, fas siguientes refaciones son muy aproximadas:

+|

=+

+

l+a"=1+ma

(1+a)™(1 +8"=14ma+nb
51 m oes apronimadamente jgual a m,

n+m
2

Jnm = , aproximadamente

Si ¢ es muy pequefio ¥ estd expresado en radianes,

sen

g
g Y

i

= 1, aproximadamente

Determinantes de segundo y tercer orden

El simbolo i:’ g'| formado por dos filas y dos columnas de nimeros y por una linea vertical
e I |

& cada lado, se llama un determinante de segundo orden. Cada nimero de una columna o fila
s¢ llama elemento, La expresion a by — asb, ¢s Namada desarrallo del determinante,

El valor de un determinante de segundo orden se obtiene tomando el producio de los ni-
meros en diagonal, partiendo de izquierda hacia abajo y restando el producto de los nimeros
en la diagonal de la izquierda hacia arriba,

| & b; €]

La expresion | a; by c,! es llamada determinante de tercer orden.
dy bg Cy

El siguiente método sirve para obtener el desarrollo del determinante::

I. Se escribe la primera y segunda columna del determinante a la derecha del mismo,
1al como se indica a conlinuacion:

ay by a by
ay by ooy d; by
ay by ey ay by
2. Se forma el producto de los nimeros en cada diagonal empezando de izquierda hacia
abajo y haciendo cada producto positivo,

3. Se forma el producio de Jos nimeros en cada diagonal empezando de izquicrda haca
arriba ¥ haciendo cada producto negativa,

4, Los seis 1érmunos ast formados dan el desarrollo del determinante.
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Calculo

Desarrollos en serie

Serie de Tavlor

A ~
fix) =ﬁ¢]+fm]‘{ :"._ + m‘; {-1' ar

m—1}

]!

D i E

J"H 1'[”_] + R‘B |_

En donde f{x) es cuaiqu:ier funcidn continua, a ¢s cualquier cantidad para la cual fla), [{a),
f"{a} ... son finitos. $i la seric se usa para aproximar f{x) para algin valor de x, entonces a debe

tomadu de modo que la diferencia entre x — a sea numénicamente muy pequeiia. El residuo
después de n lérminos es

R.="Nx.)" {.r f' , en donde x; estd entre @ y x

Serie de Maclaurin

En la serie anterior, si a = 0, se tiene la serie de Maclaurin,
x xt x? g
19 = f0) + 1O 7 + FO)5; + O3y + oo + 90 i + R,

Funciones binomiales

"{" j:q =1||1+ |: ”[ﬂ ;'

(x4 yf=x"+nx"" * L < 2

nin — 1)x* + wn — 1)in — 2}.::_’_

(14+x)"=1+nx+- Sk 3 + . ixt < 1)
2
s e 1 F 4 nin -glijx 5 Ml + I12[T+2_‘E__ el
Funciones exponenciales
| 1, 1]
=14 = +E+i1m+.
2 3 2
F=ltxt 5+t

: 1
=1 + '{lui_fi-i-Eig%u} + i f;%u}
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Funciones logaritmicas

_ L fx=Dy, 1 [x—11} 1
l-:-g,x— —i-— -]—( pm )+...(x:a-3)
Ic-s.x={x—!'.‘l——{x—|}‘+lfx-I}’----{Z::x:*ﬂl

1 [x=113 x=1\%
Icg,x=2[ ?(.‘t‘+|) -(m)-l-...li.\:}ﬂ]
log. (1 + x) = x——xz+—x3—v|x‘+..,{—1~=:x{|]

2 3 4

log, (n + 1) —log_(n — I}n=2[ +3_:_+5_;!_+_“
x

1
n n
x 1 3 | x 3
1 = A sy S Pyl Pt
og, (@ + x) log,a+2[2a+x+3(za I)+5 h+‘t)+...]

la=>0-a<x < +20)

Funciones trigonométricas

%o ¥ At
m‘x'ﬁl—ﬂ-fﬁ—ﬁ-*—.

= x* xf
ﬂngxﬂl—‘z—j'ﬁ'm—E'F.

3 2

x T

BX=X+4 —F ——F o o 4 |2 —
E 3 s + sy b + (x = 4)

_ 2.1 32 ¥ 3 § x 2
arcsnx = x + = + 5 i i wa b e (x* = 1)
by s 1 2

arugxnx—Tx +?x — =X 4 (x* = 1)
== b o I I ! 3
=5~ + —3:]';'3_' — -5:-.._1_,— + o xt = 1)
3 A L]
1 = B L SRR s T 2 z
og, sen x = log, x 3 180 3835 o xt )
bop da o Mgk (xz{r_")
2 12 45 2520 7 4
2 gt et ( 7:1)
log, 1g x = | X, gD ¥
og. Ig x ﬁg...t+3+9ﬂ +2835+"' X<
g x 3x* Bx? 3x® Shx’
R il T s e R e
s x? 4x* 31x®
o= E(‘ ar YA T e )
x? ix? Oy 37xf A




CALCULO

DIFERENCIALES

d ax = adx
diu+ e = du + de
d uw = ude + vdu

7] vl — udy

o=

dx"=nx""ldx
dx* = yx' 'dx + x"log, x dy

det = ¢y

d e = g e*dx
da* = a® log, adx
d log, x = x'dx

dlog, x = x™ ! log, ¢ dx
dx* = x*{] + log, x) dx

DERIVADAS

i sen x = cos x dx

deos x = — sen x dx

d1g x = sec® x dx

d colg x = — cosec? xdx

d sec x = 1g x sec x dx

d cosec x = — colg x - cosec x dx
d vers x = sen x dx
darcsen x = (1 — x7%) ddx
darccos x = — (1 — x3)" tdx
darcigx = (1 + x*)"'dx
darccolg x = — (1 + x%)~ " dx
darcsec x = x~ ! (x* — 1) dx

I
darccosecx = — x '(x? — 1) 2dx

d arc vers x = (2x — x%) 1dx

d senh x = cosh x dx

d cosh x = senh x dx

dtgh x = sech® x dx

d colgh x = — cosech? x dx

d sech x = — sech x 1gh x dx

d cosech x = — cosech x cotgh x dx
darcsenh x = (x* + 1)"*dx

d arc cosh x = (x* = 1)” dx

darcighx = (1 — x%) ! dx

darccolgh x = — (x¥ — 1) Vx
darcsech x = = x{1 - .'El]-_ir..r.\'
darccosecchx = — x(x* + |]'I=d.'r



CALCULD

NOMENCLATURA
fix) funcion de x
fix) derivada de fix) con respecto a x o también :%
log x logaritmo decimal de x
In x logaritmo neperiano de x
log, logarilmo en base diez de x
log, x logaritmo en base ¢ de x
log, x logaritmo en base a de x
sen X seno de x
oos X coseno de x
g x tangente de x
colg X cotangente de x
SeC X secante de x
CoseC X cosecante de x
Ers X verseno de x
COVETS X coverseno de x
arc sen x angulo cuyo seno es x
arc cos x angulo cuyo coseno es X
arc g x ingulo cuya tangente es x
arc cot x dngulo cuya cotangente €5 X
drc sec X angulo cuya secanle &s x
Are cOsec X dngulo cuya cosecante €5 X
senh x seno hiperbalico de x
cosh x coseno hiperbdlico de x
tgh x tangente hiperbolica de x
cotgh x cotangente hiperbolica de x
sech x secante hiperbalica de x
cosech x cosecante hiperbdlica de x
arc senh x funcidn cuyo seno hiperbdlico es x
arc cosh x funcién cuyo coseno hiperbolico es x
arc igh x funcidn cuya tangente hiperbolica gs x
arc cotgh x funcidn cuva cotangente hiperbolica es x
arc sech x funcién cuya secante hiperbolica es x

arc cosech x  funcién cuya cosecante hiperbolica es x



APENDICE

Geometria

a, b, ¢, d v 3 longitudes, A areas, V volomenes.
Circule

C = circunferencia
R = radio
I = diametro

A = area
h = sagita
C=2rR=nD

= R = - D@ = Darccos -

2 R

L=2 /=%
o % JIRT= T Figura C-1
h=R~-d
5§ = longitud de arco subtendido por el angulo
L = longitud de la cuerda subtendida por el arco §
# = adngulo central en radianes
Cubo

V=a;d=a,3
A (superficie total) = 6a®,
siendo a y d las longitudes del lado y la diagonal respectivamente.

Elipse

A = m ab, siendo a ¥ b longitudes de los semiejes mayor ¥ menor respectivamenie.

Esfera

A (esfera) = 4n B* = n D* = 1257 R?
A(zona) = 2n R h, = =Dh,
A (luna) = 2 B, siendo & un dnguloe en radianes de la luna
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GEOMETRIA 287

V (esfera) = % nR? = ff[:_ = 4,189 R

.
V (sector esférico) = ; Rk, = %n!}lh,

,---—---.
e 'l.'ll

V (segmento esférico de una sola base) =
= E “hy (30 4 hy®) E
¥ (segmento esférico de dos bases) = ;: e
T s =
= why (3ry° + 3r," + hy%) -
Paralelepipedo rectingulo Figura C.2

V = abeid = Ja" + B" + &7
A (superficie owal) = 2 {ab + bc + ca),
siendo a, by ¢ las longitudes de los lados y 4 la longitud de la diagonal,

Paralelogramo

A = a-h = ab sen 8§, donde @ y b indican las longitudes de los lados, h la longitud de la altura
y i1 el dngulo entre los lados.

Piramide o cono

= ; jarea de la base) (altura)

A (lateral de fa pirdmide o cono regular) = ;— {perimetro de la base) (apotema)

Poligono regular de n lados

1
=3
2
A (circulo) = xR? = 22— _ (,7854 D?
I e T
A (sector) = — RS = — R

|
A (scgmenta) = 5 R* (0 — sen )
£ . I "
Perimeiro de un poligono regular de n lados inscrito ¢n un circulo = 2 nR sen =
i i ; 1 2
A (poligono inscrito) = — nR? sen --r-:—r—
-

- = i 3 . N

Perimetro de un poligono regular de n lados circunscrito a un circulo = 2 nR g r=

A (poligono circunscrito) = nR* 1g E
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Radio de un circulo inscrito en un tridngulo de lados o, b, ¢,

sa l/{ﬁ— 1R RS, e

3

Radio del circulo circunscrito a un iridngulo

h .
R= —— 2 -
4 s = a)jts = bis — o)
a 1807 5 ; ;
R = - cosec —, donde B es el radio del circulo circunscrito
2 50 2>
r= g cotg -‘iﬂ ,donde r es ¢l radio del ¢ircule inscrito
3607 rd J
= —— . a—
H n
f= (=2 gy = r
a x
a= ErlgT = 2R sen 3

Prisma o cilindro

Figura C-3

¥V = area de la base por la aliura
A (lateral) = perimetro de la seccidn recta por la arista lateral,



APENDICE

Geometria analitica plana

Distancia entre dos puntos
Puntos (x,, v} ¥ (x5 ¥oh utilizando coordenadas rectangulares
d=+ JE =X, F + 01— 0"
Puntos (r, 0,) v (ry, 0,0, utilizando coordenadas polares
d = + Jr? ¥ rs% = 2ryrs cos (0, = )
Pendiente de una recta

La pendiente de la recta por los puntos Py (x,, v) ¥y Pi (x5 pel s

=X2— N
Xy = Xy
Coordenadas del punto medio
Para ¢l punta medio de P, Py
1
Y (% + %2

1
- {v }'L‘f': + bl

Angulo (! entre dos lineas de pendientes m, y m,

m, = m
g = 4
E |+ myomy

Para lineas paralelas m; = m,

Para lineas perpendiculares my my = -1

Area de un triangulo

S es en coordenadas reclangulares, los vértices son (x,, y){xq ya) ¥ (%0 yad y el drea serd
A= il? (X Y= 230 F X3 ¥y =Xy Va+ X5 — X 15l

Para coordenadas polares y vértices (v, 0 ): {rg, 8] (ry 05) el drea sera

A = _; [r| FISE'II[I'.-': = I'].I + PJ_F;\SCH[H:;. - Elj + I"_:,r| E‘L'-ﬂ“h = qu_]]
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290 GEOMETRIA AMALITICA PLAMA
Cuatro formas de la ecuacién de una recta

al dAx + By +C=10 {forma general)
by y =y, =mix —x,) (forma punto pendicnie)

) y=mx+b {forma pendicnte interseccion)
d) : + —-;- -] (forma intersecciones)

Ecuaciones conicas
a) Circulo.  Si tiene su centro en (h, k) ¥ un radio r,
[x — 0P + (0 — k) = r?

Si el centro estd en ¢l origen,

2

x4 yi=p

La ecuacién polar de un circulo con el origen sobre la circunferencia y su centro en el punto ¢,
%, serd

r= 2ccos (i — a)

Si el origen no esth sobre la circunferencia. el radio es a v el centro estd en un punto [, a, la ecua-
clon €5

gt = r? 4 * = 2rlcos (0 — a)
b} Elipse. Centro en (b, k) y semicjes a, b:

x = h? = k)

[ ¥ = 1
a b

siendo a el semieje mayor. Si el origen estd en el centro la ecuacion se convierle en

X - 7 = ]
at [

La ecuacion polar cuando ¢l polo esia en el centro es
a® b*
= e+ B oosth
¢} Hipérbala.

(x—h (p-kK:
at = [

siendo (h, k) ¢l centro, v de ejes paralelos a los ejes de coordenadas y el eje transverso horizontal.
Si ¢l centro esta en el origen, la ecuacion es

2 g i
at T b

siendo a el semicje transverso y b el semieje conjugado (vertical). La ecuacion polar que tienc ¢l
centro en el polo es
s a® b?

= Ry

a® gent 0 Iy

cos



GEOMETRIA ANALITICA FLANA Fil
Hipérbola equildtera,

xy=0C

Cuando liene centro en el origen y por asiniotas los ejes de coordenadas.

d) Pardbola.  Siotiene su vertice en (b, &) ¥ el foco en ih + p, k), su ecuncion es
v — k)* = dpix — h)
Si el vértice estd en el origen, la ecuacién es
¥ = dpx
La ecuacion polar cuando el foco esti en el polo y p es el asemilatus rectums es

N =y

Si el vértice estd en el polo y p tiene ¢l mismo significado gue antes, la ecuacion serf

2pcos fi

F=

sen® @

Relaciones entre coordenadas polares y rectangulares

i Y - e s ¥, =
x =rcosh F=./x"+y senll = — s
AT ALY

¥ x

y=Trsend 0 =arcig— cosll =———
X .\.'I.I'“E-F

Transformacion de coordenadas

Para transformar una ecuacion de un sistema de coordenadas x, v a otro &', ' se sustiluye cada
variable en 1érminos de las variables del nuevo sistema.

a) Sistema rectangular.  Ejes originales paralelos a los ejes primitivos. Las coordenadas del
nueve origen en términos del sistema original, son (h, &)

Xm=x 4 kb

y= _',i“ + k
b} Sistema rectangular.  El origen de las coordenadas iniciales coincide con ¢l nueve origen
¥ el eje x” hace un dngulo 0 con el gje X

X

[}

xcosll — ysenf

v=x"senfl + ¥ cosl

c) Sistema rectangular,  Los gjes iniciales no son paralelos con los nuevas ejes. El nuevo ongen
esti en f, k del sistema original
x=xcosl) — vsend + h

pe=xsenfl 4 yeost + k



APENDICE

Geometria analitica del espacio

Distancia entre P, (x,, y,. z,) ¥ P, (%u Yo 2,)
d= VG =R = G A

Parametros y cosenos directores

. X; — X 3 — ¥ -z
a) MWameros a, by ¢ tales que — - L= #2 b_j L= 2273 on llamados parime-
=
tros directores de la recta que pasa por P(x,, y,, 70 ¥ Palxs, v, 25).
i) Para una recta cuyos parimetros directores son a, b y ¢, los cosenos directores (los
cosenos de los angulos que forman las rectas con los ejes de coordenadas) som

1
cosa = 7
+.fat + 5 + ¢

h
cosffi= —0——————
s SR b T
+. et 4+ e

i

Co5 Y =

PN

cos? o 4 cos? f 4+ cos?y = |

Dos formas de la ecuacion de un plano

a) Ax 4+ By + Cz+ D=0 (forma general)
b) Alx - x,) + Bly — y,) + Clz = z;) = 0 [plano por Py, (x;, ¥,. 2,)]

En a) y b) los coeficientes A, B y € son parametros directores de una recta perpendicular
al plano.



APENDICE

Trigonometria
ldentidades fundamentales
1 & — g
COSEC & = senf = —
SEM o 2i
1 % 4 ="
seca = - cosfl = ——
Cos & 2
e G SR
g — | + 12° 8 = sec? §f
cotg x = — % 1 + cot® = cosec®

et =cosl + isenf; sen® @ + cos? 0 = |

Férmulas de reduccion

sen(—o) = — sena g (90 + 2) = ¥ colg «
cos [ —x) = cos & sen(180 + o) = F sena
lg{—a) = —iga cos (180 + a) = — cos &
colg{—a) = — coiga g (180 + o) = + 1ga
sen (M) + o) = cosa sen (360 + o) = + senx

cos {3 + a) = Fsena cos (360 + 4) = cos x
(360 £ a)l = + tp
Funciones de suma y diferencia de dos dngulos

senfx + B) = sen vcos f + cosmsen f
cos(x + f) = cos . cos I ¥ senasen f

lgat1gfl
I F1gxigfi

iglx + f) =

Relaciones entre funciones de 2x y 2

sen 2o = 2senx cos o

cos2a =costa — senda
=1 —2szena
=2cos?a — 1
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&= —l—fl — cos 2 o)

2
cosla = %:I 4+ cos2a)
_ 2pe

Suma y diferencia de funciones

sen o + sen ff =354:n%(:: i ﬂ}:us—é{u — M
sen — sen fi = Zcm-li [ +mscn-lz-[:c—m
cos ¥ + cos ff = 2 cos —;—{n+ﬂ!m:ﬁ—; a2 — B
cosx — cos ff = — 2sen %{u + ﬂ}ﬁ:n-% fxz — M

Teorema del seno

Los lados de un tridngnlo son proporcionales a los senos
de los angulos opuesios.

Teorema del coseno

En todo trifngulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
lados, menos ¢l doble producto de éstos por el coseno del fingulo comprendido entre clios:

gt =h + ¢ — 2bccos A

Teorema de |la tangente

En cualguier triingulo, la diferencia de dos lados cualesquiers es a su suma como la langente
de Ja mitad de la diferencia de los dngulos opuestos es a la tangente de la mitad de su suma.

Relaciones entre funciones reciprocas

— a 1
ar:m:nu1arc:us¢!—n1= il.Tﬂtf. —— = dIC QOSEC —
{ E] a
1 —u
LY
g JI—da i
BICCOGJ=?|TC9EII“'1 — d% = arclg —'——=ﬂ.l"2f.'ﬂhl:'f.'_—_—_—.1
W1—a
a | &il_-l- u®
arc lgﬂ = @arcsen —— = dIc s 13 ) 4rc coscd 2

J1 +a Jl +a
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TABLA F-1. Signes de las funciones erigonamétricas
Cuadrante 52 s [ colg sec LOREE

1 + # + +* 4 4

1 - - - - - +

m - = + + - =

w - + - - + —

TABLA F-2. Variacidm de las funclones trigonomeétricas
Cuadrante sen cog I colg o COSED

i 0= +1 + =0 D=+ oo + o0 =0 [ [ poon | 4o0n -]
] 4+ 1 -0 th— — 1 - = 0= == | ==t 4+]=4+m
m Q= =1 —1—=0 I + o =0 -l == | —w—-.=

v i e 0= 41 — a0 G- |+dm—a24+l|—-]l=—=

TABLA F-3. Angulos mas utilizades y sus funciones
Ben

fr R sen cos {l P coig @ see cosec {1
r 0 4] 1 1] = | -
3 /6 Yy N REE V3 2,/30 2
45" w4 JEr Jaz 1 I J2 2
L w3 Jir e 3 N 2 2,33
o0 2 | 1] w 0 a 1
120° /3 Jiz — iy —Ja SELE -3 2./33
135° /4 Jin -2 = = —J2 JB
1 50¢ St 'y —.f3n WETE JI —2./33 2
180¢ " 0 =1 0 o - o
210° a6 —' —Jir Jin JI ~2/33 o
225° S/d —Ji2 | —n 1 1 —2 —J2
240 4n/3 —J3n —'s J3 NES:) -2 —2,/33
I inf2 -1 0 - L] o -1
300 "5nf3 —J32 ty -3 -3 2 —~2./33
315" T/ —J/22 Viz -1 -1 J2 — 2
3 L a/6 —3 iz —/313 —3 2,/31 -2
i 2n ] 1 ] ) I o







Lista de simbolos

= lgual a...
{} Las dos llaves se usan para indicar un conjunto, por ejemplo, [ 1,2, 31
= Pertenece a ...

No pertencce a ...

Es subconjunte de ... ; esta contenido en ...

Mo es subconjunto de: ne estd contenido en ...

+|.'1.

n

Es subconjunto propio de...

El conjunto vacio; parte vacia

=

Implicacidn ; entonces. (Si p ¥ g son proposiciones, p = g se lee p implica q.)

Equivalencia; s, y solamente si. (Si p ¥ g son proposiciones, p < g se lee p equi-
vale a.4q.)

t

Union ; reunién,

C

Interseccion.

|

"

Complemento de 4 con respecio a E.

ey

b
5

Conjunto de las partes de E.
Cuantificador universal,

Cuantificador existencial.

Producto cartesiano de dos conjuntos,
Simbolo de sumatoria.

Simbolo de producto.

Mayor o igual que.

Menor o igual que.

Menor gue.

A A W VM O M w» w o=

No es menor gque

i

Aproximadamente,

[a, &] Intervalo cerrado.

Ja, B[ Intervalo abierto,

[a. 8] Intervalo semiabierio a la derecha.

Ja. b] Intervalo semiabierio a la izquierda.

+ o Mis infinito.

—0 Menos infinito.
Ja. ] Intervalo abierto cuyos elementos son {x ta < x|
[a, +oo[  Intervalo cerrado en a cuyos elementos son {xta < x).
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] w df

11—, a]

(x. ¥)
Jix)
@y

F+aq

Ay
fa, k)
df.(h)

e

dy
il

bf
df
D,/

fxg)

max §
min §
sup §
mf 5§

LISTA DE SIMBOLOS
Intervalo gbierto cuyos elementos son {x 1x < al.

Intervalo cerrado en a cuyos elementos son {x :x = a}.
Valor absoluto de ...

Parcja ordenada x, y.

fde x o el valor de la luncion [ en el punto x.
Dominio de f, o sea, el conjunto donde [ toma sus valores.

fmiss g [es la funcidn que asigna a cualgquier x & 2, ~ %, el nimero fix) + glx)].

fmenos g [es la funcidn que asigna a cualquier x € @, ~ %, el nlmero fix) — glx)].

f por g [es la funcidn que asigna a cualquier x &%, ~ %, el namero fix) - gix)].

Fdividida por g [es la funcion que asigna a cualquier x € %, 0 %, {x 2 (x) # 0]
el mimero fix)/g{x)].

Compuesta de f'y g [cs la funcion que asignaa x € %, {x 1gix) € %} ¢l nimero
Sgtx)).

Funcion reciproca de f

Funcion idéntica [definida por la férmula I(x) = x].
Entorno de centro a v radio r.

Entorno de centro a, radio r y al cual no pertenece ¢l punto a.
Limite de f cuando x tiende a xg

Delta x o incremento de x.

Delta v o incremento de y.

Incremento de fde aa a+ h o fla + h) — fla)

Diferencial de [ en x.

Derivada de f o f prima.

Berivada de £ enxg 0 ling L2 = SiXe)
i X — Xg

Maximo de 5.

Minimo de 5.

Supremum de S o mayoranie minimo de 8 extremo superior.
Infimum de § o minorante maximo de 5 extremo inferior.

Por tanto,



Glosario de definiciones y teoremas

1. Definicién. El conjunto que no tienc clementos se llama el conjunio viclo y s¢ representa por ¢.

2. Definicién. Un conjumio 4 se dice subconjunto de un conjuntoe B s todo elemento de 4 e elemento
de 8, s¢ escribe A= B, En caso de que la inclusion sea estricta se habla de subconjunio prapio.

3. Definicién. Se dice que una relacion R entre los elementos de un conjunte E e reflexiva si para iodo
% & E se tiene
xRx

es decin, todo clemento x esth relacionado consigo mismo.
4. Definicién, Se dice que und relacidn R entre los clementos x y y de un conjunto E es simétrica si
xRy = yRx
5. Definicién. Se dice que una relacidn R entre los elementos =, y v = de un conjunte E cs transitiva 5
(xRy ¥ yRz) = xRz

6. Definicidén. Scan 4 vy B dos conjuntos. Se define of producto cartesiano de A4 v B, escrito 4 = B como
el conjunto de todas las parejas (x, Vyoon x e Ay y & B, Eslo cs,

AxB={lxy:xecdy yeB)
7. Definicién. Una relacion R es un subconjunto del producto cartesiano de dos conjunios.
B. Definicion. Dados dos conjuntos A y B se llama union de A y B, que se escribe 4w B el COnjunto
AuB={x:xecd o xeh)

9. Definicién. Dados dos conjuntos A y B se llama interseccion de 4 v 8 ¢l conjunto de los elementos
que estan en A v en B Esto e,

VrBe{x:xcdyxel)

10. Definicién. Dados dos conjuntos 4 y By AT B se llama complemento de A con respecto a B el eon-
Junto de los x tales que x no esti en A v x csti en B, Esto es,

ﬂ A= [stxgAy xeB)
m
1. Definicién. Scllama diferencia de los conjuntos 4 y B el conjunto de los elementos de A que no per-
lenecen o B, Esto s,
A=Bmix:xedyxgh)
12. Definlcién. Sellama diferencia simétrica de los conjunios A y B el conjunto definido por
AAB=(A- Bluill — A)

13. Definicion. Sc dice que una refacion B en un conjunto E es una relacion de equivilencia & R e re-
Mexival, siméerict ¥ Lransitivi,

199
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14. Definlcidn. S dice que una relicidn R & unz relacion de orden en E si verifica las siguientes con-
diciones:

I (xR=x) Reflexiva.

2 (xRyy yRx) = x = yp.  Antisimétrica

i (xRy y yRz) = xRz Transitiva,

15. Definicién. Sc dice que un conjunto E es totalmente ordenado si es ordenado por R y si, ademas,
dos elementos cualesquiera a, b de E son comparables:

a.beE: aRb o bRa

16. Definicién. Scan E y F dos conjuntos Considere una relacion que a todo x de E e hace corresponder
un ¥ y uno solo de F. Esi relacitn se lama luncién (o correspondencia univoca o aplicacion), definida en £
v con valores en F, ¥ s representa por y = flx} x sc llama la varable, ¥ el valor de la funcién o la imagen
de x por f. En otras palabrag, una funcidn e un conjunto de parejas ordenadas en el cual no hay dos parejas
que tengan la primera componente igual E s¢ lama deminio de la funcién y ol conjunto de imidgenes, imagen
de f.

17. Definicién. Una foncidn real es wma funcidn cuyo dominio e imagen son conjuntod de nimeros
reales.

18. Definicién. Una funcion (de Een F s llama inyecoion si pam todo x,, xy © E, con x; # x, implica
que fix ) # flxz)

19. Definicion. Una funcitn § de E en F s dice sobrevectiva o sobre si ({E} = F.

0. Definicidn. Una funcién  de E en F se dice bayectiva o correspondenci biunivoca o | — 1 ¥ sobre
si s inyectiva v sobreyvectiva,

21. Definicién. 5i [ es una bivecoidn de E en F al conjunta f~' = [{¥, x): (x, v} € f] es una funcion
que se lhuma funcidn inversa de [

1. Definicién. Una funcion f se dice mondlons 51 ¢ creciente o decrecionie

23. Definicién. Una funcion f s dice creciente en un conjunto £ 51 para cada par de clementos x y y
de Econ x = y s tiene que fix) = f{y)h Y decreciente si x = y implica que fix) = fiy}

24. Definicién. LUn entorno de centro xg v radio & & el intervalo abierto de nimeros reales Jo, — 8,
%, + &[ v se representa por Ffxgl

75. Definicién. Un entorno de centro x, ¥ radio § v al cual no perienece el punto x, & ¢l conjunio
Jxg — & x5 + & — {24} ¥ s representa por Fiixg)

26. Definicién. Un conjunto de nimeros reales o5 un conjunio que verifica los auomas del Caepitulo |
pari la suma, el producto v la relacion de orden,

17. Definicién. Un conjunto M de nhmeros reales ¢s un conjunto inductivo s poses 138 siguientes pro-
piedades:

. DeEM,

2 ¥ xeM=x+1ecM.

28. Definicién. Un namero real e un mimers notural i pertenece 8 todo conjunto inductive.
29. Definicién. Decimas que Loes el limite de f{x) cuando x se aproxima 4 x, 81 par cualquier entomo
VL) = puede hallar ¢l cntormo corrcspondicnie Fiixg) tal que s x & Fi{xg) entonces fix) & V(L) o
lim fix] = L == W& 35, = dde, x,) tal que [fix) — L] < & cuando 0 < |x — x| = &
30, Definicién. S dice que f{x) es convergente caando v — x; i exisle lim fix),

L L

3. Definicién. LUna luncidn [ se dice que o5 continus en x = x; 8 IIIP'I fix) = fixgl Se dice gue es con-
tinua sobre un conjunto E i o5 continua en cada unao de los puntos de £



GLOSARID DE DEFINICEONES ¥ TEOREMAS m

3. Teorema. (Algebra de los limites) Suponga: :I_:'pli fix)= Ay Ium fix) = B. Entonces
) lim [ f1x) + fx)] = 4 + B ' "
by lim [fix) - glx]] = 4 - B
& tim [fix)/atx)] = A/B s B#0.

33, Definicion. Una funcién P de [ forma Plx) = ay + a,x" + 4 a.x% con gy 8y, ... 0, NOMeros
reabes v oo = 0 s llama funcion polinomial.

34. Definicién. Una funcidn B de la forma Rix) = PxyQixk con Py @ polinomics, ({x) @ 0 = [lama
funcion racional.

35. Teorema. Supongagque [y g son funciones tales que lim gix = by fescontinua en x = b, enlonoes
lim fyix)] = fChim gfx)] E
36. Definicién. Decmos gue Loes el limite a la derecha de fen x = x,, lm fix) = L, 9 pam todo entorno

V(L) existe un nimero positive 4 tal que s x, <= x < x, + & entonces fix) & VL)L

37. Definicién. Decimos gque L e ol limite a la zquierda de { en x = x,, {iT fix} = L, 5 pama todo
entorno V(L) exisie un nhmero posttivo & tal que st x5 = & = x5 <= x5, enloness fix) & F L)

38. Teorema. lim fix) = L = lim fix} = lim fix} = L.

39. Definicién, Se dice que [ es continua o l derecha en x = x, 1 lim fix) = fixgl ¥ [ 5 continua
a la sagquierda en x = x, 51 lim fix) = flxg)
40. Definleién. Se dice que f s continua en el intervalo cerrado [o, b] s se verifican las siguientes con-
diciones:

I. f escontinua en Ja, bf.

2 [ es continua a la fzquierda en x = b

3. fescontinoa 2 la derechaen x = a
41. Teorema del Sandwich. Scan f. g ¥ h tres funciones tales que gix) < fix) < hix) y lim gix) =

= lim kx) = L, entonces lim fix) = L
i, (T

42. Definicion. hm fix]) = + o =1 pam todo niomero positive M se puede hallar un nilmend positive &
tal que st x & Fi{xg)h entonces fix) = M.

43. Daefinicion, I!'!r.l. fix) = + a0 8 pam cualgquier numero posiiive M s¢ puede hallar un nitmero positive
& tal gue s§ xy < x = %y + 4 entonces fx) = M.

44. Definicion. lim fix) = — = 5 para todo nimero positive M se puede hallar un nlmeno positivo &

tal gque m x & Fi{xgh entonoss fix) = — M.

45. Definicion. lim fix) = = s parn cualgquier nimero positive M se puede hallar un nimero pos-
tivir & tal que si x & Fiixg) entonces fix) = — M.

#6. Definicién, lim fix) = L si para cualguier ¢ = 0 s puede hallar un niimero positive M 1al gue si

x = M, entonces flx) € VL)

47. Definicién. lim fix) = + o % para cualguier M, = 0 s poede halinr M, = 016l que si x = — My,

A==

colonces fix) = M.

48, Definicién. La velocidad de un cuerpo que cie en el intervalo de tiempo 1; — 1, &=
distancia recorrida en el tiempo tanscurrido de ¢, 4 ¢
f_'| - l'|
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49. Definicién. Sca f{f) 2 posicion de un cocrpo en el tiempo & El desplazamienio del cuerpo durante
el tempo que transcurte de 1) & 15 & M) — ) Lo velocidad mvedia e define como ¢l cocienle

L) = i)

Iy = 1y

50. Definicién. Sca (i) la posicion de un objeto en un bempo ¢ La velocidad instantanes en el instante
s define como

fin _ﬂf;._+_ﬂ£ — fital

W=
51. Definicién. Se dice que una funcidn [ es derivable en punto x de su domimoe s existe el limite

tim S +_‘;: = _ g
E=f

52 Teorema. 5if e derivable en x, entonces | & conlinua ¢n . La reciproca no o verdadera.

51, Teorema. (Algebra de las derivadas ) 51 f y g son funciones derivables en x, enlonces:
a) f+al=r +4.
by @) = Jg +af.
e el = faf" — fa'Vy si gixp = 0

54. Teoroma. 5icada una de las funciones triponométricas son dervables en cada punte de su dominio,
enlonees ;

a) [sen x)' = cos x.

B (cosx) = —scnx.

e) g x) = sec? x

dl (eog x) = — cosec® x,

g] (secx) = sec xipgx

N (eosec x) = cosec x - Colg X,

55. Teorema. Para todo nimero racional r, fix) = & & derivable en todo punto x, &%, — [0}y
fixg) = rxg 1,

56, Teorema. Scan | vy g dos funciones: g derivable en x; ¥ f denvable en u, = glag); cnlonees fo g
es derivable en xg ¥ (F o g’ = alei]gi=oh

57. Teorema. Sci [l funcidn recipro de g 51 9 e derivable en fixgl vy @[ fixgl] # O entonces [ es
derivable en x, ¥ Mx,) = g filxg)]

58. Definicion. Sca y = [ix) una luncidn derivable en su dominio. Se lama diferencial de x a dx = Ax;
dy s llama diferencial de v ¥ se define por la relacion dy = Cx)Ax od () = Mxg

59. Definicion. Se llamm diferencul de seyundo orden la difercneal de la diferenceal de pomer orden,

O se,

d*y = didy)
80. Teorema. S5iy = f{x)es derivable para todog los valores de x en su dominio, entonces dy = fx) dx.

41. Teorema. 5ca f una funcién R - R convergente en x;, Enlomces:
a) lim =0 (respectivamente < 0) implica que existe un 8, = &dx,) fal que para & #

X &% — Bpxg + G 0@y = flx) = 0 (respectivamente < 0}
b} fix) = 0 (respectivamente < ) sobre 8, = lim [ = 0 {respectivamente < 0).

61. Teorema del incremento local. Sca f una funcidon B — R y derivable en x,. Entonces [ix) = 0
[respectivamente < 0) = f conscrva ¢l orden localmente (respectivamente mvierte ¢f orden) ¢n x,
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63. Definicidn. Sea [ ung funcion B — R x, € %, Decimos goe:

a) fixg) es ¢ miximo global de f (respectivamente minimo) sobre &, == x € F, = fix) = fix,)
[respectivamente = fix,l].

b} fixg) e ¢l miximo local {respectivamente minimo) de [ == exisie un d; = &4xq) tal que fix,) o el
miiximo global (respectivamente minimo) de Ja restriccion de fa Jx, = &5, 5 + & segin a),

&4. Teorema del extremo estacionario. Sea i [o,b] — R Entoness xg & o, b v (o derivable
en x5 ¥ fixg) un extremo local de f implica que xg) = O

£5. Definicidgn. Por un punio critico se entiende un punto estucionario, e decir, de derivada cero: un
punio donde no existe b denivada o un punto extremo del dominio,

84. Teorema de Rolle. Sea j: [a b] — R, [ continua sobre (o, b] ¥ F derivable sobre Ja, b[. Entonces
fla) = fik) = 0 implica que gxiste un ¢ € Ja, 5[ tal que (o) = 0.

&7. Teorema del valor medio para primeras derivadas. S [ [a, b] — R, f continua sobre [a, b]
v derivable sobre Ja, b[. Entonces existe ¢ tal que () — flal = Flelh — a) ¥ ¢ € Ja, b

&8, Teorema de la funcion constante. Hipdtesis, las del feorema de Rolle Entonces f(x) = 0 sobre
Ja, B[ == fix) = C, € una constante.

9. Teorema de monotonia. Hipdtesis, las mismas del teorema del valor medio. Entonoes 7 = 0
{respectivamente < 0) sobre Ja b = [ conserva o orden (respectivaments invicrie ¢! orden) sobre [a b]

70. Teorema del tenedor. Sea [ [0 b] — R, | continue sobre | b] ¥ f derivable sobre Ja. xq v
% b Entonces:

al " = 0 sobre Ja, xo[ ¥ I = 0 sobre Jug, bl = f(xa) = mix [ sobre [a, &].

b} I < 0 sobre Ja, g ¥ J° = 0 sobre Jxo, B[ == fixg) = min f sobre [a. b].

71. Teorema del valor medio para segundas derivadas. Ses /: [a b] = R, [ dos veces derivable
sobre Ja, b £y J° continuas sobre [a, b] ¥ x, € [, b] Entonces para todo x € [a, b] cxiste un ¢ tal que
fix) = [fixa) + Flzolx — %a)] = [7(x — %2y % 5 ¢ 5 x.

72. Teorema de la apreximacién lineal. Sea f [a b] — R f v 7 continuas sobre [a b] ( dos
veces derivable sobre Ja, B[L Hx) = fla) + [Ab) — fla)]ix — alib — ) (interpolante). Elx) = Mgl + Fixgd
(X = xa), Xy & [a, k] (extrapolante). Entomoes:

a) Existe ¢ ¢ Jo, b tal que fix) — Hx) = $ckx = alx — b) Error que se comete al aceptar o in-
terpolante como aproximacion de fixk

B Esxistc ¢ & Ja, b tal gue fix) — Eix} = § /lelx — xq)". Error que s comete al aceptar o exirapo-
lante como aproximacidn de f{x).

el S0l = M osobre Jab[, entonces [fix) — Nxb| = § M s — alx = B) ¥ A=) — Eix)| =
= I Mix — x)".

73. Definicién. Sea / uma funcidn B — R, derivable en x, & 2, Decimos que fes:

@) Concava (convexal hacia arriba (respectivamente hacia abajo) en (x. fixg)) = E(x) > 0 (respec-
tivamente = 0) para todo x & 9 — | x, ). en un entorno de xp, para el cual E(x) = fix} - Elx)y Ej(x) =
= fixa) + [xaNx = x.). En otras palabras, el grafo de f esth localmenic por encima {respectivamente por
debajo de I tangente que pasa por (xg, flxg )L

b} Tiene un punto de inflexion en (x,, fixg)) = que la vesiricaon de a9 N [x,, o) s cdncava
hacia arriba {respectivamente hacia abajo) ¥ I restriccian de @ S, (=20, %] es concava hacia abajo
{respectivamente hacia arriba) en (g, flx).

74. Teorema de concavidad. 5ca r ]d. b[ + B [ derivable sobre ]d. hr v [ derivable dos veees en
Xy € Juo, b, Entonces:

al f“Ixg) = 0 {respectivamente = 0) = el grafo de [ es cdncavo hacia arriba (respectivamente hacia
abajol en (xg. fixa)h

by [ es dos veees derivable sobre Ja B[ ¥ MixfMad < O0ena < x =%, < x;3 < b =[x fixgh
es un punto de inflexidn de [
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75. Tecrema del extremo global cénecavo. Hipotesis, fas mismas del teorema de concavidad. En-
tances f'lxg) = 0y fMlxg) = O (respectivamente > 0} = fix,) & un miximo local (respectivamente minimo),

76. Definicién de concavidad sobre un intervalo. Sea [ Jo b] — B, [ dos veces derivable sobre
Ta, ], se dice que <l grafo de [ es concavo hacia arriba (respectivamente hacia abajo) sobre Ja, b = [ =0
{respectivamente < 0) sobre Ja, b,

7T1. Teorema de la cuerda tangente. Sea [ o, b] = R, [ dos veces denvable sobre Ja b, f v
continuas sobre [a, &) Esix) = fix) — Hx); E(x) = f(x} — Eix). Entonces [ = 0 (respectivamente < ()

E; = U jrespectivamente = 0)

sobre Ja, b = E, = 0 [respectivamente < 0)

sobre [a. b].

78. Teorema del extremo global céncavo. Sea [ una funcion B — R, 2, un intervalo,  dos veces
derivable sobre el interior de @, f continua sobre 2. Entonces [{xg) = 0y [ < 0 [respectivamnete > 0)
sobre el interior de &, = fix;) = max f (respectivamente min f).



Bibliografia

Aposiol. M, Tom: Cdleula, Yols 1y 11 Blewssdel P Co. Waltham, Massachusetis, 1971

Bartle. B.: Tuleea, O 1, Colewfus, Scott-Foresman & Co. Glenview, inods, F96E.
Bell-Blum-Lewis & Rosenblait: fatroducrory Celenfus. Holden Day. Nueva York, 1966,

Brion, J. J.; Kriegh, R.: Matemiticas Umiversitarias. SECSA. México, 1968,

Burrill-K nudsen: Real Varishles. Holl. Rinchart & Wiston. Nueva York, 1369,

Chover, Joshua: The Green Book of Calcules. W. A Benjamin, Mueva York, 1972

Combes, A, Exercises &f Problemes de Mathemariques. Librarre Vuibert, Paris, 1969,

Curtis, C. Philip: Cafenhas, Vols, |y 1L John Wiley & Sons, Nueva York, 1972,

Demidovich: Problemas v Ejercicios de Amifists Maremdtico. Editorial Mir, Moscl,
Flanders-Korthage-Price: Calrulus. Academic Press. Nueva Yark, 1970,

Goffman, Casper: The Colenlus. Harper & Row. Nueva York, 1971,

Ciunzburg; Coleulus Froblems & Solwiions, Holden Day. Nucva York, 1963,

Haaser, Lo Salle-Sullivan: dmificis Meatemdtion, Editorial Trillas. México, 1970,

Hans, M. E., Gambill, R.: Cafcufus. Holt, Wiston & Rinchart. Nueva York, 1969

Kaplan, W.; Lewis, . ] Calewlus & Linear Algebra. John Wilsy & Sons. Moeva York, 1971
Kitchen, J. W.: Caleulus of e Variable, Addison Wesley P. Co, Reading, Massachuserts, 1969,
Kuriz, A.: Caleufs Suplement, W AL Benjamin. Nueva York, 1970,

Laboreur, M.: Calew! Mathemarigue, Librairie Polytechnique Beranger. Paris, 1963

Leithold, L.: The Coleelus: Harper & Row, Nueva York, 1972,

Lightstone, A. H.: Concepis of Colenfus, Harper & Row, Mueva York, 1965,

Munroe: Colenlue, W, E., Saunders. Filadellfa, 1970

Oimsted, J, H.: Calcwlus with Anafyiic Geomerry. Appleton Century Crofis. 966,

Ostrowski: Differential and Fntegral Calewlus. Scont Foresman & Co. Glenview, linois, 1968
Pisot, C.; Zamansky, M.: Malemdiicas Generales. Montaner v Simon. Barcelona, 966
Sceley, T. Robert: Calewlus of One Variable. Scott Foresman, Glenview, Hlinois, 196K,
Silverman, R, A.: Mudern Colewfus and Amalviic Geamerry, The MeMillan Co. Mueva York, 1969
Simon, B, Arthur: Calfrwlus: The MeMillan Co. Nueva York, 1970,

Siein S K Calewlo en las Primeras tres Dimensiones. MeGraw Hill Book. Co. Nueva York, 1972
Taylor, H. E.; Wade, T. L. Cdlcule Diferencial ¢ Integral, Limusa Wiley. México, 1962
Thomas, G. B.: Calenlo Infialiesimal v Geometria Anafitico. Aguilar, Madrid, 1971,



Indice

Algebra, 277
Algebra de diferenciales, 170
Algebra de los valores absolu-
tos, 25
demostraciones, 26
Angulo entre dos grafos, [37
Aplicacidn o correspondencia uni-
vica, 30
MArea de un trigngulo, 289
Agintota, 257
de la curva, 237
horizontal, 257
vertical, 257
Axiomas, de cuerpo, 9
de orden, 11

Binomio, de Mewton, 277
teorema del, 277
Bivecsitn, 300

Cilculo, 282
Cartesigno, producto, 299
Cauchy, teorema del valor me-
dicy, 217
Circulo, 286
Combinaciones, 280
Complemento, 299
Concavidad, 250
Conicas, ecuaciones, 29H)
Conjunto de los ndmeros positi-
vos, 11
Construccion de curvas de fa for-
ma » = fix), 256
Contmuidad, 103, 127, 300,
Coordenadas, cartesianas, 188
polares, 291
rectanpulares, 291
transformacicn, 2%1
Cosenos directores, 292
Curvas particulares, 256

Decreciente, [uncidn, 300
Denvabibdad, 127
Denvacion, de ecuaciones para-
métricas, 136
de las funcionss algebraicas, 128
de las (unciones trigonomeétri-
cas, 130

Drerivacion, en cadena, 132
implicita, 134
Denvada, 124, 250
aplicaciones geométricas de
la, 137
de la funcidn reciproca, 133
Derivadas (lablas), 284
de orden superior, 133
Desipualdad de Cavehy-
Schwarz, 14
Dresigualdad triangulsr, 13
Desigualdades, 12
Delermmantes, dé scgundo or-
den, 281
de tercer orden, 281
[iferencia de conjuntos, 299
Diferenciales. 169
dlgebra de, 170
de drdencs supenores, |70
Mzcontinuidad, 103, 105
evitable, 105
[vstanci entre dos puntos, 289,
292
Dominie de ona funcidn, 300

Eouzcidn, coadratica, 280
cibaca, 280

Ecuaciones, conicas, 290
de una recia, 290

Elipse, 286, 29

Entorne, 49, 3K

Equivalencia, 299

Errar, 5

Extremos de las funciones, 190

Factores v desarrollos, 278

Factonales, 27%

Funcitn, constante (feoremal), 213
continga, 104, 300
convexa, 254
creciente, |88, 203, 30
decreciente, 188, 203, 360
definicron, 3
denvable, 124
exponencal, 282
homogrifica, 262
impar, 258
nviersa, W0
mandtona, 300

306

Funcidn. par, 258
raciondl, 301
Funeciones, algebraicas, deri-
vacion, 128
extremos de las, 190
logaritmicas, 283
trigonométricas, 130, 283, 295

Creometria, 286

Geometria analitica del
cip, 292

CGieometria analitica plana, 289

Gilosano, 299

Grafos, trazado de, 256

espa-

Hipérbola, 290

Induceitn, demostracion por, 34

Induccidn matematica, prncipio
de, 35

Inductive, conjunto, 3K

Infinito, lmite, 748, 301

Inflexidn, puntos de, 256

Intereses y anualidades, 278

Interseceion, 299

Imtervalos, 297

Inyeecidm, 300

Ley de transitividad, 11
Ley de tricotomia, 11
Leyes de exponentes, 277
Leves fundamentales, 277
L'Hospital, regla de, 218, 301
Limite, de funciones (teoremis), 35
de la raiz de una funcidn (feo-
rema), 57
de upa luncion, 45
delinicicn, 300
infimito, 300
por la derecha, 300
por la izgquierda, 300
Lirnites de la forma lim @ =
=, 85
Limates laterales, 70
Limites que contienen infinita, 78
Longitudes de la tangente, normal,
subtangenie y subnormal, 138

Miximos y mimmos, 190, 203, 303



Momenclatura, 2835
Miameros, complejos, 277
raturiles, 34, 92
reales, 9

Orden, parcial, 30
preservacion del, 188
relacion, 30
total, 300

Paralelepipedo, 287

Paralelogramo, 287

Pendiente de una recta, 289

Permutsciones, 279

Pirdmide, 287

Plano, ecuacidon, 292

Poligono regular, 287

Polos, 105

Positividad, 11

Preservacion de la continui-
dad, 103

Preservacion del onden, 188

Principic de buena ordenacian, 35

Principio de induccién comple-
ta, 35

Prisma, 288

Producto cartesiano, 299

Progresidn, antmética, 279

geométrica, 279

Prolongacién continua, 105

Proximidad, 28

Prueba de la primera derivada, 215

Prueba de la sepunda denivada, 215

INDICE

Razones y velocidad, 177

Reales, nimeros, 9

Reciproca, aplicacion, 300

Recta, ecuaciones de una, 290
Recurrencia, demostracidn por, 34
Regla de L'Hospital, 218
Relacion, 299

Rolle, teorema de, 159, 209

Serie, de Maclawrin, 282
de Taylor, 282
Simbolos, 297-298
Sobreyeccidn, 300
Subconjunto, 11, 299
Suma de numeras, 279

Tablag, funciones rigonométri-
cas, 293
Tangente a una curva, 256
Técnicas para hallar mdximos o
minimos, |92
Tenedor, teorema del, 214
Teoremas:
dlgebra de las derivadas, 128
de acotacion, 104
de aproximacion lineal, 251
de concavidad, 250
de la cuerda tangente, 251
de la diferencia constante, 214
de la funcidm constante, 213
de la tangente, 294
de monotonia, 214
de Rolle, 159, 20%

Teoremas
del binomio, 277
del cero, 105
del coseno, 294
del extremo global concave, 251
del extremo local coneave, 250
del incremento local, 189
del sandwich, 58
del seno, 204
del tenedor, 214
del valor extremo, 104
del valor intermedio, 105
del valor medio de Cauchy, 217
del valor medio para primeras
denvadas, 209
del valor medio para segundas
derivadas, 246
fundamentales sobre las funcio-
nes continuas, 104
limite de la iz de una fun-
cion, 57
principio de induceion matema-
tica, 35
sobre limites de funciones, 55
Trazado de grafos, 256
Trigonometria, 293

Valor absoluto, 12, 25
desigualdad triangular, 12

Variacion, tablas de, 258-269

Velacidad, 177, 302












