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8 PROLOGO

Tras un atento estudio de la teoría que abre cada capitulo, recuérdese que, como proceso de 
asimilación más indicado, se ha de tratar de resolver por propia cuenta los más posibles de los 
problemas y  comparar después los resultados obtenidos con los que aparecen en el libro ; y  en 
ocasiones será muy provechoso revisar previamente los «trucos» lógicos, por así llamarlos, que 
permiten muchas veces emprender la resolución de un problema de aquellos que constituyen 
el «dolor de cabeza» de todo principiante. En  suma, la colección de problemas que aquí se 
presenta obedece a la clara convicción de que todo curso de matemática tiene por columna 
vertebral el estudio y solución de ejercicios y  problemas.

E l autor desea manifestar su agradecimiento al profesor Jesús M aría Castaño por la  revisión 
crítica de la obra y  por sus valiosas sugerencias, así como a  los señores Francisco Gutiérrez y 
Wenceslao Ortega, de Harper &  Row  Latinoam ericana, por la colaboración y estímulo que en 
todo momento le brindaron.

A . P in zó n
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N úm eros reales

L O S  A X I O M A S  D E  C U E R P O

A l tratar con el conjunto R de números reales definimos la existencia de dos operaciones lla
madas adición y  multiplicación, tales que para cada par de números reales x y y podemos formar 
la suma de x y y, que no es otra cosa que el número real designado por x + y , y el producto de 
x y  y  designado por xy o por x • y. Se supone que la suma x +  y  y  el producto xy están uní
vocamente determinados por x y y. En  otras palabras, dados x y  y, hay exactamente un número 
real x  + y  y  exactamente un número real xy. N o  damos ningún significado especial a los sím
bolos + y  • diferente del contenido en los axiomas.

Axioma I.  Leyes conmutativas, x + y  = y  + x , xy = yx.
Axioma 2. Leyes asociativas, x  + (y + z) = (x + y ) + r, xfyr) = (xy)z.
Axioma 3. Ley distributiva. x(y + z) = xy + xz.
Axioma 4. Existencia de elementos neutros. Existen dos números reales diferentes que

designamos por 0  y I. tales que par? cada número real x tenemos x + 0 = x y l - x - x .
Axioma 5. Existencia de opuesto. Para cada número real x hay un número real y  tal 

que x + y  = 0.
Axioma 6. Existencia de inverso. Para cada número real x *  0 hay un número real 

y  tal que xy = I.

Nota. Los números 0 y 1 en los Axiomas 5 y 6 son los mismos del Axioma 4.

De los axiomas anteriores podemos deducir todas las leyes usuales del álgebra elemental. 
Las leyes más importantes están reunidas aqui como una lista de teoremas. En  todos estos 
teoremas los símbolos a, b, c, d representan números reales arbitrarios.

Teorema 1-1. Ley cancclativa para la adición. Si a  + b = a  + c, entonces b = c. (En  par
ticular, este teorema demuestra que el número 0 del Axioma 4 es único.)

T  eorema 1-2. Posibilidad de sustracción. Dados a y  b. hay exactamente un x tal que a  + x = b. 
Este x se designa por b -  a. En  particular. 0 -  a se escribe simplemente - a  y se llama el opuesto 
de a.

Teorema 1-3. b -  a = b + (- a ).

Teorema 1-4. — ( —a ) ■ a.

Teorema 1-5. a{b -  c) = ab -  ac.

T  eorema 1-6. 0 • a =* a  • 0 = 0.

9www.FreeLibros.org



10 NUMEROS REALES

Teorema 1-7. Ley cancelaliva para la m ultiplicación. S i ab -  ac  y  a  #  0. entonces h = c  
(En  particular este teorema demuestra que el número I  del Axioma 4 es único.)

Teorema 1-8. Posibilidad de división. Dados a  y h con a  t  0. hay exactamente un x tal que

ax = b. Este x  se designa por b/a o —
a

se escribe a~ 1 y se llam a inverso de a.

ax = b. Este x se designa por b/a o —  v se llam a cociente de b y a. En  particular. 1 /a también
a

Teorema 1-9. S i a  0. entonces b/a -  b • a ~ x.

Teorema 1-10. S i a  /  0. entonces (a _ l ) 1 = a.
Teorema 1-11. S i ab =  0. entonces a ■ 0 o  b = 0.

Teorema 1-12. {- a )b  = - a b  y (-«)(-/> ) = ab.
Teorema 1-13. (a/b) + (c/d) =  (ad + bc)/(bil) si b #  0  y  d  /  0.

Teorema 1-14. (a/b){c/d) = (ac)/(bd) si b *  0 y d ¿  0.

Teorema 1-15. (a/b)!(c/d) = (ad)f(bc) si h ¡e 0. c *  0 y d /  0.

Para ilustrar cómo estas proposiciones pueden obtenerse como consecuencia de los axiomas, 
presentamos las pruebas de los Teoremas 1*1 a 1-4. Aquellos lectores que tengan interés pueden 
encontrar instructivo demostrar los restantes teoremas.

Prueba de 1-1. Dado a  + h = a  + c. Por el Axioma 5. hay un número y  tal que y  + a  =  0.
Puesto que las sumas están unívocamente determinadas, tenemos y  + (<í + b) = y  + (a + c).
Usando la ley asociativa obtenemos (y + a ) + b = (y  + u) + c o  0 + b = 0 + c. Pero por 
el Axioma 4 tenemos 0 + b = h y 0  + c = c. de modo que b = c. Nótese que este teorema 
demuestra que hay solamente un número real que tiene la propiedad de 0 en el Axioma 4. En 
efecto, si 0 y 0' tienen ambos esta propiedad, entonces 0 + 0' = 0 y 0  + 0 = 0. Por tanto,
0  + 0 ‘ = 0  + 0  y, por la ley cancclativa. 0 = 0'.

Prueba de 1-2. Dados u y b, elegimos y  de manera que a + y - 0 y s c a x  =  y  + />. Entonces 
a  + x =  a  + (y  + b) =  {a  + v) + b =  0 +  b  -  b. De donde hay por lo menos un x tal 
que a  + x  = b.

Pero por el Teorema l- l hay a lo sumo un ta l x. Por tanto, hay exactamente uno.

Prueba de 1-3. Sea x = b -  a  y sea y  =  b + (- a ). Deseamos probar que x = y . Ahora
x + a  = h (por definición de b -  a) y

y  +  a  = [6  + ( - a ) ] + f l “ fc + [ ( - f l ) + f l ] = ó  + 0 =  í>

Por consiguiente, x + a  =  y  + a, y de aquí, por el Teorema 1-1, x = y.

Prueba de 1-4. Tenemos a + (- o ) = 0 por la definición de a. Pero esta ecuación nos dice 
que a  es el opuesto de —a. Esto  es, a  = — ( — a), como se quería.

E J E R C IC IO S  P R O P U E S T O S

1. Pruebe los Teoremas 1-5 a 1-15 usando los Axiomas I a 6 y los Teoremas l-l a 1-4

En los Ejercicios 2 a 10 pruebe las proposiciones dadas o cstablc/ca la validez de las igualdades. 
Puede usar los Axiomas I a 6 y los Teoremas l-l a 1-15.

2. - 0  =  0 .www.FreeLibros.org



3. r ' - i .
4. Cero no tiene inverso
5. - ( o  +  6) -  ~ a  -  b.
6. -< «  -  h) -  - a  ♦ b.
7. (a  -  i »  f  (fe -  c) •  a  —  e.
8. Si u *  0 y I» 4 0. entonces (ofc> ' = a 'fe*
7- - (a fe» = (-  o/fe) = <>1-fe)ufe¿0

10. (a bí - (e/Jí -  (ad -  fecfcfej v  h *  0 y J  4 0.

NUHCBOS «LCAUS | |

L O S  A X I O M A S  D E  O R D E N

Este grupo de axiomas tiene que ver con un concepto que establece un orden entre los números 
reales. Este orden nos permite hacer proposiciones acerca de un número real que es mayor o
menor que otro. Elegimos, para introducir las propiedades de orden como un conjunto de
axiomas, un nuevo concepto sin definir, llamado posiliiidad. y  luego definimos términos como 
menor que y mayor que en términos de positividad

Supondremos que existe un cierto subconjunto R ' c R .  llamado conjunto Je  los número* 
positivos, el cual satisface los siguientes tres axiomas de orden:

Axioma 7. Si x y  y  están en R  *. también estarán x  + y  y xy.
Axioma 8. Para cada número real x *  0 .o x e R* o  - x  c R *. pero no ambos
Axioma 9. 0 i  R  *

Ahora podemos definir los símbolos < . > . <;, ;>. llamados, respectivamente, menor que. 
mayor que. menor que o igual a y mayor que o igual a, como sigue:

x < y  significa que y  - x es positivo:
y > x significa que x  < y ;
x £  >• significa que o  x < y  o x  = y ;
y  í  x significa que x $  y.

A s i tenemos x > 0 si. y solo si. x es positivo. S i x < 0. decimos que x es negativo, si x i  0. 
decimos que x es no negativo. Un par de desigualdades simultáneas tales como x < y, y  < 
se escriben más brevemente x < y  < r ;  parecidas interpretaciones se dan a las desigualdades 
compuestas x £  y  < : .  x < y  < ;: y  x  <í y  £  z.

I>c los axiomas de orden podemos derivar todas las reglas usuales para operar con desigual
dades. Las más importantes están anotadas aqui como teoremas

Teorema 1-16. Ley de tricotomía. Para números reales arbitrarios a y  fe. exactamente una 
de las tres relaciones a  < h, h < a, u »  fe es válida.

Teorema 1-17. Ix y  de transitividad. S i a  < b y b < e. entonces a  < c.

Teorema 1-18. S i a  < h, entonces a  + c  < b + c.

Teorema 1-19. S i a  < b y h > 0. entonces ac < be.

Teorema 1-20. Si a  e 0. entonces a¡  >  0.

Teorema 1-21. I > 0.

Teorema 1-22. S i a < b y  e < 0. entonces tic > be.

Teorema 1-22. S i a < b. entonces - a  >  -fe. En  particular, si a  < 0. entonces - o  > 0.

Teorema 1-24. Si ab > 0. entonces ambos a  y  fe son positivos o  ambos son negativos. 

Teorema 1-25. S i a  < c y fe < d. entonces a  ♦ fe < c + d.www.FreeLibros.org



12 NUMEROS REALES

De nuevo probaremos solo unos pocos teoremas para indicar cómo pueden llevarse a 
cabo las demostraciones. Las pruebas de los otros se dejan como ejercicios.

Prueba de 1-16. Sea x » 6 - a S i x - 0 ,  entonces b - a  = a -  b = 0 , y d e  aquí, por el
Axioma 9. no podemos tener a  > b o  b > a.S\ x *  Q,c\ Axioma 8 nos dice que o x > 0 o x < 0.
pero no ambos; esto e s . o a < b o b < a .  pero no ambos. Por tanto, exactamente una de las 
tres relaciones, a = b. a  < b, b < a, es válida.

Prueba de 1-17. S i a < b y b < c, entonces b — a > 0 y  c — b > 0. Por el Axioma 7 podemos 
sumar para obtener (b -  a ) + (c  -  b) >  0. Esto es, c -  a  > 0, y, por ;anto. a  < c.

Prueba de 1-18. Sea x  *  a + c, y  «  b + c. Entonces y  -  x = b -  a. Pero b -  a  >  0 
porque a  < b. De aqui y  -  x > 0. y  esto significa que x < y.

Prueba de 1-/9. S i a  < b, entonces b -  a >  0. Si c >  0. entonces por el Axioma 7 podemos 
m ultiplicar c por (b — a) para obtener (b — a)c >  0. Pero (b — a)c = he — ac. De donde 
he — ac > 0, y esto significa que ac < he, como se afirmaba.

Prueba de 1-20. Si a > 0, entonces a  • a  > 0 por el Axioma 7. Si a < 0, entonces - a  > 0.
y  de aqui (- a ) • (- a ) > 0 por el Axioma 7. En  uno u otro caso tenemos a2 >  0.

Prueba de 1-21. Aplicar el Teorema 1-20 con a =  I.

EJER CICIOS P R O P U E S T O S
11. Pruebe los Teoremas 1-22 a 1-25 usando los teoremas anteriores y los Axiomas I a 9.

En los Ejercicios 2 a 10 pruebe las proposiciones dadas o establezca la validez de las desigualdades
dadas. Puede usar los Axiomas I a 9 y los Teoremas l-l a 1-25.

12. No hay número real x tal que x* + I  -  0.
13. \a sumo de dos números negativos es negativa.
14. Si a > 0. entonces l/a > 0; si a < 0. entonces 1/a < 0.

15. S i 0 < a < b. entonces 0 < b " ‘ < a
16. S i a  £  b  y b i  c, entonces a s e .

17. Si a £  b y b £  c, y a = c, entonces b = c.
18. Para lodo real ti y b tenemos a1 + b1 2 0. Si a y b no son ambos cero, entonces a2 + b1 > 0.
19. No hay un número real a tal que x £  a para todo real x.

20. Si x tiene la propiedad de que 0 £  x < h para todo número real positivo h, entonces x = 0.

V A L O R E S  A B S O L U T O S  Y  D E S I G U A L D A D  T R I A N G U L A R

Los cálculos con desigualdades son bastante frecuentes; son de especial importancia cuando 
tratan con la noción de valor absoluto. S i x es un número real, el valor absoluto de x es un nú
mero real no negativo designado por | x  | y  definido como sigue:

■ I = j x si x 2  0 
|  - x  si x < 0www.FreeLibros.org



NUMEROS REALES 13

Observe que - | x | S  x á  | x |. Cuando los números reales son representados geométricamente 
sobre un eje real, el número fx| se llama la distancia de x a  0. S i a  > 0 y si un punto x está situado 
entre - a y a .  entonces | x | está más cerca a 0 que a. La exposición analítica de este hecho se 
da por el siguiente teorema.

Teorema 1-26. Si a  ¿  0. entonces | x | <, a  si, y  solo si, -  a <, x £  a.

Prueba. Hay dos proposiciones para probar: la desigualdad |x | £  a  implica las dos des
igualdades - a  £  x <, a  e, inversamente, que - a  <, x S  a  implica | x | <, a.

Supongamos | x  | < a. Entonces tenemos - a  <, - |x |. Pero o x = |x | o x=» - |x |,
y de aquí - a S  — |x | ¿  x <£ |x | <, a  Esto prueba la primera proposición.

Para probar el reciproco suponemos —a 5-x ^  a. Entonces si x ¿  0 tenemos |x| — x <, a, 
mientras que si x <, 0 tenemos | x | = - x  £  a. En  uno u otro caso tenemos | x | <. a. y esto 
completa la prueba.

La Figura 1-1 ilustra el significado geométrico de este teorema.

Figura 1-1

Como consecuencia del Teorema 1-26. es fácil derivar una importante desigualdad que 
establece que el valor absoluto de una suma de dos números reales no puede exceder la suma 
de sus valores absolutos.

Teorema 1-27. Para números reales arbitrarios x y y  tenemos

|x  + y \ á  |x | + |y |

Nota. Esta propiedad se llama desigualdad triangular porque cuando se generaliza a vectores 
establece que la longitud de cualquier lado de un triángulo es menor que o igual a la suma de 
las longitudes de los otros dos lados.

Prueba. Añadiendo las desigualdades - | x | < x ¡S | x | y - |  y  | S  y  S  | y  |. obtenemos

—(I x  | + | y  |) 5  x + | x | + | y  |

y de aquí, por el Teorema 1-26, concluimos que | x + y | £ | x |  + |y |. S i tomamos x ** a -  c 
y y  -  c -  b, entonces x + y -  a -  6 y l a  desigualdad triangular se convierte en

|fl -  b\ á  |a —  c| +  |í» —  c|

Esta forma de la desigualdad triangular se usa a menudo en la práctica.
Usando la inducción matemática, podemos generalizar la desigualdad triangular como 

sigue.

Teorema 1-28, Para números reales arbitrarios a ,. a2, ...,a^  tenemos

www.FreeLibros.org



Prueba. Cuando n = 1 la desigualdad es trivial, y cuando n = 2 la desigualdad es triangular. 
Asumimos, entonces, que es verdadera para n números reales. Entonces para n + I números reales 
a x.a 2 a . . , ,  tenemos

I ak | -  | ¿  a» + a . . ,  | S |  + I | + | a . . ,  | -  " ¿  | « , |
4 - |  4 - 1  « m  I  4 - 1  « - I

Por tanto, el teorema es verdadero para n + I si es verdadero para n. Por inducción, es verdadero 
para cada entero positivo n.

E l siguiente teorema describe una importante desigualdad que se usa en conexión con el 
estudio de álgebra vectorial.

Teorema 1-29. 1.a desigualdad de Cauchy-Schwar/- Si a   a„ y h , b. son números
reales arbitrarios, tenemos

14 NUMÍAOS REALES

(I- I!

E l signo de igualdad es válido si, y solo si. hay un número real x  tal que akx  + /», = 0 para cada 
k = 1.2 n.

■
Prueba. Tenemos £  (akx + bk)2 ¿  0 para cada x real porque una suma de cuadrados no

4 - I
puede ser nunca negativa. Esto puede escribirse en la forma

Ax2 + 2Bx + C  ¿  0 (1-2)
donde

¿  =  ¿  B  = ¿  akhk. C  -  ¿  b¡ 
á - l  4 - 1  4-1

Queremos probar que B ! £  AC. S i A =  0. entonces cada ak =  0. y  B =  0 y  el resultado
es trivial. S i a *  0 podemos completar el cuadrado y escribir

Ax2 + 2Bx 4- C  -  A  (x  + £  )  + — ~  “  —

E l segundo miembro tiene su valor más pequeño cuando x = -  B/A. Haciendo x = -  B/A
en (1 -2) obtenemos B 2 £  AC. Esto prueba (1-1). E l lector debería verificar que el signo de igualdad
es válido si, y solo si, hay un x tal que akx + bk = 0 para lodo k.

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b le m a  1-1 Pruebe que s i O < a < / > = > a <  Ja b  < (a + b)/2 < b.

... . a + a a + b b + b ,
So lu c ió n . Si a < b => a = — j — < — j —  < -> — ** ”•

Si 0 < ti < =» a5 < ah=>a < yjáb. Además (ti -  b)2 > 0; por lanío.
a2 + b1 > lab ■> a2 + lab  + b2 > Aah =* (ti + b)2 > Aab ~  a ♦ b > 2 v tib

P r o b le m a  1-2 E l m áxim o de los números x y y  se representa por max (x, >•)< Así.
max ( -  I, 3) = 3. max (- 1 , - 4 ) -  -  I. Demuestre que

x  +  y  +  | * - « l  ■ x  +  y - \ y - x _www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Si x < y =» | y -  x | = y — x: por lanío. x + y  + | y - x | » x + y + y - x - 2 y .  que es 
2 max (x, y). Intercambiando *  con y se demuestra la fórmula cuando x y ; el mismo modelo de razona
miento sirve para min (x. y).

P r o b le m a  1-3 |Ja|)c (a c cntcra dc| númcro X = | + _ 1 + _ L  +  _ L  +  _ L
7 2  7 3  7 ?  7 5

S o lu c ió n . Sea [x j la parte entera del número x. Se tiene que [x ] £  x £ [x j -4- I. Como I £  I  < I.

0.7 5  y fíñ  < 0.8
0.5 S  J\ Ü  <0.6

  sumando se obtiene 3.1 < x < 3.4 [x l -  3.
0.5 S  v  1/4 £  0.5
0.4 5 yjTÍS < 0.5

P r o b le m a  1-4 Halle la  parle cnicra de v = 1 -I— = + —  + . . . +  —, -
n/2  J l  J \  000  000

S o lu c ió n . Estudiemos la suma I + *. + - 1  + ... *  — . Para esto es ncccsano demostrar las des
igualdades v/2 n/3 n'"

2yjñ~+l -  2y¡n < Myfñ < 2 y jh -  2 N n ^ T (I)

y Jn  + 1 > y/tu enton
an  + I  + v  n yjn + l + y/n

ccs 2v/ñ-*~T -  2^0 < 2/2y!n = l/v/n, lo cual demuestra la primera parte de ( I) ;  la otra parte es análoga. 
Si se hace n -  2.3,4 en (IK se obtiene

2 y / i  ~  2 y J 2  <  \ / y / 2  <  2 y / 2  ~  2

2n/4 -  V - ' < I//3 < 2yJ3 - 2yJ2 
2yJS ~  2y/4 < l/yj'Á < 2^4 -

l y  H  +  I  -  l y j n  <  I  / y j t l  <  2 y J  t i  2  J t l  -  I

sumando se obtiene 2yjn + I — 2̂  2 < -_ +
\'2

+ —”““7 + ... + —— < 2J n  -  2 ■» ly jn  +"l — 
y/3 V'/T

-  2 J2  + I < I + — - *  -4- + ... + ~  <
_  y/2 y j  3 v/n

< V "  -  I >21

Como 2̂ /2 < 3 y yjn + i  > yin, entonces (2) se convierte en

2yjñ — 2 < I  + l/N/2 + ... + 1 lyjn < \ lñ  -  I

Haciendo n = I 000 000 en (3). se obtiene

2 J\  ÓOÓ 'OOO -  2 < | + J -  + ... + -— <2^1 000 000- I 
^  v/5 s 1000000

O  1998 < y < 1999 .-. [y ] -  1998

(3)

P r o b le m a  1-5 Demuestre la desigualdad x ± 2 2  2 2  _ L
2 '  4  ' 6  * "  100 10 •

2 4 6 100
S o lu c ió n . Sea y  = y  j - y — ,0I 2 3 4 5-. Como _ < < 99 100

3 * 4  *  5 ' ~S 100 101
1 2  3 4 5 6■ -  J  J  U  7  7  i  W  ■-> x‘  < xy - — ---  “ ----  =» X <99 100
2 3 4 5 6 7 100 101 101 V  101

<0.1.

www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  1-4 Pruebe las desigualdades 

2 / ÍT + 1  -  Z jm  < — +
1 + —  + —^  < 2y f  -  lyfm -  T.

Jm  yfm  + I v/ñ
So lu c ió n . En las desigualdades I J n  + I -  Z jn  < < Z jn  -  Z jn  -~l.se hacen = m.m + I n

  . V "
\  m + I  -  Zjm  < —=  < Zjm  -  Zjm  -  I

yjlfl

Zjm  + 2 -  2Jm  + I < < Zjm  + I -  Zjm
Jm  + 1

Zjm  + 3 -  Zjm  + 2 <
v'rn + 2

< 2̂ /m + 2 -  2v/m + 1

2 Jn  + I -  \ ln  < - p  < 2^
\  n

-  V n  -  I

sumando 2̂ /n + 1 — Z jm  < ——  + -j=- < 2Jn  -  Zjm  -  r  
v n

P r o b le m a  1-7

yjm Jm  + 1

S i el producto de n números positivos es igual a 1, su suma no es menor
que n.

So lu c ió n . (Inducción.) (x, -  x2)2 £  0 •* xfxj ¿  2x,x,. Si x ,.x ¡ son positivos, al dividir esta última 
desigualdad por x ,X j se obtiene

(I)

Si xy = I. y = l/x. Haciendo x, -  x y x, = I en (I) se obtiene x + l/x £  2.
Suponga que el resultado es verdadero para n = k ¿  Z  Es decir, x, + x2 + ... + x, £  k si x ,x2 ...x , = I.
Sean x, > 0. x2 > 0 x, > 0. x , . , >0. Observe que si x,x2x , ... xt . ¡  = I. se presentan dos casos:

primero, x , -  x , = ... = x»t | ; segundo, algunos factores son diferentes.
En el primer caso lodos los términos son iguales a I y su suma es k + I. En el segundo caso, entre los tér

minos del producto x,x2 ... x*x». |. se encuentran factores mayores y menores que I.
Por ejemplo, sea x, < I y x»., > 1 => (x ,x ,.,»X iX , ... x, = I. Haciendo y , = x,x4. ,  se obtiene

y .x jx ,... x» = I y y , + x , + xs + ... + x, ü  *

Pero x, + xj + ... + xt + x»., -  (y, + x2 + ... + x.) + x * ., -  y , + x , £  *  + x ,., -  y , + x , =
= (*+  I) + x»,, - y ,  + x , -  I.

Como x, < 1 y x ,., > 1 => (xt t |  -  l ) ( l  -  x ,) > 0. de lo cual se sigue que
x, + x ¡ + ... + x, + x ,., £ ( * + ! )  + (x ,., -  l ) ( l  -  x ,) > k + I

P r o b le m a  1-8 auLS i x „  x , x , son números positivos —  + + ... +
X ]  X j  x m

+ -r- £  rt,y la igualdad se verifica solamente si x , = x2 = ... ■

So lu ció n . Como ... . í i  -  |. |a desigualdad es consecuencia del problema anterior.xi xf 
x , '  x.

E l signo de igualdad es válido solamente cuando I, es decir, si x , -  x2 -  ... -  x .

P r o b le m a  1-9 x2 + 2
Pruebe la desigualdad -■ -  > 2.

y/X* +  1www.FreeLibros.org



S o lu c ió n . x _+ * = ■ x  * ■ + — * —  ** Jx *  + I  +• ■■ ■ Como el producto de los tér-
+ I y/x T T l y/ iTT l  V n/ F  + I

minos de la derecha es igual a I. su suma no es menor que 2 La igualdad se verifica solamente si x = 0.
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P r o b le m a  1-10  prucbc quc ^  fl +  ^  ]Q ¿  ¿

So lución . Como loĝ  10 logl0 ii = 1 ** iog,„ a + log. 10 - log,0«  + logia (l/a) ¿  2.

P r o b le m a  1-11
Demuestre la desigualdad  ̂ ^  Jf *

S o lu c ió n . Como -r v—x  “  ~v ' y como V  • xJ ™ I ** —3 *  * ! ^ 2. y. por tanto, —r-J-—  £  Í-.— I  -  — . -  y como t -  '  x -  =  1 — j  +  x -  a  ¿  y. p o r  l a m o .  - ¡  í ,

' * *  2x

r °  eP l ?  I   Muestre que la media geométrica de números positivos no es mayor
que la media aritmética de los mismos números, positivos. Se obtiene la igualdad estricta en el 
caso de que todos los números no sean iguales.

■

S o lu ció n . Sea g  =  / * tXi  ... X. -> I ~g" "~g ° Xg~ 0^ ~q a  -̂omo Pr°duCtO

de n números positivos es I. entonces, por el Problema 1-8. su suma no es menor que n. es decir.

*1 + * L  + ... + i  ;> „  ^  a -  *1 +.* L ±  *  0
9 9 9 n

I-a igualdad se verifica solamente cuando ~ L  ■» = ... -  ~  = 1. es decir, x ,  = X j -  ... -  x. -  g.

P r o b le m a  1-13 Halle el paralelepípedo rectángulo de máximo volumen si la suma
de las tres dimensiones es dada.

S o lu ció n . Sea m ■ a + b + c la suma de las longitudes de los lados y V -  abe. Como

^ a *■ b + c m .. m*
V P  -  /abe <, j  —  “  T  *> 2 f

el signo de igualdad se obtiene cuando a = b = c = m¡3. es decir, cuando es un cubo.

P r o b le m a  1-14 Pruebe la desigualdad n ! < I  ) , n ¿  2.

S o lu c ió n . Por el Problema 1-12 se obtiene

. f r  ■ j r r r z - * < i-+ 1± >±^ ± ± - J i + i í " .  j l+ j .  „ <  ( i * l ) -

Definición E l número C . -  | ~ J se llama media exponencial de orden a de los nú
meros ai.flj. ....a . En particular, si a = 1 se obtiene la media aritmética de dichos números.

Si a = 2 se obtiene C , •*— ' j  . que se llama media cuadrática, y para a = — 1, e

C _, = ( 1̂— *-£>- —  " • — i m — ---- —----------—, que se llama media armónica.
'  "  1 —  +  —  +  . . .  +  —a, a, a.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  1-15 M uestre que si a ,, a 2 am son números positivos y a  < 0 < 0,
C , < g í  C ,.

S o lu c ió n . Como ... (f, < ::¿_±-gL elevando a la potencia y como —  < 0 se ob-

ücn. .  -  *  | < t a . ^ ± s )  '*  .  c .

Esto demuestra b  primera parte de b  desigualdad. La segunda parte es similar. Como consecuencia de 
lo anterior, b  media armónica C _ , no supera a b  medb geométrica C,.

P r o b l e m a  1-16 Pruebe que si a,, a ¡ , . . . .  a. son números positivos 

(a , + a2 +  ... + a j  (- J-  + ~  + ... + - J- ) S  n1.

S o lu c ió n . Como C _ , S  g S  C

a, flj

P r o b l e m a  1 -1 7  quc cua|quicr par de números positivos a ,b (a  ¿  b) se
tiene que fl + nb

Jo b ' < n + 1

S o lu c ió n , - y ,  .  - J r r o  <  «  +  »  +  »  +  •••+* .  S ± * .

P r o b l e m a  1-18 Pruebe que x . *  ( I  + \/nf y  zm =  ( I  -  \/nf son crecientes. 

S o lu c ió n . Sea a  = I. b = I + l/n, en el problema anterior, entonces

'i/i(i+iy< .»±* ,+■y \ n I  n - f l  n + I n + I

elevando a la potencia (n + I)  se obtiene

La segunda parte se demuestra en forma análoga.

P r o b l e m a  1-19 | Prucbe quc >t- »  ( |  + !/„)■*1 es decreciente, es decir, que y „  > y . , 

S o lu c ió n . =  (  I +  ± ) ’ "  -  (  2 - t J - ) " '* -  | '  7 T + T '  “ ™

r. crece -> y, decrece.

P r o b l e m a  1 -2 0  P ru c bc |a desigualdad na, a2 ... am £  a* + a"2 + ... + <£ con
a, > 0.a2 > 0 a„ > 0 .www.FreeLibros.org



S o lu c ió n . Como la media geométrica no excede a la media aritmética.

<1,11, ... o. = ... a". S  -^-+ “ 2 ^  + ~  -■» na,«¿ S  flj + a? + ... + «C

NUMEROS REAIES 19

P r o b le m a  1-21 Desigualdades relacionadas con ( I + x)1.
a) S i x £  — 1 y 0 < a  < I  =• ( I  + x f  S  I + ax. (I)
b) S i a < 0 o a > I  => ( I  + x)* > 1 + ax. (2)

La igualdad se obtiene en (1) y (2) si x = 0.

So lución , o) Suponga que a o  un número racional y 0 < a <  I. Si a -  m/n, m y »i enteros positivos.

I S » i < «  entonces ( I + xT -  ( I + x)* = N/(l + x r  l"‘ "  = JO  + x )(l + x )...(l + x)

( I + x) + |l + x) + ... + ( I + x) + I + I + ... + 1 = nj\ + x ) + n -  m n + mx _
n n '  n

-  I + x -  I + ax

Se utilizó la desigualdad C, £  C,. El signo de igualdad se obtiene cuando los factores del radical son 
iguales, es decir, cuando I + x -  I. x - 0. Si x /  0  (I + x f < I + xa. Ahora suponga que a es irracional 
y 0 < a < I.

Sean r „  r, r. una sucesión de racionales cuyo limite es a y 0 < r„ < I. De las desigualdades
( I + x>'- 5  I + r.x. x Z -  I. n = 1.2. 3 se sigue que

(I + x r -  lim <1 + x)'- £  lim I I  + r,x) -  I f  zx

La cual demuestra (I) para valores racionales de x Queda por demostrar que para x í  0 y  0 < » < I.
(1 + x r < 1 + ax.

Sea r tal que 0 < r < 1.(1 + x f — [( I + x|*"J': como 0 < a 'r < I. por lo demostrado anteriormente.
( I + x f  S  I + í / ' x .  Entonces (I + x f <. ( I + a/r xf.

Si x ¥» 0 •* ( I + a/r xY < I + ro jr x = I + ax. es decir. ( I + x f < I + ax.
b) Sea a > I. Si I + ax < 0. In desigualdad (2) es obvia porque el termino de la izquierda es positivo

y el de ti derecha negativo. Si I + ax ¿  0. a ¿  -  I. Por la primera parte se tiene que

( I + ax)1'* S  I + l/a ax -  I + x I + ax á  (I + x|'

Ahora sea a < 0. Si I + ax < 0, la desigualdad (2) es evidente. Si. por otra parte. 1 +- xx ¿  0. elija
un entero positivo n tal que la desigualdad -  — < I se verifique. Por la primera parle «  obtienen

I  - U . X  ¿ ' +  n

(la última desigualdad se justifica porque I ¿  1 — x JV

Al elevar a la potencia n se obtiene ( I + x f ¿  11 + -jj- *  )  2 l + n - ^ - x  = I +xx.  
Cuando x = 0 se obtiene la igualdad.

P r o b le m a  1-22 SJ flji  son núm eros positivos y a  < ¡t => C , <, Ct  y
C , = C , si a , -  a , -  ... -  a„.
S o lu ció n . Se demostró este problema (Problema I-I5I para el caso en que a y fl son de signos opuestos 
Ahora se va a demostrar el resultado en el caso de que a y fi son del mismo signo. Suponga que 0 < a < ¡i
y sea k = C, = (  -aL± _^ _± iS  J . Al dividir C, por k se obtiene

iwww.FreeLibros.org
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Haciendo d, -  (  d , -  ( * . ) ' ,  d. -  (  f  ) ’ *  £  -  (ü ^ ±  «  ±  - ± £ 1 )

c . „  , ( W * W ; - * W ) * .

(A)

= C, -  I : por tamo. * 1 + rfi  + v  + 4t. _  | _* ¿  ¿  + ... + rf .
l - ,  n

Sea d, = I + x,. d2 -  I + x2..d„ m I  + x„; al rcmpla/ar d, + d2 + ... + d. -  n se obtiene
x, + x2 + ... + X. = 0. Con fi/x > I,

<?;• - (I + x , f  ü  I + f f u x ,  \
é ?  => (I + x2j "  ̂  I + fi/xx, (  a, sumar + + + ¿  n + p/a{Xt + X] + + x J _  n

^ - l l i x / ^ l + í / » . ]  (2>

IX- ( I )  y |2) tenemos que ¿  | "  J  = I =* C, i  k = Cr

Observe que Cf  = k = Cr  análogamente cuando x( = x¡ = ... = x» = 0. En este caso, d, = d ¡ =
= ... = d. = I y. consecuentemente, a, - o, -  !.. -  a. -  fc Si los números a ,.a2 a . no son todos
iguales. Cí > C , S i : i < / f < 0 = » 0 <  fi/a < 1. Razonando como en el caso anterior se obtienen las desi
gualdades opuestas de (A) y (2).

Pero como fi < 0, entonces de la desigualdad

d ¡ -  +  d ¡ »  +  . . .  + < ■  <  ,  .  . S t  .  [ . ¡S L + JS L ,  . . .  c <  *  ,  _  c >

Nula. De este ejemplo se sigue que C . , £  C0 £  C, £  C¡.

P r o b le m a  1-23 Prucbc quc x2 + y2 + z2 £  12 si x +  y  + z -  6.

S o lu c ió n . Como la media aritmética no excede a la media cuadrática

* ± L ± ±  £  ( i i ± ¿ ± i Í ) ' U d c c „ . , -  +  , •  +  a  Ü i X Ü l i  1 2

P r o b le m a  1-24 Pruebe que si x, y, z son números positivos y  x 2 + y2 + z2 =  8.

entonces x 3 + y 3 + z3 £  ^ j/^ -

/ x* + tr* + 23 \,w I  xJ  + v1 + *J  V1'*
S o lu ció n . Como C2 S  C,. | 3 ~  I  S  ------ 3------  / ‘ Sc^“n cl Problcma anterior,

(  i í i f U L ) ' "  d e c i r . 2  , .  -  ,6 j/ |

P r o b le m a  1-25
Pruebe que para números positivos se tienen las siguientes desigual

dades :

(a, + a2 + ... + amf  <, t f~ l  (a*, + <f2 + ... + <£), a £  1 ( I)
(a , + a2 + ... + amT  Z  i f ' 1 (tft + a*2 + ... + a¡|), 0 < cr £  I  (2)

S o lu c ió n . S i «  > I .  C . -  (  °í + ^  • +  °»  ) ' "  £  ■l + ° l + - + ' V  -  C, -  CU.

(2) se demuestra de la misma manera.www.FreeLibros.org



NUMEROS REALES 2 1

P r o b l e m a  1 -2 6 Pruebe que si 0 > a  > — I,
(n +  \ r "  -

 . T i  <  *  <  ¡ T T 1

S o lu c ió n . Como 0  < x 4  I < I. por la desigualdad ( I 4 x r S  I + ax. se obtiene

Al multiplicar las desigualdades por rt* * 1 se obtiene

<n 4  I )* *1 < 4  (a + l)n * : (n — 1 >*'1 < n*‘ 1 — (a + I ) n*
lo cual implica las dos desigualdades del problema.

P r o b l e m a  1-27 Pruebe que si 0 > a  > — I =» +  --- - — —  < n f  + (m  + I)*a 4- I

. . .  +  r í "  <
n * ' -  (m -  l f

a  + 1

S o lu c ió n . En las desigualdades del problema anterior, sea n = m. m + I  n. Entonces

<m 4 I»'** -  ">'*• _ m‘ ”  -  (m -  I ) ' * 1
— r + a  <  m <  m

(m + 2 ) '* ' -  (m + I) '* *  _  . lv.  _ (m + i r “  -  m1*
I 4  a < (rn + I)* < I +  a

# + i -  < »r < , + a

al sumar se obtiene el resultado.

Por ejemplo, halle la parte entera de x = 4 * 4  — 4 , * —
^4 ^/5 4 1 0 0 0  000

Resp: [x j =14 996

P r o b l e m a  1-28 Pruebe que para n ¿ 3 s c  verifica la desigualdad > "  'J/n  +  I .

S o lu c ió n . Se demostró que (• + “ )  < f  w  j < e =  (n + I f  < en*.

Si n ¿  3 > r. entonces (n 4  l f  < en’ < 3/P S  nn" -  n" '.
■ 1 _________ ■_

Elevando a la potencia T T 7  x  obtiene J n  + \ < Jn .
r « n  4  i )

IP r o b l e m a  1-29 Pruebe la  desigualdad

S o lu c ió n . Como < f , y ( l + ñ )  > e x  ohlicnc ( ‘ + i  )  < e < (*  + ‘n’)

Tomando logaritmos, tenemos que

nln  ( l  4  A )  < l n e =  I  < (*. 4  Din ( l  4 | )  < In ( l  4 * )  < ±

P r o b l e m a  1-30 Pruebe las desigualdades

j C V < ,  +  ,  +  ,  + . .  + „ < J ^ p i . . > owww.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Como a > 0 =» a  + I > 1 y. consecuentemente.

( , + ± r > 1 + i ^

al multiplicar por n '"  se obtiene

(n + I )1 * ' > n' ** + ( I + a)n* 
(n -  I )1 ** >  n“ * -  (I  +  a )« '

_  (n _  < (n + ¡ f - -  „•••
I + a

Al escribir las desigualdades para n l. 2. 3 ft. tenemos que

1I + a I +  a
2‘ — I 3‘ ** -  2' * '
'I +a < 2 <

_  | ) ' * «  („  + l»**'  -  /i'**
i + a  < n < r + n r

S u m a n d o :  <  i + 2 * + 3 * + . . . + n *  <  -

E J E R C I C IO S  P R O P U E S T O S

2 1 . Halle el conjunto solución de:
u) xa - 3x + 2 < 0. Resp.: a . 2)
h) (x -  a) (x -  b){x - c) > 0. a < b < c. Resp.; (a b) y (c. x )
c) I 1 -  x 1 -  x  i  0. Resp.: ]- -x. 1/2]

J ) T T T * 0' Resp.: ( - X .  --\a\). (1 a  1. x)

Incluya el punto x = a en el intervalo apropiado cuando a *  0.

e) 1 x + Í | S 6 . Resp.: (3 -  n/8. 3 + v% < - 3 - V*. -3  + v'§)

J ) sen x £  v,~-. 1 u|
» + 2nx. r  + 2nn\.n - 0. ±1. ±2. + ...

22. Pruebe que dado a ¿  0  y x > 0 =» ^  ¿  ¿Para qué valor ^  X “  cump,c la >Sualdad?

23. Pruebe que s i a S « s l )  *■* I x | <; | a I + | H-

24. La media armónica 4 de dos números a, b se define como ^  +

Pruebe que la media armónica 4 no excede la media geométrica, es decir. £ £  jab . ¿Cuándo son iguales?

25. Pruebe las siguientes desigualdades:
a) x* + yx + y1 2: 0.
b) xla + xlm- 'y  + ... + y2m >. 0 .
e> x4 -  3xJ + 4xa -  3x + 1 £  0.
¿Cuándo se tiene igualdad?

Indicación, a) x¡ + xy + y2 ■* (x  + y j  + igualdad si x *  y  »  0. 
h) Xa- + Xa- * y  + ... + y 1’  = (Xa-*1 -  y1-* >l/(x -  y) -  <2/i + I)  xa-.

c> x4 -  3xJ + 4xa -  3x + I  -  (xa -  x + I ) (xa -  2x + I) -  J | x  -  y ) *  + *  J  (x -  1)J .www.FreeLibros.org



24. Pruebe que | x -  a, | + | x -  a2 | + | x -  a2 | ¿  a , -  a,, con a, < a , < a,. ¿Para que valores de x 
se verifica la igualdad?
a) Halle el valor máximo de y para todo x. tal que |x -  u,| + |x - a 2| + |x -  a,| + ... + |x - u„| ¿

¿  y, a , < a ¡ < a ¡ < ... < ar  ¿En qué condiciones hay igualdad?
b) Si r  es par, n = 2m *> y  = (u. + a ._ , + ... + am. ,| — (ci, + ... + tí,), la desigualdad se verifica

si a . S  x S  Cuando n es impar, n -  2/n — I. y » (a. + a ._ , + ... + am.  ,) -  (a, + ... + am. ,|
y se tiene igualdad si x - am

27. Muestre que las siguientes desigualdades son verdaderas si a. b y c son positivos:
a) a2 + b1 + c* £  ah + be + ca
b) (a + b)(b + c) <c 4 a) ¿  8abe.
c) a2b2 + b2c2 + c2a2 £  abe (a + b + c).
Indicación, a) Sume: a2 + b2 ¿  2ab\ b2 + c2 ¿  2bc; c2 4- a2 ¿  2ac.
b) Multiplique: a + b ¿  2Jab\ h + c ¿  ljb c \  c + a £  \ícá .
c) Sume tres desigualdades del tipo a2b3 + b2c1 ¿  2b2ac.

28. Suponga que los números x,xJtX3 y u„(i.*: = 1.2,3)son todos positivos y quea,, £ M  y xf 4-x2 4-x j £  I. 
Pruebe que a ,,x } + al2x,x2 + ... + a „x j £  3M.
Indicación. Observe que a, ,xj  + 012* 1*2 4 ••• + ajxj  £  M (x] + xj  + x j) + 2M(x,xJ 4- X jX , + 
+ *»*i )y aplique la desigualdad de Cauchy a los números (x,. x2. x3)y  (x2. x,. x,).

29. Pruebe la siguiente desigualdad y dé su interpretación geométrica para n £  3:

-  btf  + ... 4 (a. -  b j2 £  M  4  ... 4 a*) + J(b 2 4  ... 4 b¡)

Indicación. Eleve ambos lados al cuadrado y emplee la desigualdad de Cauchy. Para el triángulo con
vértices 0 ■ (0 0X A -  (a,. a , a j  B  = (6 ,. b¡ b j  la suma de los lados O A  y Otí del triángulo
es mayor que o igual al tercer lado.

30. Pruebe c interprete geométricamente para n £  3.

>/í<ii + 6 , + ... + z,)J + ... + (a. 4  6,  + ... 4  z.)1 £  J a 2 4  ... 4 a ¿ + J b 2, + ... + 6'  + ... + J z 1, + ... + z2 

Indicación. Elevando al cuadrado y aplicando la desigualdad de Cauchy se obtiene:

[|a, 4 bt)2 4  (c2 + b2)2 4 ... -4- (a. + 5  Ja \  + ••• + ^  + v/*T+~ •”  + ^

Entonces ((a, + 6 , + c,>* + ... + (a . +6.  + c.)2} ,rt = {[(a , 4- ht) + c ,]*  + ... + [(a. + fe.) + c .]J ¡ •" £
5  [(a, + f>,)2 + — + (n. + b j2] 112 + J c l  4  ... 4  c í.

E l resultado general se obtiene aplicando este esquema.
Para los puntosO = (0.0......0),A = (a ,.tí2.a jX fl -  (a, + b ,.a2 4  b2.a , + b2\ Z  = (a, + b, +

+ ... z „  a2 + b¡ + ... z2, a. + bm + ... + z.X la desigualdad significa que el segmento 07. es más 
corto que la poligonal que une los puntos O. A. B  Z.

31. Muestre que la media geométrica de n números positivos no es mayor que la media aritmética, es decir.
si a, > 0. / -  I. I  n. entonces Ja ,a 2 a . £ — (a, + a2 + ... + a.).n
Indicación. Sea a  -  v/fl|d2 a, y suponga que a, £  u2 £  ... £  a . Remplace a. por a y a, por
a,aja, de manera que la media geométrica de las n cantidades no cambie. Se tiene que a, £  a £  o. y.
por tanto,
„■ + a ; ,  «  + JÜ 3 l .  S lí .  .  + tU ^ íL

Asi. el efecto dd remplazo es dejar invariable la media geométrica sm aumentar la media aritmética. 
Repita el proceso hasta que todos los valores a, se hayan remplazado por a. de donde se obtiene la con- 
clusión.

NUMEROS REALES 23
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Indicación. Por inducción, si n = I se tiene que 2(v 2 - I) < 1 < 2. 
Si el resultado es verdadero para n entonces

24 NUMEROS REALES

2Un *  I -  1) + '■—  < " ¿ ' A r  K  2J n + “ W -  Pcro V "  + > + - A r Jvn + I *-i yfk v" + 1 vn +

2(¡i +j /2) _  -  v ^ + 2
v n + I v'n + I v "  + 1

  **1 I
Entonces + 2 - I) < £  —

I I

I 2>|n + 1> +1 V<" + 1/2? +1 2(n -fr I ) r _^
Por otra parte. 2 jñ  + —  ---- = = --- < --------------- *  ” ,~ z T  "

v n + I  s/n ♦ I v »  + 1 V "  + 1
* 1 I .-----

••• Z  - r f  < 2 V " + 1 
*« i V*

x* + y- / x + y \’
33. Pruebe que para x. y > 0. —  --  £  I  —  —  I

Interprete el resultado geométricamente en términos del grafo de x*.

Indicación. Para n -  I. U desigualdad se verifica. Si la desigualdad es verdadera para n - k. entonces

Observe que (x - »■)(/ -  x*) ;* 0 y x“ ' + y**1 £  x /  + yx*.
Aplicando este resultado se obtiene la conclusión deseada. El punto medio de la cuerda que une 

los puntos del grafo está por encima del grafo.

34. Si u, 2  n , £  ... 2  a . y b ,Z b 2 ¿  ... ¿  h„ pruebe que n ¿a /» , £  | Í> . J  (l'■ • J-

Indicación. Como (a, -  u(| (b, -  b,) 7> 0 se tiene que

0 S  ¿  ¿  (a, -  a m  - M  S  ¿  ¿  í(a.ó( + <«A) -  {a,b, *  b f lj) £  2n ¿  «A  -  2 Í  ¿  o.) ( Z  M
.- 1,-1  i- i i-1 *-• V “ * I  v  /

10- I
35. Muestre que 1,998 < X  " " F  <> I-999-

i V "

£  1 . 1 1Indicación. Recuerde que 2. “ -  "  1 + —V + — +
i v'n ' J 2 v  lu

Utilice la desigualdad 7{Jn  +T - v ñ) < -  < 2^/n - N/n -  I)  n = 1,2,3. ...
v'n

36. Determine d  número máximo de partes en que n rectas dividen al plano. Muestre que d máximo ocurre 
cuando dos rectas no son paralelas y tres no se cortan en un punto común Determine el numero de 
partes cuando se permite la concurrencia y el paralelismo
Indicación. Sea el número máximo de partes en que n rectas dividen al plano Considerando la recta 
n + 1, esta recta divide cada región que la contiene en dos parles. Entonces Á .., -  k. + <n + I) si 
la recta n i  I no es paralela a ninguna de las rectas anteriores. Por inducción se sigue que

/„ -  (nJ + n -f 2)www.FreeLibros.org
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Para cada par de recias p ara le las.se  reduce en I. porque se elimina un cruce. Si hay k familias de rectas 
paralelas con p „ p „  .... p, recias en las respectivas familias, entonces 2.  se reduce en

£  4 -PÁP, -  1>i . i  í

Análogamente, ñ  una recta corta la intersección de dos rectas, el número de regiones cruzadas se reduce
en I. S i suponemos que j  familias de rectas concurren con c „  c ¡ c, rectas, en las respectivas familias.
entonces Á. se reduce en

¿  i ( c , -  D ( c . - 2)
*•1 *

Asi. en general, el número de regiones que forman en rectas es

> •  + n + 2) -  ¿  -  ¿  ‘ le, -  l|(c . -  2)

37. Pruebe cada una de las siguientes propiedades de los valores absolutos:
a) | x | = 0  si, y solo si. x -  0. f )  I xy I = I x I I  y  I.
b) I — x I  = I x L g) |x/y| -  I x | / 1 > | si >• /  0.
c) I x - y l - l y - x l .  h) I x — y  I 5  I x I + I y  I.
d) I x l *  - x * . i) Ix l -  l y l  S  lx  -  y !
e) 1x 1 = V ? .  i )  11x I — I y 11 S  lx  — yL

38. Cada desigualdad (a j es equivalente a exactamente una desigualdad <6,). Por ejemplo, I x | < 3 si. y solo si.
-3  < x < 3. y. por tanto, (a ,) es equivalente i i (hj). Determine todos los pares equivalentes:

la ,) 1 x 1 < 3. (6.) 4 < x < 6.
la ,) Ix  -  1 1 < 3. (*>,) -3  < x < 3.
la ,) 13 -  2x 1 < 1. <*>,) x > 3 o x < -1 .
la*) 1 1 + 2x i  £  1. <ó*> x > 2.
(a,) lx  -  1 1> 2. <*>,) -2  < x < 4.
<a6> lx  + 21 £  5. |ó6> - v'3 S i í - I  o 1 S  x í  73.
<aT) 15 -  x- ■1 < 1. (¿ 7) 1 < x < 2.
la .) Ix  -  51 < 1 x + 1 |. <bB) x i  - 7  o x £  3.

la ,) |x2 - 2 1 ^  «• íb9) ; < , < i

l a ,o ) x  <  x J  - - 12 <  4x . (fc.o) - 1 S X S O .

39. Determine en cada caso la verdad o falsedad, dando razón de su decisión:

a) x < 5 implica I x I < 5.
b) I x -  5 I < 2 implica 3 < x < 7.
c) I I  + 3x I <. I  implica x £  -2/3.
d) No hay un x real para el cual I x -  I  I  = I x -  2 1.
e) Para cada x > 0 hay un y  > 0. tal que I 2x + y  I -  5.

40. Demuestre que el signo de igualdad es válido en la desigualdad Cauchy-Schwarz st. y solo si, hay un 
número real x. tal que a4x + bt = 0 para cada *  = 1. 2..... n.

A L G E B R A  D E  L O S  V A L O R E S  A B S O L U T O S

1. | ab  | = | a  11 b |.

2. | a/b | = • | a  |/1 fe |.

3.

4. \a -  b\ = \b -  a\.www.FreeLibros.org
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5. | <1 + b I = | a  | + | h I si ab  &  0.

6. | a  -  /> | = | a  — c |  + | c - b | s i a : S c £ 6 = » c - a ¿ 0 .  b - e > 0 o b £ c £ a .

7. \ a * \ - a 2.

8. J a *  -  M -

9. \a ±  b\ < \ a \  + \b\.

10. | o - f c | ^ | a - c |  + | c - f e | .

11. | a  | á  I a  —  c  | +  |c|.

12. |a  +  6 | 2 | a | - l H .

13. \a + b \ * \ \ a \ - \ b \ \ .

14. | ¿> -  a  | < r  | a  | =»• | b \ >  (1 -  r)| a  |. 0  < r  < I.

D E M O S T R A C I O N E S

a h ab la l 1*1 la l 1*1 |ai>|

Caso 1 <> 0 i> o Ü 0 a b ab ab

Caso 2 ü  o S  0 5  0 a -h - ah — ab

Caso 3 S  0 á  0 2 :0 —a -b ab ab

Caso 4 s  o *  0 <: o —a h -ab — ab

a —a Ia) \-a\

¿  0 <¡ 0 a - (- a ) = a

¿  0 i  0 —a —a

5. Fácil, porque ab ¿  0  a  ¿ 0 y f r ? r 0 o u s 0 y b  SO .

6. Se demuesira a  partir de 5 haciendo | o - h |  = |<i-/> + c -  c |. Com o c  -  a £  0 
y  íi — c  2  0, | a — b +  c  — c| =  |a  —  c |  +  |c —  6  j .

a a1 |fl2l -  la l |a|

¿  0 ¡> 0 a  • a  — a1

i  0 &  0 ( —a) • ( — a) -  a ¡

8. M ostrando que 8 se sigue de | a  |2 =  a2 y  | a  | £  0.

J a 1 =  | a  | => a2 =  \ a  \2www.FreeLibros.org
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9. la  ± b\ £ |a |  + |.fe |.

a 6 |a| 1*1 | u  +  6| l - l  +  1*1

*  0 *  o a 6 a +  6 a +  6

2 ¡  0 £  0 a - 6
- ( «  +  6 )  

a +  6
a -  6

£  0 2  0 —a 6
- (a  +  6 )  

a + 6
- a  + 6

s  o s  o -a - 6 - ( a  +  6 ) - ( a  +  6 )

a S  0. b  ¿  0
a + 6 >  0 | - 3  + 5| =  2 - (- 3 )  + 5 = 8
a + b <  0 I -3  + 2 | =  I - (- 3 )  + 2 = 5

10. a  — b = a  — b + c  — c = (a  — c) + (c  — b) => |a — 6| = |(a -  c) + (c  -  6)| <, 
< |a  -  c\ + |c -  6|.

11. a  = a  + c -  c = >| a |  = | a - c  + c | 5 | a  — c |  + |c| .

12. Tomamos | a | 5 | a - 6 |  + | 6 | ^ > | a | - | 6 | s | a - 6 | .  Com o es válida para 
cualquier a  y  b. es válida en particular para -6 .

^ ■ | a | - | - 6 | á | a - ( - 6 ) |  = | a  + 6|

=> I a  | -  \b | á  | a  +  6|

Las otras dos demostraciones se dejan como ejercicio.

E J E R C IC IO S  P R O P U E S T O S

41. Pruebe que para c > 0. | a | < c «  - c  < a < c.
Demostración. Caso I. a  ^  0 lo l = -  a |a| < r  ■* -  a  < c -  c < a.

Pero a S O y c > O a ( i < f : < i S O  si | a | < c - * - c < ü < c

Caso 2. j > 0 y c > 0 y l a l < r > * ( i < f »  - c  < a  < c.
En cualquier caso, a < r  y —c < a o  - a < c  »  | u | < f .

42. Pruebe Ia  + 6 l ¿ | | < r l - l 6 l l  usando el ejercicio anterior.
Demostración. Como la l — I f c l r S l a T á l  *■» - 1 a + 6 1 | a  | — 16 1 S  I a  — 6 1:
-* tal  — 16 1 £  I a — 6 1 y 161 — I a | £  16 — a I.
=> — lo  — fcI £  I aI  — 16 1 ¡s I a -  6 1 -* (por el ejercicio anterior) l l a l  — 16 11 £  I a -  6 1.

También la l — | 6 | £ | a  + 6l  y 161 — I a  I £  I a + 6 1.
-* - | a  + 6 | £ | a | - | 6 | ¿ | a  + 6 |

43. Demuestre la desigualdad triangular usando el Ejercicio 41.

— |a| S i i S  l ü l ;  - |6 | S i S  I6|»> (sumando)
—(IoI + |6|) á  la + 6) s  lu í + |6 1www.FreeLibros.org



44. Muestre que la + 6 + c| S  la l +  |6| + lc|.
45. Pruebe q u e | a ± M S | a |  + | 6 l < * l a | - | f c | S | a  + H

46. \b — al < r|a | ** IM  > ( I — r) I a | . 0 < r <  I.
Demostración. r | a | > | A - a ( > | a |  —|fc| *» IM > lat ( l  -  r).

P R O X I M I D A D

Se va a estudiar la proximidad de parejas de números reales y después la proximidad de parejas 
de funciones, parejas de conjuntos, parejas de curvas, etc.

Considere la  siguiente situación: ¿Cuál es la proximidad que existe entre I. 4 y ^'2?
Se puede contestar: a) una décim a; b) 0.05; c) 0.015; d) 0.0145. ¿Cuál es la respuesta co

rrecta? Todas son correctas, todo depende de la precisión que se quiera dar.
Dados dos números, digamos J 2  y s/3, en el estudio de limites es importante saber cómo 

se resuelven los siguientes problemas:
1. ¿Hasta qué extensión la función prescrita (suma de funciones, o resta de funciones, o 

producto de funciones, o cociente de funciones) propaga el error inducido por la aproximación?
Por ejemplo, si 1,4 y 1,7 son aproximaciones de v  2 y v'3. ¿con qué aproximación se ob

tienen 1.4 + 1,7 de v/2 + J  3 o (1.4) (1.7) de J 2  J3 .  etc?
2. Dada una función, ¿cómo deben ser las aproximaciones de los números dados para 

que los valores funcionales de las aproximaciones estén dentro de determinada aproximación, 
dada de antemano, de los valores funcionales de los números dados?

Por ejemplo, si x y  y  son dos aproximaciones de y f i y  yJ3 (por ejemplo. 1.4; 1,71, ...). 
¿a qué proximidad debe estar x de ^ 2  y y  de ^ 5  para que x + y  esté, digamos, a  0.01 
de yj2 + J3 1

Las Figuras 1-2 y 1-3 ilustran geométricamente lo que plantean estos dos problemas.

28 NUMEROS REALES

En el estudio del concepto de lím ite e es sinónimo de error y 6 sinónimo de desviación. 
En el estudio fundamental del concepto de lim ite va implicado un proceso clave, y es: 

dado un e. hallar el 6 correspondiente.
Los problemas que se resuelven a continuación dan la respuesta analítica a los dos pro

blemas que se han planteado.www.FreeLibros.org



P R O B LE M A S  R E S U E L T O S
P r o x im id a d  d e  s u m a s

NUMEROS REALES

P r o b le m a  1-31 Según la desigualdad triangular muestre que 

|(x +  y )  -  (a +  b)\ S  |x -  a| +  | y  -  6|

S o lu ció n . |(x -f v) -  (a + 6)| »  |(x -  a) + (y -  6)1 £  |x -  a l + ly  -  6|.

P r o b le m a  1-32 D j s c u | a  , a  proximidad dc ( , <4 + \ j ) a{yf2  + J 3 )  si 11.4 -  s/2\ <

< 0,05 y | 1.7 -  n/3 | < 0.05 son las deviaciones.

S o lu ció n . 1(1.4 +  1.7» -  Q2  +  /3)l -  1(1.4 -  J2 )  + (1.7 -  v'1)| S  11.4 -  ’yfti + 11.7 -  v/31 <  0.05 +  
+ 0.05 -  0.1,

P r o b le m a  1-33 Utilice el Problema 1-31 para determinar una desviación común ó.
para |x  -  ^21 y |y  -  V;3 I ,a l |(x  + y ) -  Q 2  + v'3 )l < 0.0005.

S o lu ció n . I(x + y) -  { J i  + ^3)1 -  l(x - J2 ) + (y -  ,/3>l *  |x -  >fi\ + l> -  < 0-0005.

|x 0.00025 = 6

y
|y -  ,/3| < -  0.00025 - A

P r o b le m a  1-34 Si 11,4 -  y/21 < 0,05 determine un error para 15(1.4) -  5,/2|.

S o lu ció n . 15(1.4) -  V 2 ! -  15(1.4 -  ^2)1 = |5| 11.4 -  yji\ -  5 11.4 -  J Í \  < «• « -  5 • 0.05 - 0.25. 

P r o x im id a d  d e  p ro d u c to s

P r o b le m a  1-35 Demuestre las siguientes deigualdades:

a) \xy -  ab\ <¿\x\\y -  b\ + \b\\x -  a\.
b)  |xy -  ab| <  (|x -  a| +  |a|) - |y -  6| +  |6| |x -  a|.
c )  |xy -  ab\ <, (1 + |a|) |y -  ¿>| + |6| |x -  a| si |x -  fl| < I.

S o lu ció n , a) xy -  ab -  xy xb 4 x6 -  ab -  x(y -  6) + fc(x -  a) |xy - o6| -  |x(y -  6) + 
+ Mx -  <i)| i  |x(y -  6)1 + |6(x -  a)l = |x| |y -  6| + |6| |x -  a|.

6) Para demostrar esta desigualdad remplazamos a |x| por |x -  al + lal en ti), porque x = (x -  a) + a 
da |x| < Ix -  a| + |a|.

c) Si suponemos que |x - <i| < 1 en 6) se obtiene Ixy - a6 | £  (1 + la|)|y -  6| + |6 ||x -  a|.

P r o b le m a  1-36 Discuta la proxim idad dc ( l.4)( 1.7) a  J2 . y j l  si 11.4 -  ^ 1  < 0,05 y 
| 1,7 -  ^ 3 1 < 0.05 ^  I ( 1.4)( 1.7) -  4 2  7 3 | < e.

S o lu ció n . I./2V3 -  (1.4)(1.7)| = -  1.7) + \,7{J2 -  1.4)1 ¿  (Uj2 -  l.4| + |l4 |)|>/3 -  l.7| +
+ 11.71 \J2 -  1.41 < (0,05 f  1.4)0.05 + 1.7-0.05 = 0.1575.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  1-37
• Determ ine y  S2. tales que

|x —  yJÍ\  <  <5, y  |y  -  ^ 3 1  <  ó2 => |xy -  ^2^/31 <  0.01 

S o lu c ió n . Por la desigualdad c) del Problema 1-35 se iicne

I*y  -  V M l  ^  O + V 2) ly  -  s/31 + 7 3 ix -  7 2 1 « |x -  721 < 1 s  
s  3 |y -  751 + 2 lx -  721 si |x -  721 < I

porque 7 2  < 2 y 7 3  < 2.

I  3 | y _ 7 3 | < ^  ^  , y - 7 3 1  <  p i 
cóm e 3|y —  73| +  2|x -  721 <  0.01 ^  {  y

/ 2 | x - 7 2 K ^ ^ . x - 7 2 . < 5 f

~  I x y  -  7 2 7 3 1  <  0*01 *  U  -  7 2 1  <  I 

Observe que |x - v '2| < =- |x -  721 < 1. es decir, se cumple la condición «si |x -  721 < I».

P r o b le m a  1-38
Determine 5, y  62, tales que 

|x -  J 2 1 < ó, y  |y  -  ^31 < b2 =» |xy -  < r e d a d o

S o lu c ió n . Por el problema anterior se obtiene

( lx  -  75 ! < - i )
{  y / =» l*y -  7 V 3 i < e si ix -  721  < 1

Ahora |x -  721 < no cumple la condición lx - 7^1 < I si. por ejemplo, c -  5.

Sin embargo. |x -  v/2| < mínimo ( l ,  -J-J =» lx -  72| < I y |x -  7 ¿| < -J-.

Por tanto. |x -  72| < min ( l. 4 )  )
y > ixy - 72731  < t
|y - 7 3 |< 4 -  \

P r o b l e m a  1 -3 9  , _  c e -
Resuelva para 5¡ y ó2 si c es dado:

|x2 -  4| <  ó, y  |x3 -  8| <  S 2 ^  |x* -  32| <  c

S o lu c ió n . |x* • x* -  4 • 81 £  5|x* - 81 + 8 |x2 -  41 si |x* -  4| < I con x2. x\ 4 y 8 por x. y. a  y b 
en la desigualdad c) del Problema 1-35.

Para que ve cumpla la desigualdad |x* -  4| < I se debe tomar a |xJ -  4! < min (* .7 5 )- 

Por tanto, ó, = min ('• T ó ) ¿ > --m

P r o x im id a d  d e  s u m a s  y  p r o d u c t o s  d e  fu n c io n e s  t r i g o n o m é t r ic a s

Discuta la proximidad de sen x • eos y  a sen a • eos b y la de sen x a  sen a
P r o b l e m a  1-40

y eos y  a eos a.

S o lu c ió n . |scn x -  sen a| £  |x -  n|. según la Figura 1-4.www.FreeLibros.org
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Análogo para Icos y — eos fc| < |y -  6|.
Ahora: |sen x eos y — sen a eos />| = Isen x(cos y -  eos b) + eos fe(scn x - sen a)| ^ 

£ Isen x| Icos y -  eos hl + Icos ft| Isen x -  sen a| £
£ I Icos y  — eos b\ + I |scn x -  sen a\
£  I  | y - 6 | +  l|x -  4

P r o b l e m a  1-41

y C  reales dados.
Discuta la proximidad de A  sen (flx  + C ) a  A  sen (Ba  + C ) con A , B

S o lu c ió n . \A sen IBx + C) -  A sen (Ba + C)| = M I Isen IBx + C) -  sen (Ba + C)| £ 
5  Ml l fBx +  C) -  (Ba +  C)| =  M I I B I I x  -  al

P r o b l e m a  1-42 Discuta la  proximidad de sen2 2x a  sen2 2a, a  fijo.

S o lu c ió n . Isen* 2x -  sen* 2a| -  |(scn 2x + sen 2a) (sen 2x -  sen 2a)| -
= Isen 2x + sen 2a| Isen 2x -  sen 2al £
£ (Isen 2x1 + Isen 2a|) Isen 2x -  sen 2a| 5 
£  2l2x -  2al = 4|x - al

P r o x im id a d  d e  in v e rs o s

P r o b l e m a  1-43
Muestre que si x. a  e  R  - ] - U [  «*■ I ~  I £  |x -  a|.

S o lu c ió n , ¡ i -  ^ l - l lx -  al 
Ixal

Como x.a e R -  ] -  I. If  => |x| ;> I y lal ¿  I .-. |xa| ¿  I. por tanto, £

P r o b l e m a  1-44 Discuta la proximidad de —  a  con x > 1.
X  v -

S o lu c ió n . Comov/2 > I.

Por ejemplo.

~ r r l 5  lx — V' 2I si x & I.
x V  2 |

Los errores sirven como desviaciones, y viceversa.

1 * < 0.05 porque I 1,4 -  ,/2| < 0,05.
1.4 J2  

Análogamente. 11,41 -  ^21 < 0,005 => f— - -  0.005.
I y/2 I

El siguiente problema ayuda a manejar los inversos de los números menores que I.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  1-45 Discuta la proximidad a

so lución . ly-ihWnír1* "01
E l objetivo es mostrar un número M  tal que I y  ~ ^  j 5 M |x - al.

Se busca m ^  0 tal que |x| S- m -  S  - jjjp

Por ( I )  se elige M  -  - ~ y . Si x se restringe a | ̂  -» |x -  a l < -y- <• |x| > -y-
caso particular de |fr -  a| < r |a| |b| > ( I -  r) |a|. 0 < r < I :

'*  -  a l  •= J T  ~  IxTiáT I* -  «I < i a r l *  -  «I

(2) satisface el objetivo original porque M  »  sirve.

De (l| y (2) y la transitividad de < se obtiene

,x _ fl| < J ‘ L _ | ± - - I | < - f¿ r |x - a |

De |x -  a l < ~  y |x -  a| < => | y  -  ~  |< i. Por tanto, si

¿  = min - I I - | | < «

Para ilustrar (3) se tienen los siguientes casos especiales:

/ I c \ l l  I
“ U ' T f )  " M *  “ Tx -  -j-1 < min | -¿-. -¿¿r | -» I r  -  T  I < '

|x -  (-0.5)1 < mm <0.25. 0.125*) ~  l-J- -(-2)1 <e

P r o b le m a  1-46 Discuta la proximidad de y  a  y ,  a  y b fijos.

Wx -  ü) + aib
S o lu c ió n . « - £ >  +  - ^ 2 »  .  | i  -  « I .  | ^ j -

s  fi Jó l l . - . l  +  M I r - t l  .  ó,  s  J | t

- 61 * T  -  -  Ü  s  W 1* -  + ■ líF1" • H
de donde

161* e(•) \y-  b\<

|x -  a| < — j
4|a|
\b\r.

. que es un

( 2 )

(3)

www.FreeLibros.org



S i 6, = -̂ 4—  y  b¡ = min { M . J£ L í- )  y  por la relación ( . )  se licne

|x -  a| < 6, y  \y -  b\ < => | j  -  -Jj- | < e

E J E R C I C IO S  P R O P U E S T O S

47. Verifique que |(x + y  + z) -  (a + b + c)| S  \x -  a| + \y -  b\ + \z -  c\.

48. Discuta la proximidad de 3.14 + 1,73 a n + ^/3.

49. Verifique que| ¿epe, -  Y  efi, I S ¿ k i l  l* i -  a,\.
I i T  I i

50. Halle una desviación b que verifique:

a) |x -  y/2\ < 6 -  |7x -  7^21 < 0.03.
b )  | x  -  V i l  < b  ~  \ J 2 x  -  V 2 V 3 I  <  0 .0 1 .

51. Resuelva para ó suponiendo que r. es dado:

a) \x -  a\ < b  y |y -  6| < b •» |(3x + 4y) -  (3a + 4ó)| < c.
b) |x -  a\ < Ó y |y -  fr| < 6 y \z -  c| < 6 |(2x + 3y + 4z) -  {2a + 3b + 4r)|

52. Halle b, y b2 para que se verifique

|x -  y/2\ < ó, y |y -  V3 I < => Ixy -  < 0,005

53. Halle M  > 0 tal que |x -  5| < I r* |3xy -  3(5)(7)| S  M(|x -  51 + |> -  7|).

54. Para t  dado halle b para que

|x -  5| < S  y  \y -  7| < 6 => |3xy -  3(5)(7)| < *

55. Resuelva para ó, y ó¡ si i  es dado:

|x2 -  l| < ó, y \xy -  l| < b2 =- |x* -  l| < í

Sé. Verifique: |(scn x + sen y) -  (sen a + sen í>)| 5  |x -  a\ + |y -  ¿>|.

57. Verifique: |scn x sen y  — sen a sen ¿>| <, |x -  a| + |y -  ¿>|.

58. Verifique: |sen2 3x -  sen2 3a| 5  6|x -  u|.

59. Verifique: |senV2 -  sen 1,411 < 0,005.
60. Indique la proximidad de los siguientes pares de números:

. 2 2

NUMEROS REALES

www.FreeLibros.org



CAPITULO

N úm eros naturales
Existen determinados subconjuntos de los reales que se distinguen por algunas propiedades 
especiales. Uno de estos subconjuntos son los números naturales N  {0 . 1, 2 . El  sistema 
de los números reales se desarrolló en nuestra civilización a  partir del conjunto de los números 
naturales N. Es posible empezar con este conjunto y, a partir de él. construir los enteros, después 
los racionales, los reales y, finalmente, los complejos. Este proceso es muy instructivo, pero 
muy largo y lleno de detalles. Por esta razón se estudió únicamente el conjunto de los números 
reales. De la siguiente definición resulta lo que es un número natural.

Definición. Un  conjunto M  de números reales es un conjunto inductivo si posee las siguientes 
propiedades:

1. 0 e  M.
2. Vx, x 6  M  => x + I e M.

Ejemplo 2-1. E l conjunto R  de los números reales es inductivo porque 0 es un número real y 
x + I es un real si x lo es.

Ejemplo 2-2. Los siguientes conjuntos también son inductivos:

Z  = { . . . .  -3 , -2 , -1 . 0 . 1 . 2 . 3 , . . . } ;

Los siguientes subconjuntos de números reales no son inductivos:
1. E l conjunto { x : 0 $ x $  l . x  e  R ¡  no es inductivo, porque I está en el conjunto, 

pero 2 = 1 + I no.
2. E l conjunto { x : x  > 0 .x  e R }  satisface la  segunda condición, pero no la primera, 

porque 0 no está en el conjunto.
3. Los siguientes subconjuntos no son inductivos:

{1.2, 3.4.. . . } :  jo. y .  1.2, 3.4.... | ; { 0. 2,4. 6. 8....}

Definición. Un  número real es un número natural si pertenece a  todo conjunto inductivo. 

N  = { x : x  está contenido en todo conjunto inductivo}

Como los elementos de N pertenecen a  todo conjunto inductivo, decimos que N  constituye la 
base de un modelo de razonamiento que los matemáticos llaman demostración por inducción 
o recurrencia.

34www.FreeLibros.org
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Teorema. Todo conjunto inductivo de números reales contiene los números 0, 1 ,2 ,3 ,... 
En  efecto. 0 e  M  por definición de conjunto inductivo

0 + 1  e  M  por definición de conjunto inductivo
1 e  M  por e l axioma a  + 0 = a

1 + I 6  M  por definición de conjunto inductivo
2  e M  por definición 2 = 1  + 1

2  + I e M  por definición de conjunto inductivo
3 G M  por definición 3 = 2 + 1

Com o los números naturales son reales, gozan de las propiedades de los reales, incluyendo 
las propiedades de cuerpo y  de orden.

E l siguiente teorema da un criterio para decidir si una determinada propiedad se verifica 
para lodos los números naturales.

Sea P(x ) la proposición abierta, x verifica la propiedad P. Entonces.

Teorema. (Princip io  de inducción matemática.» P (x ) es verdadera para todos los números 
naturales x si

1. PIO) es verdadera.
2. S i P (k ) es verdadera, entonces P(k  + I)  es verdadera.

E l principio de inducción se puede formular de una manera equivalente sin hablar de «pro
piedades» de un número, término un poco vago.

Se puede enunciar en forma más precisa, diciendo que si A  es un conjunto de números 
naturales y

1. I e  A ;
2. k  +  I e  A  si k e A,

entonces A  es el conjunto de los números naturales. Esta formulación simplemente remplaza 
a la anterior si se considera a A como el conjunto de los números naturales que satisfacen la 
propiedad P(x).

Existe otra formulación del principio de inducción matemática que parece diferente. Si A 
es un conjunto de números naturales /  <f>. entonces A  posee un elemento minimo. Esta propo
sición «intuitivam ente obvia» se conoce con el nombre de «principio de buena ordenación» 
y se demuestra a partir del principio de inducción de la siguiente m anera: Suponga que A  no 
tiene elemento minimo. Sea B  el conjunto de los naturales n tales que 1, 2 , .... n no pertenecen a A.

I € B  (porque si 1 e  A. entonces A  tiene un minimo. I ). Además si 1,2 k  no están en A,
k + I i  A  (porque de otra manera k  + I sería el elemento m inimo de A ); por tanto, I. 2......
k + I no están todos en A. Esto muestra que si k e  B  *> k + ] e  fl. De esto se sigue que n
está en B, es decir, los números 1.2 n no están en A  para ningún número natural n. Por tanto,
A = «£. lo cual completa la demostración.

También es posible demostrar el principio de inducción a  partir del principio de buena 
ordenación.

En  efecto, suponga que A  contiene a  I y  que A  contiene a  n + I si contiene a n. S i A  no 
contiene todos los números naturales, entonces el conjunto B  de números naturales que no 
están en A  es /  4>. Por tanto, B  contiene un elemento mínimo n0. Ahora nQ *  1 porque A  con
tiene a  I ;  por tanto, se puede escribir nc = (n0 -  I )  + I,  con n0 -  I un número natural, 
n0 1 i  B, por tanto. n0 — I i  A. Por hipótesis, n0 debe estar en A : por consiguiente, n0 í  B. 
lo cual es una contradicción.

Existe otra forma de inducción. Algunas veces sucede que para demostrar P(/í + I)  se 
debe suponer no solamente P{k). sino también que P ( l)  es verdadera para todo I ^  k. Este 
caso se llam a «principio de inducción completa».

Aunque el principio de «inducción completa» parezca más fuerte que el principio de induc
ción, la realidad es que es una consecuencia de éste.www.FreeLibros.org



En efecto. Si A  contiene a  1 y  A  contiene a  n + I, si contiene a  I.  2 ,.... n. Sea B  el conjunto 
de todos los k tales que !. 2 ,.... k e  A. Suponga que I  e B.

S i k  e  B  I.  2 ,.... k e  A, por tanto, k + I e A. entonces I. 2 ..... k + I e  A ; por con
siguiente. k +  l e B. Por inducción. B  =  N  ; por tanto. A =  N .

E l principio de inducción completa se enuncia de la siguiente m anera: Si /! es un conjunto 
de números naturales y

1. I e A ;
2. k +  I e  A  si I.  2........ k están en A,

entonces A es el conjunto de todos los números naturales.

Ñ ola. S i en el teorema de inducción se cambian las hipótesis se obtienen los resultados si
guientes, que son otras formas de presentar el principio de inducción:

1. S i a es un entero natural diferente de 0. todo subconjunto A  de N  tal que

a  e  A y [(x  6 A ) x + I e  A ] 
contiene el intervalo [u. -• [  (recurrencia a  partir de a).

2. S i h es un número natural diferente de 0. lodo subconjunto de N  tal que

O e A y [ ( x < h y b e A ) = » x +  \ e  A]  
contiene a l intervalo [0 , ó ] (recurrencia hasta b o inducción completa).

3. Si a y  b son dos enteros naturales tales que 0 < a  < b, toda parte A de N  tal que

a e  A  y [(x  < h y  x  e  A)  => x  + I e A]

contiene el intervalo [a . ó ] (recurrencia sobre un intervalo).

Ñ ola. E l principio de inducción matemática.se llam a inducción transfinita cuando se aplica 
a conjuntos bien ordenados más complicados que el conjunto N.

36 NUMEROS NATURAIES

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b l e m a  2-1 Pruebe que si 0  < x < I y n un entero positivo, entonces 0  < x" < I.

S o lu c ió n . Sea x tal que 0 < x < I. Sea S  d  conjunto de los enteros positivos n tales que 0  < Xa < I.
Se va a mostrar que el conjuntó S  es el conjunto de todos los naturales:

1. I e S  por hipótesis.
2. Si m e S. es decir, si 0 < xm < I. -* 0 < 1 < I. « t i  eS.

Por el principio de inducción, S  ■ N.

P r o b le m a  2-2

(I + p f  ¿  I + np.
Muestre que para todo real ¿  - I  y  para cualquier entero positivo n.

S o lu c ió n . Sea S  el conjunto de los enteros positivos n para los cuales ( I + p f ¿  I *• np:
I. I € S porque (1 + p)x = I + p m 1 + | • p.
Z  S i m eS, es decir. ( I t  p f  2  I t  mp, entonces

( I  + pr*1 = (I + p )(l + pr  ^  (I + p)(l + mp) -  1 + P + m p  4 m p2 £  I + <m 4- I)p

Asi, m e S  => m + I t  S. Aplicando el principio de inducción se obtiene el resultado.www.FreeLibros.org



P r o b le m a  2 -3 Muestre que si n es cualquier entero positivo, y  (n1 + 2n) es un entero.

S o lu c ió n . Sea S  el conjunto de los enteros positivos n tales que ! (n* -r- 2n) es un entero, 
i 3

1. I e S. porque y  ( I + 2) »  I.

2. S i m c S. es decir, si y  (m* + 2m) es un entero, entonces

y  [(m + I)1 + 2(m + I)]  = y  (m1 + 3m2 + 3m + I + 2m + 2) — y  * ♦ 2m) + m* + m + I 
es un entero.

Así. m e S m + I c S. . •. S  ■ N . por el principio de inducción.
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P r o b l e m a  2-4
M uestre que S„ = I + 2 + 3 + ... + n = n(n + l)/2.

S o lu c ió n . Set S el conjunto de los enteros positivos n para los cuales la fórmula es verdadera.
I. 1 e S , porque 1 = 1 2 /2.
2  Si m 6 S. es decir, si Sm -  I + 2 + ... + m - mtm + l>/2, entonces

S .* , -  I  + 2 + ... + m + (m + I )  -  Sm + <m + I)  -  m(m + IJ/2 + («  + I)  = (m + l)(m  + 2J/2 

Asi. "i e X  m + I e S. por el principio de inducción. S  = N.

P r o b l e m a  2 -5  , Muestre que ]T  k2 = — (n + l) (2n + I).

S o lu c ió n . .Sea S el conjunto de los enteros positivos n para los cuales la fórmula es verdadera.

I. I e S  porque ¿  A -  I* -  4  (2»(3| = I. 
l- l o

*
2 Si m e S. es decir, si A:2 -  nifin + I )(2m + IL  entonces

" ¿ '  ** * ’ + <"> + U1 -  “ •(« + UI2m + IJ  + (m + I )1 = + I)  -» 6(m •* 0 ]

= - y —  [2m* + 7m + 6) = m-y -  lm +■ 2)(2ni + 3)

Asi. »t e S  m t  I fX . Por el principio de inducción. S  = N.

Muestre que la suma de los ángulos interiores de un polígono convexo 
180° n.

S o lu c ió n . Sea P . la proposición dada.
1. Si n = I. d  polígono es un triángulo y se sabe, por geometría elemental, que la suma de los ángulos 

interiores de un triángulo es 180". Entonces P, es verdadera.
2. Suponga que P, es verdadera para un natural fijo A. es decir, un polígono de k + 2 lados; la suma 

de sus ángulos interiores es (180" k). Cualquier polígono convexo de k + 3 lados se puede dividir en un trián
gulo y un polígono convexo de A: + 2 lados, uniendo el primer y tercer vértice de cada tres vértices consecu
tivos del polígono dado. Por la hipótesis de inducción, la suma de los ángulos interiores dd polígono con 
k + 2 lados es 180" A y la del triángulo I801. 1.a suma de las dos es [180 (A + l)J\  que forma un polígono 
de k + 3 lados. Esto quiere decir que P , . , es verdadera Por el principio de inducción. P . es verdadera para 
todo natural n.

P r o b l e m a  2-Ó

de n + 2  lados es
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Al dibujar una recta se divide el plano en dos partes. Dos rectas dividen 
el plano en tres partes (si las rectas son paralelas) o  cuatro partes (si las rectas no son 
paralelas). Tres rectas dividen el plano en un máximo de siete partes (si dos rectas no son paralelas 
y tres no se cortan en un punto). Esta construcción sugiere el problema de hallar el máximo 
número de partes en que n rectas dividen al plano. Para cada n e N , sea f(n ) este número.

n 1 2 3 4  5

m 2 4  7 11 16

La tabla muestra que /(2 ) = / 1 ) + 2 = 2 + 2 = 1 + I  + 2 ; /<3) = f [ 2) + 3 = 1 + 1 +  
+ 2 + 3;/<4) *  / (3 ) + 4 = 1  + 1 + 2 + 3 + 4 ;/ (5 ) = / (4 ) + 5 = I  + I  + 2 + 3 +4 + 5. 

Esta construcción sugiere quc/(/i) = (n2 + n + 2)/2. Demuestre esta fórmula por inducción.

S o lu c ió n . Sea P„ la proposición dada.
1. P, es verdadera porque/(I) = 2.
2. Suponga que f[k) (k1 + k + 2)i2: es decir, que P, es verdadera.
Sea L  = { I ,, I - .......... I„  I } el conjunto de k + I rectas que dividen el plano en un número máximo de

Ak + I) partes. Entonces la recta I debe cortar las rectas I I    I,  en k  puntos diferentes; es decir. I sub-
divtde exactamente k + I  de las f[k) partes en que el conjunto L  -  ¡ I [ de rectas divide el plano. Asi. se tiene 
que

Ak  +  I )  =./<*) +  (* +  II

Pero Ak) + Ak  + I» -  (k1 + k + 2X/2 + (k + I) -  k2 + <3* -r 4)/2 = [(k + 1)* + (k + I )  + 2J/2
Entonces Ak  + I ) = /I*) + /T* + 0. es decir. P ,. ,  es verdadera.

38

P r o b l e m a  2-7

P r o b l e m a  2 -8  Considere n puntos sobre un circulo. Uniendo los puntos adyacentes 
por segmentos se obtiene un polígono de n lados. Se desea saber el número </(n) de diagonales 
del polígono. A l hacer los dibujos correspondientes se obtiene:

u t l l - 0 d’j -  o «Oi-O

9 (n ) 0 0  0 2  5 14

Teniendo en cuenta la fórmula S(n) =  -n— se obtiene:

<f<4) = 2 = S (2) -  I
g{5) »  0(4) + 3 = 2 + 3 = SO ) -  I
0(6) -  0(5) + 4 = 2 + 3 + 4 =  S(4 ) -  I
0(7) -  0(6) + 5 = 2 + 3 + 4 + 5 =  S(5 ) -  I

Basados en estos resultados se puede predecir que para n >  4:

0<n) = S(n -  2) — I = /Hn -  3)/2

Demuestre esta fórmula por inducción.www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Sea P . la proposición dada.
1. P4 «s verdadera porque y(4) = 2.
2. Suponga que P, es verdadera para lodo natural k fijo, es decir. y(k) = Lili -  3)/2. * 2  4. Sea P ' un 

pumo del poligono dado de k lados entre los vértices adyacentes A y B. Se obtiene un polígono dc * + I vér
tices. Toda diagonal del poligono dc k lados es una diagonal del poligono dc k + I lados. Cada segmento que 
une F  a un vértice del poligono de le lados, distintos de A o B. es una diagonal del poligono dc k + I lados. 
Entonces

úk  +  I) -  g(k) + (k -  I )  -  k(k -  3>/2 +  (k -  I )  =  <*2 -  k -  2\f2 -  <* +  l)(fc -  2J/2 

Es decir. P ,. ,  es verdadera.

P r o b le m a  2-9 Pruebe que 2 * ',(ü“  + bm) > (a + bT con a  + h > 0. a *  b y  n un
número natural m ayor que I.

S o lu c ió n . I. Para n - 2 la desigualdad toma la forma

2(tí2 + fe2) > (a + fe)2 (I)

Como o *  fe. se tiene la desigualdad

fo -  fe»2 > 0 (2)

Sumando (a + fe)2 a cada lado dc la desigualdad (2) se obtiene la desigualdad (I). Esto demuestra la 
desigualdad para n = 1

2. Suponga que la desigualdad se verifica para n = k, es decir,

2* - V  + fe*) > (a + fe)* (3)

Vamos a demostrar la desigualdad para n — le 4- I. es decir.

2tffl**1 +  fe**1)  >  (o +  b f* 1 (4)

Multiplicando ambos lados dc (3) por a  + fe se obtiene

2** '(a* + fe‘)(fl + fe) > (a + fe)**' (5)

Para demostrar la desigualdad (4) es suficiente mostrar que

2V * '  + fe**') > 2*‘ V  + fe*Kfl + fe) (6)

<** *1 +  fe* *1 >  u4ft +  ufe* (?)

La desigualdad (7) se puede escribir en la forma

(u4 -  fe‘)(a -  fe) > 0  (8)

Suponga que u > fe. Entonces, de la hipótesis dc que a > 0. se sigue que a > |fe|; por tanto, u* > fe4. 
Asi. el lado dc la izquierda de (8) es el producto dc dos números positivos. Si a < fe. entonces a‘ < fe*. En este 
caso, el término de la izquierda dc (8) es el producto de dos números negativos. En cualquier caso se verifica 
la desigualdad (8).

Esto demuestra que si la desigualdad es válida para n k se verifica para n = k + I.

P r o b le m a  2-10

siguiente desigualdad es verdadera:
Pruebe que para cualquier x > 0. y para cualquier número natural n.
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S o lu c ió n , la) Para n -  I la desigualdad loma la forma

x + l/x ;> 2 ( I)

La desigualdad ( I)  es consecuencia de que

<x - l ) ' ¿ 0  

Ift) Para n = 2 la desigualdad loma la forma

x* + I + l/x* ^  3 (2)

Como la desigualdad (I) se verifica para cualquier x > 0. también se verifica si x se remplaza por x*. es decir.

x* + l/x* ¿  2

Sumando I a ambos lados de esia última desigualdad se obiicne (2).
2. Suponga que la desigualdad se verifica para n = k. es decir.

x» + x*-* + ... + + J , .  i  k + | (3)

Vamos a mostrar que la desigualdad también se verifica para n = k + 2, es decir,

x*‘ * + x* + x*' * + ... + -p-T  + + -¿ F»T  £  *  + 3 (4)

Remplazando x por x*‘ * en la desigualdad (I) se obtiene

+ -p!rj- ^  2

Sumando termino a termino las desigualdades (3) y (S) se obtiene la desigualdad (4).

Resumen: En la) y I />) se demostró que la desigualdad se verifica para n «  I y n -  2  En 2 se demostró 
que la desigualdad se verifica para n «  <t + 2 si «  verifica para r  = k. En otras palabras, los resultados de la)
y 2 permiten afirmar que la desigualdad es válida para todos los valores impares de n. Análogamente, los
resultados de Ib) y 2 muestran que la desigualdad se verifica para todos los valores pares de n  Entonces la 
desigualdad es válida para todos los números naturales.
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x*** + —v f v  2? 2 (5)

Demuestre la siguiente proposición: la media geométrica de un 
número finito de números positivos no es m ayor que su media aritm ética, es decir, para cualquier 
conjunto de números positivos a ¡, a2, .... añ :

  s  + **2 + -  + ° .
y ja t, a3, .... a , n

S o lu c ió n . I. Para n = 2 la desigualdad (I) toma la forma

s  j2Ly 2aL <2)

Como para todo par de números o, y a ¡ se verifica la siguiente desigualdad:

<>, -  yfOi)1 ¿  0

Esto prueba la desigualdad (2).

1.a desigualdad (2) tiene una interpretación geométrica simple. Dada una recta elija un punto A sobre 
ella; sobre esta recta dibuje los segmentos AC  y CB  de longitudes a, y a2. respectivamente. Construya un 
círculo con diámetro AB. Entonces la longitud del radio del circulo es (a, + a¡\j2. En el punto C dibuje una 
perpendicular al segmento AB  y sea D el punto en que la perpendicular corta al circulo. La longitud del seg
mento CD es v'a,a2.www.FreeLibros.org



2a) Suponga que la desigualdad (I) .se verifica para n — k y demuestre que se verifica para n = 2k:

 «i. -  )/ > .^ ............................  ¿Z S ¿- 'a*.*  5

NUMEROS NATURALES 41

A    k _  Q| + P¡ + ... + a, + ... +
2A

Como la desigualdad ( I)  se verifica para n = 2. podemos suponer que es válida para n -  4. 8. 16. etc, es decir, 
para cualquier n = 2\ siendo s un natural.

26) Para demostrar que la desigualdad ( I)  se verifica para todos los números naturales n se va a mostrar 
que si es válida para n = *. entonces es válida para n - k -  I Sean a ,, a, o ,. , números positivos arbi
trarios, y 2 otro número positivo sin determinar. Entonces:

¿  se elige de tal manera que

-  °1* “  d'ci'  **' -  * °"'
Entonces se obtiene:

y*1*1 s y _ - ¡  * °  s -2*
Sea m un número natural arbitrario. Si m -  2" para un número natural s. entonces, según 2ol la desigual

dad (I) se verifica. Si, por otra parte, m í  2'. se puede hallar un número natural i  tal que m < 2‘. Entonces, 
en virtud de 2a) y 26). podemos afirmar que la desigualdad se verifica también para n = m

P r o b l e m a  2 -1 2
Demuestre por inducción completa sobre p que

± k . « i + J L  = J!L + n
»- i 2 2

S o lu c ió n . La proposición es verdadera para p I.
Suponga que es verdadera para lodos los números naturales £  p.

.E l teorema del binomio da (k + I ) "  1 -  k* ‘ 1 -  (p + I)* ' + los términos que contienen potencias 
menores de k.

Sumando para k -  1 .2  3 n se obtiene

—  ■ T  P  + términos de ¿  k' para r < p 
P  1 . >-1 1

Por hipótesis, se puede escribir cada ** como una expresión que contiene potencias rf con s < p.

Entonces
■ (n +  | ^ - i

^  p +~l--- + ,¿rm‘nos *íuc contienen potencias de n números menores que p + I

P r o b l e m a  2-13
Muestre por inducción completa que todo número natural se puede

escribir como un producto de primos.

S o lu c ió n . Suponga que todo número < n se puede descomponer como un producto de primos. Si n > I 
no es un primo, entonces n *r ab para u, 6 < n.

Por hipótesis. <j y 6 son productos de primos: por tanto, n -  <16 también lo es.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  2 -1 4
M uesire por inducción completa que

V 5

siendo am la  sucesión de Fibonacci: u ,, a2, ...

u, =  I 
a ¡ •  I
a. «=*».. ,+ u. ,.n  Z  3

S o lu c ió n . Como

V5 5 73 73 *

la proposición es verdadera para n ** I,  n -  1
Suponga que la proposición es verdadera para V* < n. n ¿  3. F.ntonccs es verdadera en particular para 

>i — I. n — 2 ; por tamo.

- m  ■ (■ +m ) - (- M r'*  (■+m > - - - m  - (M r
75 75

E J E R C IC IO S  P R O P U E S T O S

1. Si x < 0  y n entero positivo, entonces x2"~ 1 > 0.
2. Sean u „  a¡ a. números reales. Si |a, | á  I y |a„ -  o. , | á  I. entonces |n.| £  n.
3. Muestre que a  - fe es factor de o* - fe*, n entero positivo.
4. Muestre que a + fe es factor de a‘ "~1 + fe2* ' \  n entero positivo.
5. Pruebe que para todo número real p ¿  0 y n entero positivo,

( I + Pr  7> I + np + -gfey -1*- p2

6. Pruebe que ¿  eos <2* -  l)x  =
>• i ¿ *•> *

7. Pn ,« l*„u c  ¿  1J r L _  = _ i T

8. Pruebe que ¿  A.-2*'1 = ! + ( « -  1)2*.
i -  i

9. Pruebe que ¿  ur*~ 1 -  a -j- -_y-.r *  I.www.FreeLibros.org



10 . Pruebe que ¿  a, S  ¿ .|a ,| .
I» - 1 * - 1

11. Pruebe quc(l -  x) (1 + x) ( l  + x*) . . . ( l  + x2" J] = I -  x2'* 1 para cualquier entero x, y todo n ü  0.
12.  Pruebe que 8 es factor de Slm + 7.  Vn &  I.
13. Pruebe que 5 es factor de 7(16*) » 3. n ¿  0.
14. Pruebe que I* + 3* + ... + <2n + I ) ' = (n + l) J <2n2 + 4» + l>, V»i 2  I.
15. Pruebe que si m es un entero no negativo, entonces I "  + 2" + ... + n " £  nm'  n £  I.
16. Descubra la falacia que hay en el siguiente razonamiento por inducción: Sea P[n\ Si a  y ó son enteros 

no negativos, tales que a + b< ¿n=>a = b. primero observe que P( 0) es verdadera. Sean a  y b enteros, 
tales que a + b £  k + I.  y defina c y d  por c -  u -  I. d =■ fc — I. Entonces c + d ~  a + b -  2 £ 
£  Je + I — 2 £  fc La verdad de P{k) implica que a = fe; es decir. P{k + I)  es verdadera. Se concluye 
que P[x) es verdadera para todo n ¿  0.

17. Defina el símbolo n\ por 0! ■» I  y n! -  n(n — I) ! para n ¿  I.
Pruebe que: a) si fc! -  a(r -  I) ! (le + I -  r)l y b) le!-  br\(le -  r)l (k + I)! -  (a  + b)rl (k + I  - r)'.

18. Halle fórmulas para las siguientes sumas y demuéstrelas por inducción:

a) 1 • 2 + 2- 3 + ... + rrfn + 1). Resp.: --+

h) T T P -  +  0  + W  + -  +  7 T + W '  Resp-: 7 ' W T 7 r

19. Pruebe por inducción que para cualquier entero k > I y n entero positivo:

a) ( ¡ r + i )  ^  I +  2* -I- 3‘  +  . . .  +  (n -  !)».
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b> -YzrijíC  *  1 + 2' 1/* + 3_W  + -  +

Indicación, b) Si n *  I se verifica. Si es verdadera para n lo será para n + I si

- n n i - + + »»—  £ * -r= $ jr- + '»-* [* + 1 ]  “

Por tanto, la ultima desigualdad es correcta.
20. Pruebe por inducción que:

a) . + 2 ,  4  V  + 4 n,r ■ -

b) ( I + 9) ( l  + q1) ... ( I + q2*) -  -•

Indicación, a) Es verdadera para n «  I. Si es verdadera para n = k. entonces

( 1 + 2q + ... + kqt  l ) + (fc + Dq* -  1 — ^  ' ■ + (k + I*,* =

l~ lk + l)q k + k ( f 1 + (fc + IHq» -  V 1 + < f'x) _  I -  (le + 2t f * 1 + (k + IV/**1
( I "  «)*'

lo cual prueba el resultado para n -  *  + I.

21. Demuestre la desigualdad de Cauehy por inducción:

CWs té “■’) w

I  - 1.'»
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Solución. El resultado es verdadero para n = 1.
Suponga que se verifica para n = k:

( ¿ 4  (?/■)'
Entonces, para n = k + 1.

( I - a ) *  -  + -  ( ¿ ^ . )  + 2o , . 1f e , . i ( t  *

s  (¿ > ? ) ( ¿ t f )  + +<*{-.bí-,  s

( ¿ > ? )  +  « ¡ - 4 * ? + b “ 4 a f + a í *,', í "  *

-  (4¿«?) + « • . ? * • ? ( ? bi)

Se empleó (A -  B )1 Í í  0.
22. Demuestre que el producto de tres enteros consecutivos, n, n + 1. n + 2 es divisible por 6

23. Muestre que 2* < n! < i f  para n £  4.
Indicación. Remplace n por m + 3 y verifique la inducción sobre m.

M . Halle el «error, en la sáneme demoaradón por inducción de: Todos los números de un eonjumo
de n números son iguales.
Demostración. Sea P . la proposición dada.
I P , es verdadera porque todo número es igual a  sí mismo.
1  Suponga que P 4 es verdadera y considere un conjunto arbitrario de k + I elementos a „  a» Oy _  £

a ,. Entonces, como a, o. y o * . ..... . contienen k números, la h.potesis de inducción
implica quea, = fl, -  ... -  at y a, -  a , = ... -  o .. ,• De esto se sigue que a, ~  fl2 -  . . . - a » . , ,  
o  decir, P » ., es verdadera Entonces, por inducción. P ,. ,  es verdadera para todo natural n.

1 * V»125. Se define Y. a, •  a ,; £  a, = £  a, + a .; n £  2
i- i i-1 **i

Demuestre por inducción que:

a l Í  (a, + M  -  ¿  a, *  ¿  M  ¿  ¿  a,: £  -  a,l -  a. -  a, si n 2  2
|  l - l  » '  I  1 * 1  1 1 '  ‘

H  f  ¿m u K ltc  tas síguienics'rórmulast "  "

m ¿  , ,  j f c + J l . : un ¿  .  j S L Ü j p t i l l ;  i  ,• -

26. Defina por inducción el producto 11 a, y dcmuesire por inducción que ;

a, n W . ( i , ) ( n ) .  ^  «  " - í r - t ' " * ' ' 0

c) Si x *  I. i i  |1 + x1" ')  = - V ^ V -  ¿cuál “  su yalor "  *  "  171-1 i *

27. Use el teorema del binomio para mostrar que

K r — í l i S M l !

44 NUMEROS NATURALES
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CAPITULO

L ím ite  de una función

E l concepto de lim ite de una función es la idea central del cálculo, tal vez e l más im portante y 
a  la vez el más d ifíc il de asim ilar.

E l cálculo está form ado por un conjunto de teorías y  técnicas que perm iten calcu lar varios 
tipos de lim ites y  emplea el concepto de lim ites para resolver algunos problemas. P o r estas 
razones se aconseja dom inar tanto el aspecto teórico com o las partes técnicas de este capitulo.

Antes de dar una definición form al del concepto de lim ite se van a  dar una serie de ejemplos 
que crean las bases y  a  la vez facilitan la com prensión de los distintos térm inos que intervienen 
en la definición del lim ite de una función.

í  x  si x  < I
Ejem plo 3-1. Dadas las siguientes funciones: a) / ,(x ) = x 3 + 1. V x ; b) / 2(x )=  j 2 s i x = l ;

( - x  + 2 s i x > l
x 2 — 4

c) /» (* ) = x  _  j  . Vx 2 ; d) /4(x ) = l/(x -  I). V x  *  I ; e )/ 5(x ) = l/(x2 + I). dibuje sus

grafos. Calcu le algunos valores funcionales para / , en las proxim idades de 0 ; lo m ismo para f ¡  
en las proxim idades de I.

Solución. (Vea Figuras 3-1 a  3-5.)

Figu ra  3-1 Figura 3-2
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»

1

1
1

, /«
1

- 1 II 7
« 1 X

1= igtirai 31-4

y

A i

N
u •

X

Figura 3-5

Observe lo siguiente: 

x I 1 - 1 0.5 -0 .5  +0.1 -0.1 0.01
/ ,(x ) l 2 0 1.125 0,875 1.001 0.999 1.000001

x  I I  1.5 1.2 l. l 1,01 1,001 1,0001

-0.01
0.999999

3.01 3.001 3.0001/2( x ) |  4 3.5 3.2 3.1

Tam bién observe lo  siguiente:

/ ,(x ) se aproxima a  I si x se aproxim a a  cero y / , ( 1) = 1.
/a(x) se aproxima a 1 si x se aproxima a  1 por la  izquierda.
/2(x) se aproxima a 3 si x se aproxima a  1 por la  derecha ; / 2 ( I )  => 2.
/ j(x ) se aproxima a 4 si x se aproxima a 2 por cualquier lado.
/4(x ) se hace cada vez m ayor si x se aproxima a  1 por la  derecha.
/4(x ) se hace cada vez m ayor negativamente si x se aproxima a  1 por la izquierda. 
/ 5(x ) se aproxima a 0  si x tiende a co.

¿Cuáles de los siguientes resultados son verdaderos o  falsos?

Iim / ,(x ) = I ; lim /2(x) = 2 ; lim / 2(x ) = I 
»-o «-I i- i

Recuerde que

lim /Jx ) = /., si / (x ) se aproxima a  L ¡  cuando x  se aproxima a x0 por la izquierda, 

lim /lx ) = L j  s iy ix ) se aproxima a L ¡  cuando x  se aproxima a x0 por la  derecha.

Cuáles de los siguientes resultados son verdaderos o falsos?

a ) lim  f¡(x ) = 1; b) lim /2(x) = 3 ; c ) lim / 3(x ) = 4 ; d) lim /3(x ) -  1 ; e) lim /2(x ) -  2;

f )  lim  /4(x ) = + ce ; g) lim  /4(x ) = -  co ; h)\ im  /4(x) -  0 ; i)  J im  / s(x ) -  0 .

Resp.:  V V V F F V V V Vwww.FreeLibros.org



U M IT E  D E  U N A  f U N O O N  

Ejemplo 3-2. S i /  se define por el siguiente grafo. calcule: 

" )  l¡m / U ); h) lim j jx ); c ) lim / lx ); d) lim  flx ):
<•■1 ' - I  1-3 • «-’ •

e) lim f )  lim j\x ); y ) Yxm J\x ): h) lim  f[x ).
* *  " 5 *•» A-5

Resp.: 1,2 ; no existe. I . + re , 2. 2. 2.

Recuerde que: Vr(a ) =  ]o  — r. a  + r [  es un entorno
de radio r  y centro cn</ = { x : | x  — a | < r ¡ .

V *(a ) = ]a  — r, a + r [  — { a }  es el entorno anterior 
sin el punto a.

47

*
5
4

3 /
2 / /
1

l
/ y V

0 1 2 j /* s\

Figura 34

Ejemplo 3-3. S i / ,(x ) = (x2 -  4)/(x — 2), x j i 2 , f l )  ¿para qué valores de x se tiene que 
/ ,(x ) e  VU2{4 )?; b) ¿para que valores de x. / 3(x ) e  Vl/4(4)?: c) ¿para qué valores de x. 
/ 3(x ) e K,(4)?

Solución.

a) E l grafo muestra que/,(x ) = a  y /,(</) -  b.

Com o / 3(x ) = x + 2 para x 2. entonces

c + 2 = a 
c + 2 = 4 -  1/2

c = 4 -  1 / 2 - 2

d + 2 = b 
d + 2 -  4 + 1/2 

d  a  4 + 1/2 -  23/2 d  -  4 + 1/2 -  2 = 2 1/2

es decir, todos los x e  *7 /2(2) ;  en otras palabras, todos los x e  ]3/2. 5/2[ excepto x 2.

b) U x )  =  a  =  4 -  1/10 
c  +  2  =  4 -  1/10 

c  = I 9/10

Es decir, todos los x e *7/io(2) excepto x = 2.

c) U X )  -  4 -  r
2  + c  m 4 -  r 

c -  2 — r

f 2(d ) = b = 4 + 1/10 
d + 2 = 4 +  1/10 

d  = 2 1/10

F.s decir, todos los x e  V*{2) excepto x = 2.
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Ejemplo 3-4. S i/ ,(x ) «  xs + I. a) ¿para qué valores de x se licnc que / ,(x ) € V, ( ! ) ? ;  h)
g(x) -  l/x para x > 0. ¿para que valores de x. y(x ) e  Vx (2 )?; c) ¿para qué valores
x . 0<x> e  K  (2)?

Solución.

a )  /,(c) = 1 - 1 / 8  /3(d) = 1  + 1/8
c s  + 1 = 1 -  1/B d s  + I = 1 + 1/8

c1  1/8 d y =  1/8
  1/2 d -  1/2

Así. / ,(x ) e  l'iya (O  si x e  Vll3 (0). En  este caso no se excluye x ■ 0 .

b )  g ( c )  = l/c g i d )  -  l/d
l/c  = 2 -  I l/d = 2 + 1

e  = I d  = 1/3
Asi. tf(x) € K ,(2) si x e (1/3.1).

e) l/c =  2  -  r  l/d = 2  + r
c  = 1/(2 -  r) d = 1/(2 + r)

48 LIMITE DE UNA (UNCION

Asi. 5 (0  6  K ( 2 )  Si X s l y ^ ,  y r r [

Figu ra  3-10 Figura 3-11

Ejemplo 3-5. En  los siguicnlcs ejemplos, a ) dibuje sus grafos y  lea el lím ite cuando x — x „: 
h) construya la figura geométrica que ilustre los entornos; c ) ¿para que valores de x  se tiene 
que el valor funcional de x esté en K (L )?

1. * x ,  -  3x -  i .  Vx x . - l  3. W x )_  x„ - 0

2 . M x) =• I x  | xo = 0  ( 0  si x  > 0

Solución.

Figura 3-13www.FreeLibros.org



r c i p  t f t j »  J i m  t f x !  S -J  *• p < é ) -* * 2  > * n r  tfft/ ) ■ * $ « * » >

*•' J  Je  -  | ¿  2  -  ^  3d -  I -  2  *  rt . . ■‘j i v l ' i n
v  ( M ; i  h .  w . v  u p  m < X ' n !  ' i u , i f c v  y m . m i *  . j

i  J ' v  . n X
. !*•','* » (/<)' !At()

2. lim /*x) -  0 « O  »  0 ♦ r  Hd) -  0 + r
* * °  * - I  -v | c |  •  r  » -  »  - " j  | J |  -  r

f  »  - f  -  i  .  j  .  d  -  r

I M N 'O I  W W  W K O N

4 M

W i* W « < W fo 'f t 'h jllA (lo e ^ r a 'c M V lú ir f iiín iii fw i¡: ' " I r  “  ¡ * * * " "  >
o  K  )tJc) e  P j4 ) cóandíj V  c  K .* ftV E «o  muéstre q u c U s  '  : ( fc J"  ”  "  V
twKctoVtófaí Lv definición ¿  c im ^ c n  s ife tó n tó V  •* t i "  ;> v :  ,U,

* *  « * >  *  ^ s i *  f  r - í 0; ' ,  « ñ u t i r  -  ,  W f

L o  anterior nos permite dar la siguiente definición: jv .iv riu m u a u  -.i*

Decim os que/iienc ón nmrte L'cttdbdoW M  aproxim ad *d s^pnm cualquier e n f r i o  
K ( «  <c-pucdc*aMnr Un 'dntbnto *7 < x ¿ Jtil q ó c  Ü'X-'O 4 m o » C * r / M W K t t S d '« c r i b e
lim  f [ x ) -  L  *  *  *  »  *•» i »  ■
• r'i'.c v o  ¡ 3  U !  v ! w m .  -nvundn V  .ló ivt: uím ioc *.o u 'n i q  nu v> í  ,  ” /<
tfo ia  Pan» ve/ifuur que k in / lx * r*  A -h a y  que com probar quo dado el « l o m o  Ftf¿> ve debe

t a u - m a M  t o W S i iá w a 'V f c 's ia é n n t e ' ■m

.V o lv ie n d o 'lil-É jcm p h » 3*L vimos que lón./sl.v).*  4 ; m  uK|V/llu> •—  v*

P ifa é .
...........

co ñdírfo ító  de LV definición *  a m a le n ---------------------
Observe lo siguiente: ul elegir a -  r  se halló el m áximo _

entorno posible P,*(2l Si se elige o tro  entorno más pequeño 
« t ‘tiig u c iC rtq p l«3 »IO ib D -d < fid ió 6 ivb B o n  8cm sigt;iM rt© !»nu> c i t q  
r, <  t ¡.  entonces V7<2) c  1 7  (2 ) y . por tanto, se puede elegir 
l i a r l o  r/3 o  cualquier número menor que r. y la defi
nición se sigue c u m p l i e n d o ; f o t *  ito t^ lju iu v i • l» n in u q  u . » /
• J t L a  Hifcurar-3-)S muestra que un entorno m enor q o t .P 7 (2 ) .  ¡  II • . . »  ■■ -t  tw %  i • . 
satisface a  la dcfm idón. U  recia de puntos y guiones mucstca. /  ̂ , a | , (  ^  (u

rS*S. x, “ ' ' .«•! '■ >J- '- 1  •Partiendo deí entorno m enor 17(2). la  parte rayada indica Flgur* 3***
q u e  la defunción «v w g u o  cum pliendo para este entorno '»«*. • q  ■*r * '* '•
menor;• S i'* - *V í» (2fc enlonCcs f(x> Q 't y t y r j  '-A, '.W A .  . 'v n n i . -ur v w i  I  '  '« t w n * .» '*

.. / in jM .in i/u .nv  Mi '•luiit* iW  
Veamos otros cjcm plov Qon^jdere b  función í ( x ) d d  Ejem plo 3.-4,. $cgyn ese problema.

p (x ) €  K (2 )  si x  c ]  - V T T V  E n  W ‘e ci<mpk> W  djftculUd de

bida n que el intervalo no está centrado en x  —  1/2.

Considerando la Figura 3- 11 «  debe hallar qu¿ punto<cg¿ m is  cercano de 1/2 y  construir 
de acuerdo a e ttq c l entorno. E n  efecto. ¡

1 I  \ 2 ’-<-r- 2  J M r  I  •>»*.{[>
2 “  2 +  r  *  Y  +  2 r ~  . 4  +  2r *  2 -  r  ”  " ^  4^- ¡ Z r ^ 'v i  4 - 2 r

'¡  f  < * 
r ^ V -  ■i‘ 4 t 2r 4 “
egir cT^iúm cro í  r/(4 +  2r).

Es evidente que
r  

: r

Para s se puede elegir .— ........ _  . .
lim  p<x) -  2. se elige a  a de la siguiente manera:

»*' i  ♦ mt. Js  .1 mtf i  ( I I « l l
uñirao

I I  * i
Para evitar el cálculo aW crtor.,para que

I
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so LIMfTl D t UNA FUNCION

Ejemplo 3-6. Pruebe que lim  x2
M - 2

4. La Figura 3-16 muestra que

la función es creciente alrededor de x0 = 2.
E l siguiente cálculo muestra que dado el entorno V,{4) se 

puede hallar el entorno V*{2) tal que para todo x e  K?(2) implica 
que / (x ) e  K(4).

-  4  -  r
J 4 ~ r

d 2 
d ■

» 4  + r 
v  4  + r

Tom e a  s = mínimo {2  -  v  4 -  r. v  4 + r  -  2 }

Para dar una definición form al del lim ite es conveniente introducir el concepto de punto 
de acumulación.

Definición. x0 es un punto de acum ulación o  punto adherente de un conjunto S  <=> todo inter
valo  abierto centrado en x0 contiene puntos de S  distintos de x©. Esto  quiere decir que S  tiene 
puntos distintos de x „ en cualquier proximidad arb itraria que se dé de x 0.

Asi, v 2̂ es un punto de acum ulación de los números racionales entre I y  1,4. En  otras pa
labras. podemos resumir lo anterior diciendo que x0 no es punto de acum ulación de S  si existe 
por lo menos un intervalo abierto centrado en x0 que no contenga puntos de S  excepto posi
blemente x0.

Se introdujo este concepto para que cuando exista el lim ite sea único. Porque si x0 no 
es un punto de acum ulación del dom inio de/ , no existen números x en el dom inio de/que cum
plan con la condición 0 < | x -  x0 | < b. y  todo número L  es el lim ite de /  en x. Todos los 
dom inios de las funciones son intervalos y  todo punto de un intervalo es un punto de acumu
lación del intervalo.

D e f in ic ió n  d e  l í m i t e  p a r a  fu n c ió n *
en reales)

R  (es d e c ir , funciones q u e  aplican reales

Sea/ una función R  -* R  y x0 un punto de acum ulación del dom inio de/.
1. L  =  lim /(x ) o  /. e R  y para todo c > 0  existe un 6 , -  ÓAc.x0), es decir, se elige de

«*«•
tal manera que sirva para f e  y  x 0. ta l que x0 e S í,  y  0  < |x -  x0| < b , |/(x) -  L\ < c.

E l sím bolo lim /designa un punto L (si existe) en el conjunto de valores de/ que satisface

las condiciones de que para todo e existe una desviación ó , ta l que toda preimagen de x  (excepto 
posiblemente x0> tiene una imagen/fx) dentro del error e de L s i x está dentro de la desviación b, 
del punto de aproximación x 0.

2. /es convergente cn x 0 existe un L  tal que L  = lim  /(x ).

Observe las Figuras 3-17 y 3-18.

Figura 3-17 Figura 3-18www.FreeLibros.org



UM IT í D i  UNA FUNCION 51

La definición anterior de lim ite, traducida a l lenguaje de los entornos, es la siguiente: si f  
es una aplicación de 2tf  — R y x0 un punto de acum ulación del 9 f , se dice que / tien e  un lim ite 
L cuando x se aproxima a  x0 si todo entorno de /.contiene la imagen, por/. de un entorno F*(x 0). 
En  otras palabras.

L  =  lim  f[x )  V V(L), 3 F*(x 0) ta l que f [  V ( x 0) ]  c  V{L)

Nota. Observe que en la parte 1 de la definición la hipótesis 0 <  | x  -  x0| significa que x  *  X& 
Esto  libera al punto x0 de la posibilidad de que tenga una im agen; en caso de que la imagen 
exista, la condición \J[x0) -  L\ < c puede que no se cumpla. En  otras palabras, la idea de lim ite 
descarta lo que sucede en x0 ; se interesa únicamente en lo  que sucede en los entornos de x,> 

La  condición 6f  = S^c, x 0) se utiliza para recordar que e l extremo de desviación se elige 
para satisfacer las peculiaridades de /  c y  x0.

La  imagen geométrica ayuda a  recordar que | f [x )  — L  | < e. Significa que

f [x )  e j L  - £ . / .  +  £ [< >  L  -  c <  f ix )  < L  +  e

Análogamente, 0 < |x -  x 0| < 5 , «> x e  ]x 0 -  b ¡, x0 + 5 ,[  -  { x0 }. Es decir, x perte
nece a un entorno de x„, a l cual no pertenece x0. y se designa por V*(x0) ,ó ,csc\  rad io del entorno.

Entonces se escribe / (x ) -• /. cuando x -• x0, si para todo intervalo abierto ]/ . -  e. L +  
centrado en /. existe un intervalo abierto ]x 0 — b ¡. x0 + ó/[  centrado en x0 tal que

x  { ] x 0 -  Sf ,x 0 +  6f [  -  { x 0 } }  f [x )  e ] L  -  e, L  +  « [

La  interpretación geométrica del lim ite según el diagram a de la Figura 3-18 es la siguiente: 
sea (x®, L ) un punto del grafo. Para un c > 0 dado dibuje las rectas y  — L  — c y  y  = L  + &  
La definición de lim f  = L  exige que, dado e > 0. se pueda hallar un ó >  0  tal que los puntos

(x ./ (x )) sobre el grafo de/(con  x  /  x0)estén entre las rectas verticales x = x0 - 6 y  x = x0 + 6, 
y también estén entre las rectas horizontales y  = L  -  t  y  y  =  L + c .  Equ ivale a  decir que no 
im porta lo cercanas que se dibujen las rectas y  = L + c y y  = L - e . ; s e  pueden dibujar las 
rectas verticales x = x0 + ó y x = x0 — 6 de tal manera que los puntos del grafo de / , excepto 
posiblemente (x0, f{x )\  estén entre las rectas verticales, y  tam bién entre las rectas horizontales. 
D ecir que el lim ite no existe equivale a  que ta l construcción no es posible.

P r o b l e m a  3-1

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

M uestre que lim  / (x ) = lim  c  = c, c  = constante.

S o lu c ió n . Se debe mostrar que Ve > 0. 3á > 0 tal que |/(x) — c| - \c — el — 0  < e si 0 < |x - x0| < 
En este caso, se puede tomar por S cualquier número positivo. Entonces:

L/Tx) - c| < c si 0  < |x — x„| < ó

t  4- /

y

V T « r  "1  T j.

L  L _ . - L  _
1 1 
i , i

1
i

O x0 -  6 x„ Xo + ¿ V

Figura 3-19www.FreeLibros.org
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D rn k io m a  f í J Í  •'*•1 -1- 1 ’; 1 .v.V.'ii1 f»b ¡roit wn '!<«»' .n»tvl««L

1 obuCuV.A
q .:»:;’< í:3

#'»*• r4 X'U-»-l2 r * ,e.*' - "• *in jr.b ..i i-, ' ,; .:.«•!/.. nC u sJ
í r :»o  «i;

S o lu c ió n . Como |4x -  I2| = 4 |x - 3|. es evidente que
t . \ ¡ J  v r i „ T i * l l \  v n r .  m i  J E  • -» r>  V -•> « / «  m i ! -- i

Ix -  3| < e/4 |4x -  I2| < c (I)
, V. v  > VHP Kviluijri* !,»' . . M 'jt fw i V-l i ' 1 ili'Hob ).! uU * .vt - v iv * M > ».► *
h i t V P r t ' . ^  * '~ 0 K  *5 :•*. M Vl:t «;'• !
o iiin il -j I i i -.-ío  -I-t.i.-’i.íi - • "1 tí'i¡4 l,'h3l.{»2 f,^ ''|4.V,^ T 2 f,^0 .0r • ' ms .w íiá C
„*/ v i. « vn o 'n s  >.>1 no aboM|x su3 |'i¿ O<OO025>W*t4fcl^2V^ 'O .O O I • « n ..v -0
M i l  o  > *  i t ó i J i . i / M b  a b  o w í » : i / j  b  o n p  u . b i < > v »  t - i t ;q  r M h í O  v  V  7  n ó t t i l . i u . v  r J
y. cri general. y  ̂ t ,j»  vJi., *,n-.ih'v./j .̂1 i / j.;b i:fy« ip ix i

3Up "■ í  0^5,10'̂ ,^» • < "S. W  t »¿ t.vii .f-K-vj; * 1

P r o b l e m a  3-3
» . i ;» |/í\ >  ; -  i  <» j.t - \ • • .»| / (V.|t 

Sea / (x ) = 4x -  I.  S i lim  / (x ) = I I .  halle 6 para c -  0.01 la l que
' “  .ujnvmujj'tlr.u/'

liu tn o in í t u ». x;vtr
So lu d ó n . Ulx) ^ lM  u-«4x.uiti>^ IH  -||4X -  121 -  4i)x.~ 8|; pori*nUV'kquicreque.4|*;*-l3| < 
< 0.01 cuandn«‘ <J |x.*-:3| «1>6 o Isr.-Í 3» < 0,0025 cuando 0.<|x¡^-'3| <1 Ój«i i ti j W v . \  i*v'.bi.^flV.^  vi .  ____      una

Si se toma a S = 0,0025. se tiene que

J aS + 1 , 1 -  «Vi ?  I X r \ -  ' '  I,** '  * ¿ í l
|(4x - I)  -  ll |  < 0.01 cuando 0 < |x -  31 < 0.0025

jJfiaiuuñ: «l ' i  -«i I i!  ab •aru.i'tmb m b ú  >:.ni¿atm u L  t„&  importante d»r* cuerjia^c ^ ¡U q ^ ()nW «ropos.tp't>¡ menor, que se Ryede ¿p.pifar ep vez
•• obfcf: í  \-n;t ••« «ubm ílv!» u\

/, ^  „■/. : ,  <l, - K44lrrxk>37lAliíiOJ>J om wb.O.^.lx -  3Jf*,X i \ v lii'I.:v <lv> i.í».:tfr|\ /,
o;t vup liaol* i. ali./'U*;H . ♦- '  -  i ¡ ::; t?* nv ti-'.’;
^ « t t - . e w R P l f t í p v a r i o s  ó. par^ w  (  d^ido;papi.mqsuaf quc.d^alqr ^  It )^ ,

‘.h o )i:r¿ lab '-«ini-q ><>' vt;|¿ uvjim n :ii.‘ ->b «. • » ( '  '  '  b a ii’ v/ 'r.o-j>
zvlM iiuM toil «r.i m iu  'túi<*mi;i < o l~m v h  '  A v-iiiv * a:fuín-jHizon

sldtzfiq . '> '»n nóivjut>zn j  ¡?.t j.. jj r itiu’- z ^ iy i o r a.'i.T.il b  v.jp ¡ia'jvj 
Muestre que lim /(x ) = 11 s i/ (x ) = 4x -  1.P r o b l e m a  3-4

i -j

S o lu c ió n . Se quiere mostrar que para cualquier t  > 0 existe un ó lal que

a c i T j a u i e a f t u a i A M a x i a o ^ i ^

Como |(4x -  I)  -  I I I  -  4|x 3|. entonces se quiere que 4|x -  3| < r cunñdp7¿> g ,rt37 ¿ Í- .V f
Esto nos dice que basta t«imaf.ató>--ft'4. puesto que.: y/.)\ mtl v«ip '/ ilf iu V  1----------------- 1

.fk > . i > tt u , '■ 0 - i-, 41» -  3|, < 48. .cuando 'O < Jk .« 3| < áup raton il -> .ní»Í3u !o 2
4|x • <**•: i G r ife n »  3|..< *  •'i ttmni A >; >• a  <
4lx -  3| < r. cuando 0 < |x -  3| < 6 

(• > ,i - u t. • *  ¡ » - l h 
Por tanto. |(4x -  l| I I I  < r. cuando 0 < |x -  3| < ó si ó »  c/4.
Si t  = 0.01. entonces se toma a 6 = 0.0025. ♦

"  ^  ******** ¡

P r o b l e m a  3-5 Muestre que; a) lim  x = - J -  r - \  l i m  v J  —  v 5

S o lu c ió n . I. Hay que m osfrirqurV^> TÍ.-3r^TqaclJ^x*t^x0T í:  6, -> tflx) -  l.\ < e.
ul l/íx) -  L\ -  |x - x0| < c  Como 0 < |x -  x0| < ¿/. basta tomar a ó -  r.', esto muestra que 

lim x = Xo. *»-£ í-iugUwww.FreeLibros.org



•>rnc6)i. l/í*)’"»- lj,b  lx’ *•: ,»Sl < *>ti •!?/.! 1 .• : í  - /; i- >.. v ¡ í  c - I» > i. '-y.
Aplicando la desigualdad |xy -  ob| S  ( I + |a|)!y -  6 | + |6| |x‘ + ¿ I  Ü 'lx —*fi( < 1 & la fcxpfCsíórf 

|xl  -  x|| se obiicnc |x • x - x0 • x0| a fft + |rqtl6"|jo.-«ífjfj:+ IXfel Ixvhmq^wIcem-o*¿|<<r¡li.iyr
Si 0 < |xe - x j  < ó «  -le. 1 -  «313 0 . (1  + \x0\)ó *  |x*t¿ «  U +,2\xa\)fi.¿ _
Como |xJ -  x^l < r, es decir, (I + 2|x«lV* < e á = min ( I. i n j i l  1° cua* muestra, que.i* rñ .Ii ,i:ir i. “ ni'-V 2» | x ¿ i / ' - * y « . n oí.-i ^

Iim x •  Xq,

e) Ut*) -  14 -  lx* -  * 81. ,-------
Aplicando la desigualdad |xy -  JÍ»| á  ( l¡ + |«Mfly -  b fu jé | |x p  1 6f

|xJ -  x3l se obtiene
/ y  x d n R Iír t r .’*  n m i  \ ! .  ,.v  • / . ) U  , ,  ¡ o . n , i  i - P  i .  : f i n v ,  o i T j i n j / n v j  . n ó i i u l o á

|x-xJ -  x0 xól £  0  + lx0l)|x J -  x¿| + |x¿|-Tx —  Xbi lx —-x0| < 4inuj>i¿l 'v  uv l-

■ á  (1 '<+*|XoDU + 2fx0|)¿' + |x0|á. teniaido en cuenta fcl>

<- . ¡ i ■ / | |  *n/l ; ■ 11 •, : .= X* &  ^ l*o ^  •/' í  .i ■ > .. £ • « i¡>
Como |x’  -  x¿| <•*'!* í t  ‘  •' '  ■“

<• '  ¡*. »* 3 ■.bnr.'u , • ■ • /. I I  . * 11 <* -1 \ M i l  . // "y 'i

la bctorizaáón o’ -  6* = (u -  h)(a2 + ab ■* b2l  í  R irn 'fiín o ld o iR  ^
x *  -  x i  =  ( X  ~  i t j f c  * ' » “ * '  L -----------------------------------------------m

,U ’> ara obtener (l) en1 la forma Vx - ‘¿ 0¡ Z W  |x> - S  - X o t ^ i
~  |x* + xx0 + x¿| £  M  para 6 y M. Para obtener estos valores escriba x = (x -  x0) + x ¿ de manera que

■
l x 1  +  x x 0  +  X ¿ |  -  I f ( x  -  x 0 )  +  x 9f  +  X 0f ( x  -  x 0)  +  x ¿ ]  + : x ¿ í  -  |<x -  X o i2 +  3 x o ( x  -  x 0 )  +  3 x ¿ |  5

£  |x -  x0|J  + 3|x0| |x -  x0| + 3| (2)
-iU offwyxtMi»! nrlur* e awtn.7 • c  miiía v  t<jbn«n'>Aw|At|)s l  - > '« |iW »o m iw ¡u p x

.fík W fW JW * * m i> níhupvq *  *" - • .r i. * - • i:óix/i:*l <ú i-irq loirjq
,  ,  t  *  i i  3 V O  ’.'Zí í j  íiH i <tl !  z> ; r  a

••/I i  :  » ;  u  ■ I *  * o J  <  f i  f i f  4 *  • t  x x ,  * . x ¿ | - . < r ¿ ? .  +  3 | x 0 | ¿ (;+ . ^ a l t l j { r t  (3 )

5»'¡> uPvuql 1 . •>; '  - • \‘-X| wiu • onuii
Arbitrariamente hagamos o «  1. entonces j (  . . 4 _ ,

, {.i I J  nuil -  •> i. ir.rr.oi v jo j i » ili .suiii»l».l ni «'• • - •. ji.p -i.w mi'Ojsn kio.-í/
-íU'.riiv/ '•><<!*'. 21 -1 I i*  Jx  +, xx0~+ x,|.< !.,*•. 3|x„| -t- 3 líol.«).;c.r.yi¡j: ,..'jv:vr. ¡i.., ,

_  , > ¡T -  f  r.bfll.ü*.teniendo en cuenta <I): ,
• ** » * i -f •’ ;• i “  — t! í ’ C - •. .vlnsinluit*!

| x  -  x 0 | <  I  ¿  |X * -  xl\ < ( í  + 3  | x 0 | + 3  |X ¿1 ) < x  -  x 0 )  (4 )

- - . s ivjI .iiusbj ioM
De la misma manera, de (4) se obtiene

UCTIWOC UN A  FUNCION 13

2. Los cálculos se basan en

i#  - 4 i
- / ftvc ni:" 311 p  / „« fi*j •J'in

«1 + 3 |x0| + 3 |x¿|) |x -  x0| ,<,f^ :  ,

9-£ s rn s id o 'iS|x -  x0| < I 
y

"  - ’-'dfifíSñíte-
* ' '/ ¡h  } - !'> «  \n-« i

'•’ f e ' ~ * \ K'&Mtn tS-  ̂muj(U .» < i laiiiplsuá ubi.d .nóiauloZ
Pofjanto. |x — ix^ .< ^ iin  | í,  ¡^ j jx |+3|xa| )  *'• ÜT x* *  *o- •s»io¡,>d*/t tt i <>:i v

.» f *X6 »>\ - f > .,x *•, - / "x-, / i, / - .*.¡ > r/. n> — r  ií>•flT - * y « ! /
/  víi¡# lew : .--jni/r.vj urr' .-i - .  < r  --- („ i .  «; »ni'.t v  i?

^ ^ ^ M u c s trc  que lim  x l  ■ 4 ; b) lim x 3 = 8.
* ^  1 ' O J  i  t . 'f j  * { 1,  ;•  ! ( . /  1I3> •• »  . 1 3 » .  - -  .  »  i , ; .  -  - ;  

S o lu c ió n . 06)1 Toofindo en cuenta la parte 6) del problema anterior, tenemos que x„ = 2. /. ■■ 4; entonces

P r o b le m a  3-6

www.FreeLibros.org



54 UMITt D f UNA fUNCION

I* 1 -  4| £  ( I + 2\2\)ó = 5¿ < C  =* 6 < c/5 si |x — 2| < I. Esto nos dice que se debe lomar S como
ó «  min (l.c/l +2-2) -  min (I, c/5».

h) Teniendo en cuenta la parte c) del problema anterior, se tiene que

x0 -  2, L  = 8. entonces |x» -  8| £ ( I + 3|2| + 3|2|*)í = I9Ó < c -* S < — ■

Esto nos dice que se debe tomar a 6 como S = min (1, c/19).

P r o b le m a  3-7 Muestre que lim (2x* — 3x + I) 10.

S o lu ció n . Es conveniente escribir a |/|x) -  L\ -  M x)||x - x0| s  M|x x0l. M  una constante, o  
decir, se factoría a |x -  x„| de l/íx) -  L\.

I(2xi  -  3x + I)  -  10| - |2xJ -  3x - 9 | -  |2x + 3||x -  3|

Si |x — 3|< I, 2 < x < 4 ,  7<2x + 3< I I  y |2x + 3 ||x - 3 |<  11 |x - 3| Pero l l | x - 3 | < c  ~
=* |x - 3| < e/M. Lo cual nos dice que x  debe tomar a ó -  min ( I. e/l 1); entonces

l(2xJ -  3x + I) -  111 »  |2x + 3| |x - 3| S  11 |x -  3| < e cuando 0 < |x - 3| < ó

P r o b le m a  3-8
Muestre que lim  8/(* -  3) = 2.

i* 7 ^
S o lu ció n . Se debe mostrar que para cualquier c > 0 existe un b > 0 tal que —.  — 2 < i: cuando
0 < |; -  7| < 8.

/ -  3 -  2  -
8 — 2Cr - 3) 

i -  3 2,7 „  Ir 71 2_ 7i _ _ r

Sc quiere mostrar que |8/|I -  3) -  2| es pequeño cuando i  x  aproxima a 7. Vamos a hallar un extremo su
perior para la fracción 2/\i — 3|. Si f se aproxima a 7, |r — 7| es pequeño. Como ¡ se aproxima a 7. se toma 
a |r — 7| < |, lo cual exige que 6 < I.

|( -  7| < 1 es equivalente a  — I < l  -  7  < I  o 6 < t < 8 « 3 < t  — 3 < S o | / - 3 | > J  Por 
tanto, se tiene que |8/(r — 3) — 2| — |/ — 7|(2/|l -  3|> < |f -  7|(2/3) cuando |r - 7| < I (puesto que 
|í -  3| > 3».

Ahora necesitamos que |i -  7| < (3/2)t  Esto nos dice que se debe tomar a ó como 6 = min [ I ,  (3/2>eJ, 
lo cual asegura que cuando |f -  7| < ó. entonces |f -  7| < (3/2* y |í -  3| > 3 (puesto que esto es verdadero 
cuando |r -  7| < I).

Finalmente, 

Por tanta

T~T$ “ 2 |< |r — 7 | y < y * * - y « *

" a r h - 2
P r o b le m a  3-9 , .  ,  _

Muestre que para todo x0 6 K.
sen x y eos x son convergentes en x0 y que lim sen x =

= sen x0 y lim eos x = eos x„.

S o lu ció n . Dado cualquier c > 0. la Figura 3-20 muestra que 
se verifican las relaciones:

|sen x - sen x0| < |x - x0| y Icosx - eos x„| < |x -  x0|

Si se toma a = t  y = t como desviaciones, se tiene que

|x -  x0| < c »  |scn x -  sen x0| < t  y |cos x -  eos x„| < cwww.FreeLibros.org
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*

Teorema. Sean /  y  g un par de funciones R  -» R  y  x0 un punió de acumulación de n  &>r  
f  y g convergentes en x„. lim / =  A y  lim g = B. Entonces:

Las funciones /  + g. cg (c real), /. g. \/g, f¡g  son convergentes en Xq, con la hipótesis adi
cional de que B  /  0 en los casos l/g y  f/g. Se tiene que

á) lim  ( f  ± g) = A ± B , b) lim  cg = cB . c) lim (f- g ) = A • B. d) lim (l/g ) = l/B  si B  yt 0,
e) lim  (f/g) = A/B  si B  *  0.

Demostración. La clave de la demostración es la siguiente lista de aproximaciones, obtenidas 
[excepto (3-2) que es evidente] haciendo J(x \  g(x>. A y B , desempeñar los papeles de los ele
mentos que intervienen en las fórmulas:

I [/ (x ) + ff(x)] -  (A + 6 )|  £  |/(x) -  A  | + | rrtx) -  B  | (3-1)

| cg(x) -  e fl | = | c 11 s(x ) -  B\ (3-2)

\Ax)g(x) -  A B  | £  ( I  + \A  |) |* (x ) -  B  | +  | B  | |/|x) -  A \ si|/(x) -  A \ <  I (3-3)

| 1/éKx) -  l/B  | < - j- ip - lg fx ) -  B  | si | g(x) -  B  | £  i | i  (3-4)

I A * M x ) -  A/B  | <  -yjjyy-1 g(x) -  B\  + y ~ y  | A x ) - A  | si |<*x) -  < i | i  (3-5)

Para cualquier c dado, se trata de acotar (si es posible) las distancias |/(x) — A \ y  | </(x) — B |
para garantizar que los segundos miembros de las desigualdades (3-IM3-5X y  por implicación 
los primeros, sean menores que c.

Para (3-1) las condiciones | A x ) -  A  | < ~  y  \ g(x) -  B  | < —  sirven, puesto que al su

marlas, el segundo miembro de (3-1) es menor que t.

Para (3-2) se requiere que | #(x) -  B  \ < - jyy  si c *  0, puesto que el segundo miembro

de (3-2) es menor que e. S i c = 0. ambos miembros de (3-2) son cero y no se necesita imponer 
ninguna condición puesto que 0 < e.

Para (3-3) se deja como ejercicio el caso B  = 0. S i B  ^  0. se pide que

U W - ^ K ™ "  ( i- T T T i )  y  l 9 W - B | <  2 ( i +‘ m d

para que el segundo miembro de (3-3) sea menor que e.

Finalmente, para (3-5) se pide que

\Ax) -  A  | < -1 J - U  y |4x) -  B \  < min ( l | i  

con el fin de que el segundo miembro de (3-5) sea menor que e.

¿Se verifican las restricciones (3-IM3-5)? Es decir, ¿se pueden hacer tan pequeños como 
se quiera a | A x ) -  A  | y | 0(x) -  B  | ?  L a  respuesta es afirm ativa, porque precisamente éste 
es el significado de la hipótesis de que f y  g sean convergentes en x0 y  tengan a  A y B  por limites 
respectivamente. Esta hipótesis de convergencia garantiza que existen desviaciones para res
tringir suficientemente a  | x -  x0 | con el fin de que \Ax) -  A  | y  | ̂ (x) -  B  | sean menores

LIMITE OE UNA HJNCION 55
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que cualquier error, dado de antemano. Así, para iw np lo teD la^w ettn rtiúm do*í)'»rf> h«üO |í

9“  m m - ,  • « e *  .u m w ,-
i-jino irH  .H = »rdr y  ¡- -  * tntf '•:> /'jMtygtavr.oo v> x '

0 < | x - * o | < « ,  =• i y t x ) _ ^ I  <-£-
-(be /i«utr>nnt t i nou „/ . i i-j  w u a ijv .'/ íio . no? * •. •• • 'i  • ■‘.«m » A. -*• V«Vfloianul í e J . _ _

0  < | x -  0fx ) — B  n ’ °  ‘ 3  W ü  "b
.*• á  H i? u  I - tt -h rn ií ft, U l -  m. - i» mil !> }}., sriéi 7i\ •• I- - . t ) mil

Pero como
( 0 < |x  x  |<  ¿ '  ̂

?s l:n b liJo  >.vr:utji;nn/o*i^t ob ?^ lí^ |™ í"'5 f/*..f*^ !7»JvrO ' < '1 '* -?.'x<¿ í  t  i  .íwn
•vi» sol r,b xo.Vij.ij >o¡ :i:r.aqnn*>b .íl - i  jv.Kj «y i*. bi. :,v: n [•jmabi/'i v.¿f.- ií- r.< út'¡-;y/.-)]

Se ve a partir de (3-6) y (3-7) que xtlum - ’i .;•! no .v.»í.>i,',»a.,iii aup ««mam

(1-0

C-fi

,F-f|

í\ -  t?lvj : -r • i- - ír'A  > • *fi
O < | x -  x0 | < min (S f , ¿ ,) ô.

í\ - t/j»,; i t - ;

* f ‘ - fi.'.n *  ;2j «]
(3-8)

Ik x )  -  Á:\ *  VfKx) fl f  < " e : *• 5 -  ' ••***'''(3-9)

Í7.j'. ii>i « -  t/)\ i S  ' i í\ - t . J u i C r  h  ;> ni- iahúxn« 
Sum ando se obtiene: ,

(**M  ^  i  Ü -  (vto , \v  -  i»V j I >  : a * i  -  fy.fc»! ,

, a  f « - " < í
(•t-O f  -  •• • 8  •* I y K» y l' • J- -  (

i\\ |/.)v- ' '  i  - ! i b - 2 <7¡dvjq -c¡OVíi o!. » : i.* .*»!»:• *-., • i»;*!
uóiar.'.Mlqm; v.' j  / i-:¡-O •cb’.fyiccuiíab s*:l oi> xorimoir»: ibm'̂ cv <•: • ru«p m tq

Com o consecuencia de la proximidad calculada en (3-1) se. tiene que .J.noaaiq

-ü> lt  w p  o ;.M x ).r r .* H  ¿  |^ (x t -  « J j iC ©«*' | O tx) -f y(x )] 1-<.P-1 -r\ i,-;:<3-10)

De (3-8). (3-9) y  (3-10) se infiere que • o i« ¡iw ¡« i obui j x  b  jt i.h w

U ,. ¡ g  4  r 0 M %  'W l  „

Tjnoqmi j-.j íx w jíi v  <«« / o’o ; nr»> (l-f.i *»b xo'd.-!i*Hf.M /<.• la.:, i » V  w* aift loiiaru x í ;¿-‘ i a!. 
Com o en (3-11). vemos que > . ,;óíoíL^o j  tf.ni-uin

•¿M m .&Xo) 5  mii^ v  a .:

De manera sim ilar se^uede-demostrar que i  p ’j nita - I . .  ••

¿íg ('-. x0) -  f * , |  :xo j, ?? .od'rtvia h-jup'1?!*

m in 'P K  ^ Imlt.ni-I
s/k o) = iny» [5/ (£'. x0). (e". x0) ]  con < ,k

I  tV  s t  * í  1  «  ~  ‘v-«* • K ' í f ,
(3-13)

2 (I + M I )

onuyj >ofiaupytj n tJ (OJcrl íroljouq •>-, .;iy jh  s:í J- 
vixv vinam tsijvíq  onpioq r..niiflr ci>o.iq.»yi ..J 
xoamii -  >3/H (t ¡x¿ ) ^  Yrttb [ ¿ /  fié'i xtf'3 ¡{C 'i-Xó) ] ‘cOñ 
-x.a% .anq xa':oi3í¿;v>oly 'ü p  âoí̂ JJ¡•̂ r..,
saionvf.i n M ? tt - (/•)« 1 v i ls -  </)*..; aup vb .".M \'v

!-*'  xr;nor^niÉsa 'i.c jilh v/ 0?.o
c* '=  f J i g -L y ! (>.l\.i t  « r jíiip

■oo • ■/ - x\: ¿  •jíü'jm liixítjfiu r ¡ion:
;.ai 
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T e o r e m a  l í m i t e  d e  Itf ié a íz  d e  u n a  funcíófci

Teorem a. P a ra  todo entero po sitivo  n ¿  Í t £ 0 e  »  J x  es; convergente en x0 
lim J x  = J x 0- ' ? I
*•». I *•» "  ~~~ T /  • o*-
Demostración. Para 2 .i  t-

Para todo c se debe hallar un S  = Ó (t, x0) tal que
I * I

!¡x é  # f  &  | x - x 0 | < ó j  - l > / x - V x 0 | < V (3-16)

f .
su1 .< orneo i> *  
j i¡  11 tii;*ló-i-*UÍ3Up )•; ¡ n

rtfrjro! ->!• t.-íi.v

( í  h» -wp "•mLgntl u

jJtt.

>f*A

i • i
E l caso x0 = 0 debe se» tratado separadamente; vea (3-19). Pero esto es fácil, porque si 

x0 = 0  se tiene que C£.t  ^ g i l

X I^  rr-v^o .•TZ^QJrr̂ DiTv h  •
fa,-x,'.'«ift’(pon|üe,x ^ 4 ))o  „V. eb "ib v lo ’ lc •, v i  óuii^nol ab •Al .-.'sum

fflo im i'! íc j . i <|7 v  ■’.obvbv A*.
simplemente se toma
ii£-Ü  /• . i .'h 'i "  tv.fi*! -í-- o/.* ^  i . i ' a  1

•5 (c. 0) = £2 porque 0 < x < c 2 = » 0 < v/ x < £  *
.u p  íutnav • IC-éJ fú y .v  ;f0£- 'i ira r.i •«; u ,-b (a.]cn to r.aftcq.nw!- í.,v.hi

¡y ^ | a  Figura M I . )  , ,  _  [ ( , ^  ,  .» > .  , ?

% ib  ( -  - F i g u r a - 5
-IOV aup w ib  -aiimil ab n o b im ip  e : / na .m ol; / I ' i . . / ' t r . l ^ í v . :

=  ¿  '  / na , ’W 7 )
V x + s/xo V x  + V xo

d3¡wb*:r..* lo b  i.rn r*ic»aT  
como 1,/x + V xo I = v/x + \/xo > \/xó. dc los extremos de (3-17) se obtiene

aaanr-.T.rí - tv  -  vi  / 8  - «  ratoum )! :* v «re# •.,nviw.V

'  6 ul1í r i i t e a (Wan'cfaTá';Í« V Ía c l8 n í 1''tó :¿ ; ) -  ^ a  iirtíc  pafá ^  ¿

« «  T>1  * *
a  i  fi A .i-» -r A > ;> -- « A *»  i > A -  u | aup ab'iauvatl 

T e o r e m a  d e l l i m i t e  p a r a  fu n c io n e s  c o m p u e s ta s

T M * k± Sean / &  g un p *  de Íuncíones.'x0 ‘e '& r  ii0 = '^ x ¿ )''e ^ y . y corivCr^ñic o t Xa y  /  
convergente en u0 = »(x0M ¡m  p -  <Kx0) y lim /  = (u0). Ertlotfcés lá  función/o g es convergen (Ó

en x0 y lrm  í/̂ o s). = /T lim .^x)]. 11 ’ '
i *  --v j a  ¡. • i.,/. - /• 'v  o .~  î r» . n i r.itn >  l.,r  - > i» o rn o )

Demostración. E l problema consiste en hallar x lo suficientemente cercano arx0 de manera que 
0(* í esíé-tan próximo a g (x i) para.qpe / [s fx )] se encuentre dentro de la proximidad fijada de 
/ [g 1x0)]. Para ser especifico^ se fija cúálquier erroh:* )>ara |/ [s (x )) - ’/ [ff(x '¿)]).

Prim ero se elige una desviación Ó, con el fin dc qqf.lps u ^tjép.dcntrp 49[.ip(ervalp dp loo^ 
gitud 2Ó, alrededor de u0; para que tengan las /(u) a  una distancia menor que c dc /|u0). o simbó-

• • .  'I  .  O . I I  \ nrn-Mii i lufil i -i 'I  i.-ii'.V .'tilicatdehte
I

t£-f íiugiH

: i r m !  .»• H nói'Jiiü l i.Ik *J «m.'l T. vw,v..-,A

|u  -  u | < ó , => \flu) -  flu 0)\ < £ ~ Í¿2 tí)www.FreeLibros.org
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*0 + 6, 
X

*0 -

R R  /

0 fv„| »  b ,

^ — * '

0<xo )  —  b .

"  A“ol 

/ [iK '.ll -  *

F i g u r a  3 -2 2

Tratemos b, como si fuera el error prescrito para | g(x) -  M *o) | y  elijamos una desviación bg 
para que las x dentro del intervalo de longitud 2óg alrededor de x0 conserven las g dentro del 
intervalo de longitud 2b, alrededor de 0fxo); en símbolos

| x -  x0 1 < bg => |gix) -  g{x0) \ < b , (3-21)

Ahora hagamos que g[x) y gix0) desempeñen el papel de u y u0 en (3-20); según (3-21) vemos que

I x -  x0 1 < b, => \J[g ix )] -  /títfxo)] < c (3-22)

En  otras palabras, (3-22) dice que bt  es una desviación para | x -  x0 1 con el error r. fijado para 
|/ |¿(x )] -  yts<xo)]- Es dccir. v's,a dc la definición de lim ite, (3-22) dice q u e/ l^ x )] es con
vergente en x0 y  que lim J[g {x )] = j[g {x 0)].

T e o r e m a  d e l s a n d w ic h

Teorema I. Sean f . g y h  funciones R  -* R  y  S ;  »  S ,  =  Entonces

*?(x) 5  /(x ) á  h(x) en 2 , .  lim g = lim  h -  L  => lim /  = L

Demostración. Sea I .  el lim ite de g y  h en x0. Entonces, para cualquier c > 0. se tienen óg y bk 
tal que

0 < |x  -  x0 1 < bt  ^  |0(x) -  ¿ |  < c »  L -  e < gix) (3 23)
0 < | x -  x0 1 < bk => I h(x) -  L\ < h{x) < / . +  /:

(recuerde que | t ? - b | < c o f c - c < a < f c  + c).

La Figura 3-23 da una motivación geométrica. Por la 
condición gix) S / (x ) < h(xX se tiene

L  -  c < gix) &  M x) < /-+ r. ■> L - c  < /(x ) < L+- r. (3-24»

Como 0 < |x -  x0| < min ibr  á j  =» 0 < |x -  x0| < b, &
0 < |x -  x0| < De (3-23) y (3-24):

0 < |x — x0| < min ibr  Sh) <» L  -  c <  /(x ) < L  + c (3-25»

De (3-25) vemos que b , = min {br  ¿*) sirve.

Teorema 2. Para toda función /, R -  R. lim 1/1 =  0 - »  

o  lim /  -  0 .www.FreeLibros.org



Demostración. 1.a clave de la demostración es que la distancia entre /(x ) y el origen (en el co- 
dominio) es la misma que la distancia entre el valor absoluto d e / y  el origen; en otras palabras,

l/lx ) -  0 | = \flx)\ = ||/lx )| -  0 | (3-26)

Suponga que |/| es convergente en x0 con lim ite 0. Entonces, para cualquier error r. que
se fije, existe una desviación Ó,,, tal que

0 < | x  — x01 < 6tf\ => | |/lx) | — 0 1 < e (3-27)

Según (3-26). vemos de (3-27) que

0 < | x — x01 < Ó|/( => 1|/[x) — 0 1 < £ (3-28)

Es decir, cualquier desviación para la función valor absoluto de /sirve  como desviación de /  
La otra parte de la demostración se obtiene intercambiando los papeles d e / y  |/|.

P R O B LE M A S  R E S U E L T O S

UHTC D I UNA FUNCION 59

P r o b le m a  3-10 Halle el lim (x2 + 7x -  5) c  indique el teorema aplicado.

So lu c ió n . lim (x3 + 7x -  5) = lim x1 +• lim 7 x  -  lim 5 {Vea (3 -1 )  y (3-2) ]
■-j  « - »  i - i  *-»

= lim x • lim x + lim 7 • lim x  -- lim 5 [Vea (3 -3 ) ]
*- 1  * ' i  * - 3  l - J  i

- 3 - 3  +  7 -  3 -  S  —  25

Nota. Observe que /(3)  = 3J + 7  • 3 -  5 ®  25 es lo mismo que lim ( x J + 7 x  - 5) No siempre se verifica
■ ->

que lim /(x) -* f[a). (Vea el problema siguiente.) En este caso, lim f[x) -» f[Z\ porque la fundón es continua 
c n x » 3 .

P r o b le m a  3-11 x3 — 27Halle el lim  r— y  muestre los teoremas empleados.
J  X  —  3

S o lu c ió n . En este caso no se puede aplicar el teorema anterior al codenie (x* - 27)/(x -  3) porque
lim (x - 3) -  0. Sin embargo. íactorizando el numerador se obtiene
i -j

x’ — 27 (x -  3> (xa + 3x + 9)
_ _ n ----------------------

E l cociente es (x2 + 3x + 9) si x # 3. A l calcular lim  ---   se están considerando valores de x próximos
, - j  *  J

a 3, pero no iguales a 3. Por tanto, es posible dividir numerador y denominador por (x -  3) Por tanto:

i™  4 ^ 1  .  |¡m i » - 3 >  <>■ + *<+»)  ,  lin  *  3 , t  „
, - j  X  —  3  , „ J  X  —  3 , - j

dividiendo numerador y denominador por (x -  3) porque x /  3.
Asi. lim xJ  + lim (3x 4- 9) — lim x - lim x + 3 lim x + lim 9 »  3 • 3 + 3 • 3 + 9 — 27 [Vea (3-1) y (3-3)]

* - J  «-i «-> *-» *-J  *-»
x3 — 27 . x3 — 27Nota. En este ejemplo. =— no está definida para x = 3. pero, sin embargo, lim — — existe y es

X  —  3  l - l  X  3

igual a 27.www.FreeLibros.org
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'P r ,S W ,¿r ti,á l’ í-lf2'-Px^-v1,ri*' 3,iP *J  '»¡; avi.lv u.¡ iuuY,.\tv.'i«f>‘l
»v«HsWO/lOT’(r  Q ju i'w itb  in l ir /  b  o i f iw  f i i ' jn j.V 'b  r.I :>up um ^nn  •>( »*»!n.«not»

ución. lim

*~4

limÜ &   _  _
« - 4 . - 4  — 4 X -  4 . v ' x  +  2 . -4  (X -  4)  L / x  +  2)

v v \ >  : 'd iv j  i'iiu p w a n  r.n r, y w u n n j. l  .0 w i t u i  < j O ' j  - , i  « v  x 'fp .'t iv v 'iy , -•> ¡*.J - , , < y  i.r¡«i->quíí

"  S ^ J + T "  K m ^ +  2 * ít ' ,‘ r" vl '  “ “  S R ™  • »» ' *

iT S - f l  >  0  - ; ! / « ! '  «r* . .  h  > | •# -  / -» (I

P r o b le m a  3-13 ■j¡ip t>l» ¿o rrm  .'Á C -fl fifctv i2
C a lc u le  lim  x M , c o n  p  y  q  e n te ro s  p os itivos .

{« £ • ? ) :■ >  f t f * -  l r l \ j ¡  <= n í 4  >  * ftA  -  /.» v f l
S o lu ció n , lim  x*'« =  lim  (x'*>» ~  (lim  x'*>» -  (x¿'*K =  xfc*. 

eb ii6i'jni7-AJb  om oa W ii^ \ y b  o fflfb "ic  lo lr./  n ó ivn u l ::l ¿ in q  n ó iv b iv o b  ttnup lia i:. .íio o b  s?¡ 
Esto es v«rxJ8d\pW q ^ ^ w liíó:l4 ,^vfctg«ncifl.de.;U .{unotón lít z jf  b  rogta,‘W,Pf<>dM9«o)to.T  ;»;V qe5

P r o b le m a  3-14 2 0 T J 3 U 2 3 8  2 A M 3  J 8 0 A S
Muestre que la función / (x ) = x2 sen (1/x). x »*_0. es convergente 

en x0 = 0 y  tiene por lim ite 0.. n .  r
.< /b«ilq» fcrn»i09j I»  oupiUnt o fe -  -  2 y  ¡ t il b  v l lU I

S o lu c ió n . Como |scn u| £ I para cualquier u. se tiene que 0 ¿  x2 scn(l/x| £  x2.
[ -- f  fb ic lcn tloáfx l -  o  y  H x k = r r it?  vcm o^q iic/ lx ) «(Convprgenje en x0 , - t . f i y  que tiene por l i m i t f i & p g ^  
& < *) y  W x) convergen a  0 en xo< »0 . Tam bién se puede poner la función x2 sen (l/x ) en sandwich, entre las 
funciones b’ X.oy X 2. puesto que f l . i t B  sen2 (.*/*> S  r l . J  X 1 

En este caso. - x 2 juega d  papel d o g ( x )  y  ¡c* e l dehfx).

V* r : .  !• -! I.!--!' ■;/* í ‘ — t r  ^  *v.l m il sup orn^im o í '  • 1 '  -• if.P-ju-, y n v H O  -U./.
P r o b le m a  3 -1 5  I .

JlT lJJ ¡ ..Mqcrtrc que-la Tuncjó tt-./W cw ,*;,^  (J/jq,:#, ft.es ;iw nv«|se«*t o\ 
x0 -  0 y  tiene por lim ite 0. 4 ’

= y. m

S o lu ció n . Apliquemos d  teorema del sandwich a  la  función |x  scn (l/x )|. Observe que_______________

wbcol <¡mo /¡.m nov:'  i  / i f< U x ¡  01,1 h  L r *~£—f ™ 9.1 d£2Ü.

*«>¡) ¡C o r to  |x ' sen ( I / x ) [ - = t  i seo lbx||;>s«¡< ::i*«n'H/x}J & Ji^ la » u i> q s ^ u © i0 ,y rJx | ,d 5 s « n p c ñ « í» tt ilW íl  
de g  y  h ,  respectivamente en d  teorema d d  w n dw tch iw H an do  qufl^xshws Uenoapof.hm ilfrO^n x tf -  0 , 
logamentc, en virtud de la desigualdad anterior, al poner a |x sen (l/x )| en sandwich en medio de dos funciono  
que tienen por limite cero, su lim ite as ce ro  E l áegundo teorem í com pleta la solución, puesto que

lim  |x  sen (l/x )| «  0  •* lim  x  sen (l/x ) = 0
*-o _  I^  M - 0

rt> nnx«nr|iob«sjoLví.bn in3b i'iio jn i.t.a ’j f  - m il tu lucisj IA  v  .  >, i\* ) y '  • • <i do vinv**>o IH 

:o;ab* to 'l 4f — / 1 íoq  tubitmriionsb v i< iLi;uriii|ii uhr/ih d d ócq  t i  .cio^ i i.v i }  r . r M u t i  <>n <.»sq i  a

C a lc u le  lo s  s ig u ie n te s  l í m i t e s : ' -  ?/. * -x l l t  -  > i .
mi«
*•1

a l  y  v ip io q  * ' -  /.t '1^  :<>I.BninionvL / lobr.ismuti obrntibtvib

0  l i 0*  ;v r i " ^  — , * * y l  -  • r r i l  f  > / lili! i  m il :v  /*.! rnii -  :  t  m il ,i.A  X  +  i X  +  I .  . t - ,  i . ,

Í S  -
»».*. ft3 uto'ASolución.'* i J  &*>■- 1 x  +  3x +  2 , - _ i  (x + 2) ( x  +  I )  , - - j  x  +  2 ». ' I íU.v :www.FreeLibros.org
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x 3 -  3 x  +  2  f  -  r r  / l  . i f£ -£  f i r n o l d o i T ]
a > l im  . J --- T ~ i  - - • m il K ;--t----------------------- 1x -  4x + 3 t  /  _  » _  y; y  w

l  -<l«* = f t  (x -Xmx* + 2*4  3) "  S ¡  :-;  mil (ó
V -  *V‘ +  ’V ' y  "••

M x J -  (fl +  !)x  +  a a  -  I
fe)  l im   J  _ - 3 • -  _  I  R e s p r r   ^-3- ,

.  ,  v

c )  S  r -  - T 3 7 ? - ]  "  r  ”  + l<i • i * ’ *- '■ .•» - x niKti-uj Wi-Ifjnt- ;*-* «. u v >- y. sotn^: !! .nóÍ9ulo¿
r í M

n  . ,  g  1 v « ¿  n . 5 '' £  *•• i  1 ■■ ^  -  U  • nl \  S ■ ' / -- ' ®?P r o b le m a  3-18 .  . . .  xT -  /   I a ) i lim  — .
****4 mil -  1 OTíI -f • *«\ ¡ T ^  . . -

S o lu c ió n , + jV " ~ * +  /~*> „
* * * * *  *  V *  A *»* - f r  * -ó -r t x ^  ;  - a  t - S t ’ I  * ' - Í  “

=  l¡m (x*-‘ +  x - J¿ > ' V - V  +  -  +  x / - *  +  / - ' )  -  
*-/ v

= lim x " ' + lim x*'2y + lim x '- y  + ... + lim x / '2 + lim / - ' -  f r c 7  c r^TiT lft^Q
*-» VJ*jp v ív .ii^ 'V n jiín i.T ' ir. ^  lOirfS’V v n\ tu ;*  1

mf " + ■ « • * í « -  ■ r " -
H  s - 4 ^ . *  1 -  " --------- H - "  ^

r  '  y  9 —  5 -f —  / nineii-j I -f 11.  / i2 |U .n ó b u lo Z

S o lu ció n , lim / i!^ i¡tf,iiV V v ¿ L  ¿ “g £ 4 s e g ú n  ü* * 0  ‘ « I  -  '>
x  y  y - r  *  * r ;  -  * ’  -a  -  -  ™ ;

.• -•• | l  :  * ¡  -  I I I  ♦  . . 4  f  1(1 +  n » -  ,

P r o b le m a  3-19
— ' •  — r — -

—   -------  mil
i» i

ni*i . n 4 y .'l -i» -  1 '*>— | il T • \ 1 I  /
— i — s í ..................i r - a -

. 1  -,!• <? 1 0 1 , 1.1 ^ t r ii  .  n i j  m x iO ÍJn o y  -• ítir iü 'i «o t « i b l d i b l l i  

S o lu c ió n . Haciendo .  = /  ,  aai cuando , - 6 4 . / - ^  + , ,  x l2 ,4

2 y  +  4 5 J .l i n . ^  - t o  t o J t - a í ¿ 4 2f ± 4 .
, - s *  v  X —  4  v y  -  4  r r »  y 2 -  4  h # «  -  ( r  -  ¿ U y  +  2 p riJ = - , - i < y W  2

I  -  *5 +  . .  *  V - - 4  ir .  f  I  n* •

M m ------------ “ V ® . »  ^  4

P r o b le m a  3-20 iim  1 . . * * ! »  rail ^  « n w l J o i l  |
**- i

»1.
S o lu c ió n . S i , - . )  coando ,  -  I . ,  -  I .  lin. ■' ^  .n ó io u lo )

, - i  IX  i )  r i  ( y  -  i )

; lim ^  Cr‘L i Dí  '  - ' I z  " y '  l :nl "
-  ( F = t ? V t 7 T i t  “  S  p ^ r r n ?  *  twww.FreeLibros.org
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P r o b le m a  3-21 . J 2 x  +  I -  3
a )  lim  -v - — ..----------— •

**4 4 7 ^ 2  -  y/2

S o lu c ió n . « ,  ■ ^ ± 4  • 4 E ^ -+ {  -  ¿ S e
J x -  2 -  v/2 ■ -« J x  -  2 -  4 2  y j x - 2 +  4 2  > 2x + 1 + 3  3

¿>) lim 4 *1  -  r*  -  p
-o  +  ql  - q  '

R e » ,. - í

P r o b l e m a  3-22 lim T '*  -
x -  a

S o lu c ió n . Hagamos * =  y" y a  =  fe": entonces cuando x  —  a ,)T  — t T y y - b .

lim Í ^ É  = ,im - ^ 4 r -
5  4  -  t r  "  l1!?  o- - ¿ ) ( y - ‘ + y - ;6 + ... +~yír^1 + /•“ " ')  

1 1

(y  -  b)

-  lim
" m  y - 1  +  y i - í ¿  +  . . .  +  y b - - >  +  6 - - '  l i m  y " " 1 +  l i m  y - " 7 *  +  . . .  +  l i m y f t — '  +  l i r n t r - 1 '  
'  • » - *  r** » - *  » ' »

I ___________________ 1___  I  J a
=  6 - - ‘  +  f r - ' 1 - *  +  . . .  +  k t r - *  +  ¿ r - ‘ m 6 - - ‘ u '  mu

P r o b le m a  3-23 Sean m y n  enteros positivos arbitrarios. Pruebe que:

,  .. x "* ‘ -  (n +  l )x  +  n n(n +  I )  . . .  x "  -  1 m
“ » i ™  ( F T T P  2 — : *> ; ' ™ y n r T  =  T -

S o lu c ió n , o) Si x =  f +  I. cuando x  -* I. 1 -• 0.

lim
1

x**1 - ( n  + I)x + n _  (I + l f "  - ( n  + l)(f + I) + n mlim
»-o

I +

<* -  l»1
(n +  l)f +  +  ... +  (**' -  (n +  l )f  —  (n +  I )  +

■  lim
r- 0

Po[ ,a„,0. lim + " ■ .  lim - Í í - Í - Ü  +  ... +  r - ' =  porque loe lírmim*
«-1 (* ~  ')  >*o 2 l

que no aparecen, indicados por los puntos, contienen uno o más factores dc 1.

b) Si x  •  í  +  I, cuando x  -• I, I -• 0.

X- -  1 ,:_ (* +  i r  -  I
-  !¡”  ( T T i M  -lim

I  +  m t  +  l 1 +  . . .  +  r  -  I

1 + „ , + * L ^ J )  i ¡ + ... + , " -  |

m(m -  I) 1 +  ... +  r -
*■ lim

-o „  + ütg.r i l ,  + ... + ,«-•

P r o b le m a  3-24 sen 4x  
l i m --------------
» -o

S o lu c ió n . Sea x =  - j .  y cuando x  -• 0. 0 -• 0.

sen 4x .. sen 0 .. . sen 0 . .. sen 0 . . .  .l im ------- -- lim  — =—  =  lim  4 — , —  =  4 lim  — *—  »  4  1 = 4
, • 0  x i~o #-0

4
• -0www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3-25 lim I 2  eos c

sen (c - t )
S o lu c ió n . Hagamos x = . i > -  * .  p = x + - y .  y cuando r  -• - y .  x -* 0.

I -  eos F I  -

lim  1 p  = lim
sen I  ir -  J )  *-°

M )
sen x lim

.-o
I — eos x + J 3 sen x

2 sen1 -=- + ^3 sen x / 2 sen3 -y \  i
- lim ------ ——  —  = lim-( -----   — + I  -  lim I

'  ^ 2  sen i  eos |  * /  —  \ COS T
- lim ig -y + lim ̂ '3 = ig lim 4  + >/3 = Ig 0  + J 3 -  J 3 *-o í.-o

P r o b l e m a  3 -2 6  | im (1 _ l ) l g «
í - l  ¿

S o lu c ió n , ig -y- = coig |  y  — y - J  = co tg-yll — *) y sea I -  z -  x; entonces, cuando z -* I. 
«  - 0 y

lim ( I -  :) tg "j-  m lim x cotg ~  x = lim
,- i í  »-o í  *-o

C O S y  X  2

ít It
X_2

x

P r o b l e m a  3-27 v .. 2 are sen xa ) lim
»-o 3x

S o lu c ió n . Sea are sen x -  a  o  sen n -  x y cuando x -*0, o -• 0. asi:

lira j g j g g * . .  l i m = lim 2 2
.-o

■ — j  i u i i  ------- =  m i l ----------- as - -3x , . 0 3 sen a , .0 y scnji 3

tg x — sen xb) lim ------ «
i -  o x

c) lim sen nx 
sen 3rrx ’

„  sen x -  sen a . _  x + a  x -  ad» lim   --- -----; aquí sen x -  sen a  -  2 eos — ; —  sen — ; —
*-« x -  a  2 2

\ i- *8 nxe) lim  — — —. 
i* - i  x + 2

Indicación. Sea y = x + 2, y cuando x -* — 2, y -* 0.

Resp.: y

Resp.: I

Resp.: eos a 

Resp.: n

P r o b l e m a  3 -2 8 _  . ^ sen x  ^ 1Pruebe eos x ^ --- —  £ sen x  , 
lim  = I.co sx  x_0 x

S o lu c ió n . H acien do  g { x )  = eos x  y  h ( x ) =  - 4 — vemos q ue  f lx )  =  es convergente en x» = 0
COS X  X

con limite 1. porque <̂ x) y /rfx) convergen en x0 — 0 con limite I.www.FreeLibros.org
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S  * x‘ "  £ cos x - cos T 1 „  ¡ l ? ! í

lim Mx) ”  lim — —̂  => -p—U--— - =* |
,-o .-o cosx ltmcOsx I.-o

f[x) está en sandwich entre ¿H* y J*x). — - 'j’j it f ) :  < . f - . . .• - i «. nóiaulog

P ro b le m a  3-39 x U U m k  « .  '/  “  '  ¡ ■?» ;• !  . ,nll
• *w» ú . 1 •!** <• . | S 'i I ..

, 1 -  - £  <  cosx  <; 1 -  +  •  lim cot^ - | LV0.
/ í!^ \  / .  *\  * * ° > f

r  I  f  V  I  w il *- I  < •*■ i  - • 1 mi! * , * .<ii¡
So lución .^  , -  £  ~ T T  *  & "

Haciendo g{h) = -  ~  y «(x) V-*-? Vemos que'/#)>* en sandwich entre las
funciones $(x) y Wx) que convergen en x0 = 0 con limite 0, es convergente en x0 -  0 con limite 0.

------------------------------ - II eral L “ ± í.1 ü .!.d® ll!
P ro b le m a  3-30 Demuestre que lim (ie — x ) cos —  = 0.

«-« - /X. . i
.. -  :  obns«^ jv s n n lea  - I ev. v |- -  I I  ”  tjn»> - I  - / j  .«.y.- r >4, .n ó io u lo S

So lución . Como I eos - I á  I para cualquier x, se tiene que - (n -  x) £ (a -  x) cos -í- £ (ir r i x).
,  i, j. *»ra r .

Haciendo 0(x) = - (*  -  x) y [Hx>■*>* -  x vemos queda función J[x) =I(nih< x)cos—. en sandwich
entre las funciones g(x) y h(x) convergentes en x0 = n con limite 0. es convergente en x0 -  it con limite 0.

i.
b) Demuestre que si el desarrollo en serie de tg x es

x3 2xs 17x? >v j'  tg x  ¿ tt-F. s rn o ld o t9  Itg x  =  X  +  —r -  +  — ¿ —  +  — h  . . . .  I t m i f W — 11= 1----------------------   -1
j  j  j I j  y*. ,- 0 "-^

c) Demuestre que si cl-deMtrrolIo.cn scrie.de Jn  co ses,,. , ^ , i ,  n ó n u lo c

In cos x = -  T ~  lim In eos'* =  Ó f y S x S y
*

J ---- —-n--------  x ¿ts<*. -  / ul
P ro b le m a  3-31_____ ____ . . , . „  . ,  >¿ «*'Conociendo que los desarrollos en serte de are sen X y  sen X ’son

.   x1 3x5 . 1 • 3 — (2». -  3 ) x ^ \ ,K'  .ir.,! „aresenx -  x + —  + + ... + -f - - f  ? ^ ^  ^

n a o s  . q-ofl ‘ - n v . ~ x -  ¿ < rj£ s v, na- ( p - r l ^ l M r T ' - V ’ '  - * '1W  m il |t-
t í " "*  ~ ( 5 r - T ) ! -  +rt- *

. _ — ,. are sen x , ’/r. ¡.í .acm iKsire que lim -----------  I. — - mil n
*-o  x  -  J  ;  • • a

So lu c ió n . De las series sen *  5  are sen x S  x + - ^ '+  ~  '  R ^vn.áU il

•» La en' sandwich éntre hu funciones i3 ¿ * y ; l  * + .^ ^ « o nv « t» U k ia
x0 = Ocon limite I. es. por tanto, convcrgenlc<n'K¿iio Otón Iknitc 4,i. i.c .o  • ■ •. vupsoq < :»¡r.nil re .

I
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| P ro b le m a  3-32 Encuentre ̂  uno de los casos que se dan a  continuación un ó tal que 
|/(x ) -  L\ < c para todo x que satisface 0 < |x -  x0| < S.

a) / (x ) = x4 ; L  -  a4 = x£.

b) / (x ) =  y  ; x 0 -  1. L  =  I.

c) / (x ) = x4 + y  ; x0 = I.  L  = 2.

*  f M = - l+ Xs c ^ 7 :X o  = 0' L a ° '

e) / (x ) -  v/Txj ; x 0 =  0, L  = 0.

f )  / (x ) = y/x ; x0 = 1. L  =  I.

So lu c ió n , a) Es posible encontrar 6 comenzando con la ecuación

x4 -  -  (x -  x„) (xJ  + x„x2 + x¿x + x¿)

Si |x -  x0| < I. entonces 1 > |x -  x0| 2  |x| -  |x0| y de aquí |x| < I + |x0|. de manera que

|xJ  + x^x1 + x¿x + x¿| S  |xJ l + |x0l |x|* + |x0|* |x| + |x0l* < ( I + lx0l)’  +

+ |x0H I + Ixol)' + |x0|2(l + |x0|) + |Xol*

y de allí se elige ó -  min ('•  (, + ,Xo,p  +"|x0| (1 + Ixoí)' + |x0| '( l  +

b) Sabemos que j y  -  y  j  £  -yjjj- |x -  a| si |x -  a| < -y-.

En nuestro caso, a -  x0 -  I -  L  y asi | y  -  I | £  2 |x -  11 si |x -  11 < y .  Luego

6 -  min | y .  y )  sirve porque 6 < y  y 6 <  y  y |x -  l| < á =» | - y - l | s 2 | x - l | < e .

c) Hagamos |/Tx) -  L\ < c, o sea. | x4 + -y -  2 | < c:

I* 4 + ± -  2 | -  | ( 1  -  ! )  + (x4 -  n i  s  | |  -  1 1 + !x4 -  u 

Entonces |x4 + y -  2 | < £ s i | y - l | < y y | x 4 - I | < e / 2

Por a) |x4 -  11 < y  si |x -  l| < min | l.- jy J

y por b) | y  -  I | < y  si |x -  11 < min | y .  ~  )

luego si se elige ó = min | l.  y  . ,  * j  = min | y  . — se asegura que si

0 < | x - l | < á - m i n | y , y j J  => | x4 + y  — 2 | < e

d) Sea | -|-_f  l y  -  0 | < e y elijamos un ó tal que si 0 < |x -  0| < S *> | -  0 | <

I x - l ; _____ x I Ix|
1 + senJT  “  I + sen’ x ' | 11 + sen1 x|www.FreeLibros.org
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| l + sen2 x| á  I I I  + |scn2'X | -  | ll + Iscn x|2 <. I + I -  2. ya que (sen x| <. I. cualquiera que sea x.

Por lanío. -¡|-+“ ¿ nJ  vj £  3  - 5  |x| < 3 porque 0  < |x -  0 | < 3 ** |x| < ó. Luego si elegimos 
3 m £. leñemos que

0  < I* -  01 < J  -  .  -  N M « -  -  | T T Í ¡ P T - 0 l - T T + ' ¿ n , , |  « «

e) Hagamos |>/¡xj -  0 ! < c y elijamos 3 lal que 0 < |x -  0| < 3 •* |N/fxj -  0 | < t

In/ÜT -  o l = 17 |x| | = v/íxj

y |x -  0| = ,x| = 3 ; luego si hacemos 3 — e2. icnemosque 0 < |x| < e* »  i  => 0 < vTxj < e y asi

0 < |x -  0| < 3 = c2 => Iv 'fx j -  0 | < e

/) Si e > I. sea 3 -  I. Enlonces |x -  l| < 3. o sea. |x -  l| < I - I  < x  -  I  < I  »  
0 < x < 2 .  y a s i0 <  J x  < 2 =* - l <N/ í - | < |  => | N/x — I | < I.

Si c < I. entonces ( I -  c)2 < x < ( I + c)2 »  |v/x — I | < t, y es suficiente elegir 3 dc manera 
que ( I -  c)2 S  I — 3 y 1 + 3 £  ( I + e)2. Así. podemos elegir 3 = 2r -  e*(*|x -  11 < 3 ■* - 3  < x -  I < 3).

P r o b l e m a  3-33 Halle el lim  x/ l + x , n entero positivo y |x| < I.
1-0

S o lu c ió n . Como I -  |x| £  J l  + x  £  I + |x| y como lim ( I -  |x|) -  lim (1 + |x|) -  I. entonces por
J í - 0  * * 09

el teorema del sandwich se obtiene que lim ./ I + x -  I.
■ -o

P r o b l e m a  3-34
Calcule lim

\ - y - x

So lu c ió n . Si se multiplica el numerador y denominador por ( I + Jx ){\  + ^¡x + Jx*)z

. -  1 “  V  *  . .  ( ■  -  V * )  d  +  y / x ) i l  +  ^ X  +  v ' P )  ( I  -  X )  ( I  +  1 / x  +  y ? )
l im  — j —  =  l i m -------------------- —-—  — —  =  h m --------------------------------------
**• I + N x **• (1 -  v^M I + \ xNI + x v + * P t **• ( I -  xMI + v vt

l + í x + v ?  3■ lim ■■ ■ ■   = —
**> I -  N x 2

Este problema también se puede resolver utilizando la sustitución x = f6.

P r o b l e m a  3-35

reciproco?
Pruebe  que si lim  / (x ) «  L  »> lim |/ (x )| = \ L\. ¿E s  verd ad ero  el

So lu c ió n . Silim /fx) = / , entonces, dado cualquier e > 0. 33 tal que |/(x> — L\ < esiO < |x - x0| < 3. 

Pero | |/U )I -  IL | I £  |/lx) -  L\. | |/(x)| -  |L| | < e si 0 < |x -  x0| < 3 =» lim |/(x)| = |L|. El

reciproco es falso, a menos que L  = 0. Por ejemplo, si f[x ) «■ < ! ’ X rauonal entonces lim |/(x)| = I
1 — 1. x  irracional

para todo x,,. pero lim /Jx) puede que no exista para Vx.www.FreeLibros.org
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M u e s t re  q u e  la  e x is te n c ia  d e l l im ite ,  l im  [ / ( x )  +  </(x)]. n o  im p lic a
la  e x is te n c ia  d e  lo s  lim ite s  lim  / ( x )  y  l im  g ( x ) .

S o lu c ió n . Sea f[x ) -  .sen (l/x), gix) = I -  sen (l/x ). x ¡ t  0; ninguna d c  las dos funciones tiene límite 
cuando x  se aproxim a a  cero, pero lim  [/|x) + g(x)] -  I.

P r o b l e m a  3 -3 7  , | ^ u c s , r c  q u c  s¡ (a  c o n c J i c i ó n  g { x )  ¿ a  s e  e l im in a  d c  u n  e n t o r n o

d e  x n a l  c u a l  n o  p e rte n e ce  X q .  e l te o re m a  d c  la s  fu n c io n e s  c o m p u e s ta s  n o  se  ve r ifica .

S o lu c ió n . Sea / fx ) -  ¡ ¡  ' !  *  *  ¡ ¡  , t f x )  =  x  sen (l/ x ). x  -  0. / ( * )  -  0  y  g i x )  -  0  s i x  -  0 . U  com

puesta f \ g { x ) ]  -  g i x )  e n  lo s  p u n to s  d o n d e  g i x )  *  0 y  I en los puntos I/na y  lim  g i x )  = 0  P o r  tanto, 

lim  / ff l(x ) J no  existe. ¿ P o r  qué?

M u e s t r e  q u e  es ta  fu n c ió n  n o  t ie n e  l ím ite  e n  x 0  0 ,  rtfx ) -  ,  x  y t  0.

S o lu c ió n . N o  tener g  lim ite en x „  equivale a  que para cada L  existe r. > 0  ta l que para todo  ó  > 0 : existe 
x  e  9 r  ta l que 0  < |x  -  x0l < 6  y |/|x) -  /.| i  r..

S i v >  0. |x | = x :  p o r tanto. fl(x )=  I para x  >  0.

S i  x  < 0 . |x| = - x ;  por tanto, g i x )  -  -  -  I para x  <  0 .

N o  existe L  que verifique la definición porque no  im porta lo  pequeño q ue  se elija .5 >  0 : existen valores 
d e t e n  el in tervalo  - ó  <  x  <  ó. tales que g i x )  = I y g (x )  = -  I. Lo s  puntos ( t .  « tx |)d c am bos tipos no  pueden 
estar sobre la m isma fran ja horizontal dc anchura m enor q ue  2 : por tanto, si r  £  I .  la banda horizontal deter
m inada por las rectas y  I .  ±  1  debe exclu ir por lo  menos uno de los dos tipos d c  puntos. (V ea  F ig . 3-24.)

P r o b l e m a  3-38

1

x '

( x .  1 )

1

0 X

l____________ - 1
< * :  -  i )

F i g u r a  3 - 2 4

S o lu c ió n  a n a l í t ic a .  Se  debe m ostrar que para cualqu ier núm ero /, 3c > 0 tal que Vó > 0. 3x ta l que 
0  <  |x| < 6 ,  y  |ff(x) -  L| a  t

Se  consideran dos casos: C aso  I. S i /. ¿  0  tome e «  I .  P a ra  cualqu ier ó  >  0  tome a x , d c  tal manera 
que — ó  < x, <  0. En tonces I t f x , )  -  | - 1 -  -  L  ♦ I s  1 =  c

Caso  2 . S i  /. <  0  tom e e  = I. Pa ra  cualquier ó  > 0  tome a  x ,  tal que 0  < x ,  <  S. Entonces 
Igfx,) -  L\ =  I -  L  >  I .  c

P r o b l e m a  3-39
M uestre que lim  ffx  = $ á .

*-o
So lu c ió n . Caso I. a -  0. Se quiere mostrar que Ve > 0. 3¿ > 0 tal que L/x  — 0 | -* L 'x  ! < r cuando 
0 < |x -  0| -  |x| < Ó.

Ahora |N/x | < e si |x| < r*. Entonces si ó = c cuando 0 < |x -  0| < 6.www.FreeLibros.org



Caso 2. a *  0. -  v a | »  j t  a-m - | ;*>'» _  aw>| „  =

= \g(x)\ |x -  a| con *x ) = ■■ -a/J-

Como a *  0. 3if. |x -  a| < fj, entonces x y a  tienen el mismo signo y xa > 0. Así. si |x -  a| < q. 

|0(x)| < a ’ 2'» ■» Ix/x -v/á| = ls(x)||x -  a| < a~V i |x a| < r. cuando 0 < |x -  a| < ó y
i  3

6 = min 11?. ta} , i } .-. lim ^ x s^ 'a

68 U K IIE  D i UNA FUNCION

P r o b l e m a  3-40 S i |a| < c. Ve > 0 => a  =  0.

So lu c ió n . S i a *  0 -> y  |fl| > 0. Tomando a e = y  |a| se obtiene |a| < y  |a| o j  |o| S  O Lo cual
es una contradicción.

P r o b l e m a  3-41 Sea /  definida en [ - l , 0 [ u  ]0 .1 ] por /fx ) = j X, *  ^ “  *  *  ¡¡
Muestre que lim /(x ) = 1. 

x-o
So lu c ió n . Sin perder generalidad se puede considerar 0 < c < I. Se debe mostrar que existe ó > 0 tul que

|(x* + 1) -  l| < í  o  x ' < t  para todo x tal que -6 < x < 0 ( I)
|<l -  x) -  11 < c o  x < t  para todo x tal que 0 < x < ¿  12)

Si ó = r. (2) es trivial. También si 0 < -x  < 6 -  r. < I xJ < c7 < i ;  por tanto. (1) se cumple
De donde lim/|x) = 1.

«-o

P r o b l e m a  3-42
Sea / (x ) definida por / (x ) = j  2x + 1 sí x > T  M ucs,rc tluc ^

no existe.

So lu c ió n . Suponga que lim/Jx) *- L  Entonces existe ó > 0 tal que l/Jx) -  í.| < I para x e ]l - S,
a-* 1

I + <5[. En particular se puede hallar x, y x2 en ] l  -  S, 1 + S [ tales que x, < I < x,. y  |x, — L| < I  y 
|2x3 + I  -  L | < I.

Esto significa que I. < I + x, < 2 y 2 <  2x¡ < L  De donde se concluye que Lno existe.

P r o b l e m a  3-43 (Unicidad del lim ite.) S i lim /(x ) = L . y  lim / (x ) = L ,  /.. = L ,.

S o lu c ió n . Sea e > 0. Como lim/fx) -  L „  existe 6, > 0 tal que l/?x) -  L,| < 4r,y  0 < |x -  x0l < 6,.

También, como Iim7(x) -  L¡. existe S¡ > 0 tal que l/|x) -  /^| < -s-y 0 < |x — x„| < ó,.¿
Como x0 es un punto de acumulación de 9 f , f  está definida en algún punto x, *  x0 del intervalo

]x0 - 6,. x0 + ]x0 -  x0 ■» Entonces, si c = |Z-, — L ,l

0 < \L, -  L ,l = |L, -  /fx,) + yXx.) -  L ,| < |L, -  /Ix,)| + Iflx ,) -  L ,| < y  + y  = r. = L , = L¡

Entonces. |L , -  L ,| < |L, -  L ,|. contradicción. .-. /,, = /,2.

P r o b l e m a  3-44 $¡ |¡m y m L y  a  < L <  b > 0 tal que a  < / (x ) < b. para

todo x en el dominio de /  que satisfaga 0 < |x -  x0| < 6. (Vea Fig. 3-25.)www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Tome c -  min {b  — L. L  — a\. entonces

a £ L - e < L + c £ b

6 9

I I I

Como lim f[x ) = i ,  correspondiente a cada c, U  > 0 tal que para Vx e !/ , y 0 < |x -  x0| < ¿
^  l/lx) -  ¿ |  < e

L  -  t  < /¡x) < L  + c (2)

Combinando (I) y (2) se obtiene a £  /. -  e </?x) < L  +■ c s  h a < flx ) < b.

P r o b le m a  3-45 Si lim /(x ) = L  lim  [- / (x ) J  = - L

So lu c ió n . Para algún c > Ose tiene que x0 ¿ < x < x 0 + ¿ = » L -  i: </|x) < L  + «.Multiplicando 
la segunda desigualdad por (-  l| se obtiene

x0 - ó < x < x0 + ó => - L  + o  - J[x ) > - L -  t  <* - L -  c < - f[x ) < - L  + r. 

es decir, lim [- / lx )] -  -  L

P r o b le m a  3-46
Pruebe que lim  (sen x)/x = I. (Vea Fig. 3-26.)

So lu c ió n . ( I )  eos x < sen x/x < I en 0 < |x| < — porque:

¿rea del triángulo OAB < área del sector OAB < área del triángulo C  4C si 0 < x < y

Entonces y  sen x < x/2 < tg x/2 Además, sen x < x < tgx =■» I < x/sen x < l/cosx al dividir por 
sen x ; al invertir se obtiene I > sen x/x > eos x.

La desigualdad también se verifica en -  -y < x < 0. La relación (I) da

0 < I -  sen x/x < I -  eos x = 2 sen x/2 S  2 |scn x/2| < 2 |xl/2 -  |x| si 0 < |x| < 4

D ado  cualqu ier t  >  0 se elige S ■■ y  si e ¿  y  y  6 =  i  si t  < y .

Entonces 0 < |x -  01 -  |x| < 6 ■» II -  sen x/x| < e lim (sen x/x) = I.
,  -o

P r o b le m a  3-47
S i/ (x ) es acotada en un entorno  de x0 a l cu a l no pertenece x0 y  si 

lim cr(x) -  0, entonces lim [/ (x ) a (x )] -  0.

S o lu c ió n . En otras palabras, multiplicar una función que se aproxima a cero por otra función que no es 
«muy grande» no puede evitar que la primera función se aproxime a cero.www.FreeLibros.org
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Por hipótesis, existen números M  > 0 y ó, > 0  tales que |/|x)| < M  si 0 < |x -  x0| < «5,. Además, 
dado cualquier r > 0. 3¿, > 0 tal que |atv)| < c/M si 0 < |.v -  x0| < ó¡. Por tanto, dado cualquier *  > 0. 
se elige a ó = min Já ,.á a ¡ para tener que |/|<)*(x>| = |/|x)||a>x)| < Mr./M -  t  para todo x tal que 
0 < I v - \„| < i>. Pero esto es precisamente lim [fix ) a(x)] = 0.

P r o b l e m a  3-48 Demuestre el teorema fundamental del álgebra dc lim ites utilizando
el concepto dc entorno.

S o l u c i ó n .  V am os a m ostrar que lim  [(/ x )  +  0<x)] -  A  *  B .

Suponga que i: > 0  es dado. Entonces se quiere hallar un entorno  » '*(x0|  la l que  

1/l.x) +  tí<x) - I A  +  B ) ¡ < t  cuando  x  6  P * tx 0)

Como
L/íx) + gix) -  M  + fl)| -  |/|x) -  A + 0<x) -  B| S  l/Jx) -  A\ + \g{x) -  B| (I)

Además. u2 es positivo y lim/|x) = A ^  3 un entorno P Í(x0J lal que l/Jx) -  /l| < t.¡2 cuando 
x e ,

IX* la misma manera, existe un entorno
P ; ( x „ )  ta l que |fl(x ) -  « |  <  r j 2  cu an d o  x  e  P J ( x 0) (21

Sea P*(x0) -  P f(x „)n  ^jlxo»; esto implica que las desigualdades (I) y (2| se cumplen cuando x e P*(x0l 
y. por tanto. |/(x) + y(v> - M  *  B )| también se verifica porque |/|x) + yix) -  (A + H)\ 5  l/lx| -  A\ + 
+  I t f l x j  -  B |  <  t j 2  +  , J 2  =  r .

Nina. Complete la demostración dc este teorema.

L I M I T E S  L A T E R A L E S

Cuando se consideró el lim /fx). los valores dc x se toman lo suficientemente cercanos a  x0 y 
los valores dc x  pueden ser mayores o menores que x®. F.n algunos casos la variable x se restringe 
a que tome valores mayores que x0; en este caso decimos que x se aproxima a x0 por la derecha 
y  se escribe lim /fx) y  se llam a lim ite lateral por la derecha.

Definición, lim  /fx) =  /.equivale a  que para cualquier c > 0 existe un S > 0 tal que|/{x) — /.| < r. 

cuando 0 < x — a  < ó.

Definición, lim /fx) ■ /. equivale a que para cualquier c > 0 existe un ó >  0 la l que /|x ) — L| <c
• % 

cuando - ó  < x -  a  <  0.

Observe que en las definiciones no interviene la función valor absoluto en x -  a, debido 
a  que en el prim er caso x > x0 y en el segundo x < x<y

Teorema. E l lim ite ordinario lim /fx) existe si. y  solamente si. lim  /fx) y  lim  l\x) son iguales.
»-«. v-e •-«.

Demostración. Observe que /fx) está definida en un entorno dc x „ al cual no pertenece x0 
si. y solamente si. f lx ) está definida en dos intervalos dc la forma ]x 0 -  h, x „[ y  ]x n, x0 + ft[.

Suponga que lim flx ) = L  Entonces dado r. > 0. 3 ó tal que |/fx) -  L\ < c para todos

los x tales que 0 < |x  — x0 | < S, y. por tanto, para todos los x que 0 < x — x0 < ó
o  0 < x0 — x < ó.

Es decir, lim /fx) y  lim  /fx) existen y  son iguales a /..

Reciprocamente, suponga que lim /fx) = lim /fx) = L.

Entonces V;: > 0. 3Ó > 0 ta l que |/fx) -  L  | < e para todo x ta l que 0 < x0 -  x < ó
o 0 < x0 -  x < ó. es decir, para todo x ta l que 0  < |x  -  x0| < ó. L o  cual dice que lim  /fx)
existe y  es igual a L.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3 -4 9  c  ,, . \ |x| si x *  0  . .
------------------- Sea / (x ) = ( 2 sj x  = o ' lim ite de la función en x0 = 0 si existe.

S o lu c ió n , lim /lx) = lim < — x) = 0 y lim flx ) -  lim x -  0.
>-0 «-*>■ >-0' >-0"

Por el teorema anterior esto muestra que el limite ordinario existe en x0 = 0.

P r o b l e m a  3-50

S o lu c ió n . Sea

I + 2,/x Vea si lim  ^ existe.
*- o  ■» +  -

I + 2,/*0 ~. entonces 2 V‘  -* 0 y lim ■ y y jIJF  
I + 2,;* 2 "1'* + I

1/3.

Sea x -  0* ; para x /  0. - y . y j r  "  j .' f  ffi + j ■ y como ü™ 2 " ,w -  0. I™ 2 " +  I
-  I.

1 ■*- 21'*Por tanto, lim -p.- no existe.
» - o  •» +  *

P r o b l e m a  3-51 . . .  ,  . „  _ i
------------------  ¿Existen los siguientes lim ites para cualquier entero n? [x ] es la

función parte entera de x. lim [x ]  y lim  [x ]. (Vea Fig. 3-27.)

S o lu c ió n . Para x e [n -  l.n j, [x ] «* n — I : lim [x ] • n -  I si para cada t  > 0. Jó  > 0 tal que
r**i •

|[x ] -  (n -  1)| < c cuando x € ] - « .  n [y  0 < |x - n| < ó.
E s  decir, cuando  0  <  n  —  x  <  S  o  n  —  i  <  x  <  n . S i  á  ¿  I. entonces x  e  [ n  -  ó . n [  c  [» i -  I .  n [  y  

IM  -  (n -  DI = |(n -  I)  -  (n -  l)| -  0 < e. Ve > 0. Entonces

P r o b l e m a  3-52 H alle el lim ite de / (x ) = x 2 si x  £  0
x si x < 0 cuando x tiende a cero. (Vea

Figura 3-28.)

S o lu c ió n , lim flx) -  lim x1 -  0. porque Ve > 0. |xJ  -  0| = |x’ | < t  cuando 0 < x - 0  = x<«S.-o1 . J l '
si 6 = Je .

Además, lim flx ) = lim x = 0 porque Vr > 0. |x -  0| = |x| = — x < r. cuando 0 < 0 -  x = - x  < 6
_ ¡  t   _  «-<• <j iS I  a  m  c.

Entonces, lim flx) -  lim flx ) = 0. Por tanto, lim flx ) existe y es igual a 0.
* - owww.FreeLibros.org
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P ro b le m a  3-53 H alle lim f(x ) si existe de/(x)
*-2

- x  + 2.x e ]  — x .  2] 
(x -  2)\  x e ]2. x f

So lución , lim fix ) = lim | -x + 2» = 0. porque si se toma e > 0. entonces i -x  + 2 - 0| -  |2 -  x| < c
.-2' . *-J

cuando 0 < 2 - x < ó - e .
En forma análoga, lim fix ) = lim (x -  2)J = 0. porque para e > 0. |(x -  2)J -  0| = |x - 2)1 < c 

cuando Q < x - 2 < ó = y f t .  Esto muestra que hm/|x) existe y es igual a 0.

P ro b le m a  3-54 p ruchc quc )a suma ^  funciones, cada una con un lim ite lateral 
en Xo, no necesariamente tienen un lím ite lateral en x0.

So lución . Considere las siguientes funciones:

fíx)

Ix sen — si x < 0 x

sen — si x > 0x
y gix)

sen — si x < 0 x

x sen - j si x > 0

Entonces./|x) tiene un limite lateral por la izquierda en x0 = 0 y tfx) un limite lateral por la derecha en x0 = 0; 
pero flx ) + gix) no tienen un limite lateral en x0 = 0.

P ro b le m a  3-55 Suponga quc ^  funcion es/y g tienen las siguientes propiedades para 
lodo r .  > 0  y todo x:

si 0 < |x -  2| < sen* (  j - )  + e, entonces |/(x ) -  2| < c

si 0  < |x -  2| < e2. entonces |^(x) -  4| < e

Para cada e > 0 encuentre un ó > 0 tal que para todo x:

a )  S i 0 < |x — 2| <  6, entonces |/(x ) + <?(x) -  6| <  r_

b) S i 0 < |x -  2| < á. entonces
I I

<  E.c) S i 0 < |x -  2| < ó, entonces

d) S i 0 < |x — 2| < S, entonces

/(x)g(x) -  8| < c.
_1  1
gix) ~  4
m  i  
gix) 2

S o lu c ió n . U| 1/Tx) + g{x) -  6| -  |[/|x) -  2] + [q{x) -  4]| S  [fix) -  2| + |gix) -  4|. Por tanto, ne

cesitamos l/|x) -  2| < y  y Iff(x) -  4| < .

|/|x) -  2| < y  si 0 < |x - 2 | < sen* (  ^  )  + y
y ,

|g(x) - 4 |  < y  si 0 <  |x — 2| <  ~ -  

rcmplazando -y por el r. de la hipótesis.

Si se elige 0 < |x -  2| < min ^scnJ + -j -'t ]  “  ¿  “  asc8ura quc

l)[x) -  2| < -| y Igix) -  4| < -i-www.FreeLibros.org



b) Ulx)g(x) -  8| = L/íxMx) -  2 - 4| £  ( I  + |2|> |fl<x) -  4| + |4| l/Xx) -  2| si [flx) -  2| < I. 

Necesitamos [flx) -  2| < min ( l ,  *  W * ) -  4| < ^  * |2|) > Cil°  *  cumP,c eligiendo

0  <  I X  -  2 1  <  m i ó  ( » .  (  )  +  ra ¡„  ( ,  J L ) .  [ m i „  ( ,  - . ) ] > )  .  S

e) | - ~ r  -  i | *  M x) ‘ 41 *  lf*x) -  41 < -y-

Necesitamos hacer |p(x) -  4| < min (- ^ .  j  y esto se cumple si

0 < |x -  2| < [min (2, 8c)]2 = ó

Necesitamos, por tanto. |g(x) -  4| < min tJ 4-[ j  y |/lx) -  2| < y esto se cumple si

0 < |x — 2| < min (sen2 ( ^ - j  + e, [min (2, 2c )]2) = 6

2. Trabajando con flx ) ■» x. »  y, a  m 2, b ■ ~ en la fórmula

I « 8 1  - t | S  »  +  H w  -  I I  + | l | w « )  -  21 »  « w  -  21 <  I

Necesitamos | -  ^-| < ^  ^  y [flx) -  2\ <  min [ l .  —p p r l* * ° cual “  cumple si

\ 2m /

J  < |x -  21 < mió ( « o '  ( I mm t - l i l  )  + mió ( l  *  • *  ) .  [m ió  ( 2.-5^ 1 7 ) ] ’  )  "  4
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P r o b l e m a  3-56
Establezca un criterio para que una función f {x ) no se aproxime al

lim ite L  cuando a* -* x 0.

S o lu c ió n . Existe un c > 0 tal que dado cualquier i  > 0 hay un x que satisface las desigualdades 
0 < |x — x0| < ó y |/|x) -  L\ £  c.

P r o b l e m a  3-57

en algún punto.
Pruebe que una función no negativa no puede tener un lim ite negativo

S o lu c ió n . Supongamos lo contrano, o sea. que si existe esc limite para un punto x0:

lim/fx) = r  < 0

donde J[x ) ;> 0. Entonces deberla haber un 6 tal que |/|x) -  c| < - c  cuando 0 < |x — x0| < &. Pero esto 
es imposible, porque f[x ) ;» 0, c < 0 •» L/lx) -  c| > -c. Una contradicción, porque Iflx) -  r| no puede 
ser al tiempo < —c  y > — c.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3-58 Pruebe que lim  sen no exisie.
i-n X

So lu c ió n . Cuando x x  aproxima al origen la función sen (l/x) sufre más y más oscilaciones cnire los 
valores I y + 1. y la distancia entre los cortes sucesivos del eje X  x  hace cada vez más pequeña (vea Fig. 3-29). 
La función sen (l/x),-por tanto, no está definida en x - 0. donde su argumento se reduce a la expresión sin 
sentido 1/0. Es difícil imaginar que sen (l/x) permanezca próximo a algún número para valores de x próximos 
a cero, porque no hay un entorno reducido de x = 0 en el cual la función deje de sufrir una oscilación com
pleta (en realidad, infinitas oscilaciones). Así, la intuición sugiere fuertemente que d  límite no existe.

Para probar esta afirmación supongamos que sen (l/x) tiene un límite c en el punto x *  0. Entonces, 
eligiendo t  = y  podemos encontrar un 6 tal que 0 < |x| < 5 *  ¡sen -  c | < y .  Pero para un entero 
n de un valor absoluto muy grande, ambos puntos

I I

-  ( , 7 4 P "  - p r p

pertenecen al entorno reducido 0 < |x| < S. y

sen y -  = sen + y j  n -  sen y  »  I

7 T - “ "  I 2" i ) - "
sen

Por tanto.
sen —  -  c - 11 -  c| <

sen y -  -  C  | -  I I  +  c |  <  y

y de aquí 2 = 11 -  c + I + c| S  11 -  c| + 11 + c| < y  + »  I. o sea. 2 < I. lo que es absurdo. Esta
contradicción demuestra que sen (l/x) no puede tener un límite en x -  0.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3 -5 9  . .  . . . . . . . .
ino  debe pensarse que son justam ente las oscilaciones de la función

sen (l/x ) las que evitan que ella tenga un lim ite en x = 0. M ás bien es el hecho de que, gracias a
las oscilaciones en este caso, sen (l/x ) toma los mismos dos valores diferentes en cada entorno
reducido de x  = 0. De otra parte, la función

/ (x ) = x  sen J  (x  *  0)

tiene muchas oscilaciones cerca de x = 0 como sen (l/x ), pero ahora estas oscilaciones son 
«amortiguada»» por el factor x. Com o resultado, dado cualquier r. > 0. necesitamos solamente 
elegir ñ = c. Entonces

0 < | x | < ó 1x  sen - - 
x

sen —  I < |x | < e

y, por tanto.
lim  x sen - = 0
r - O

P r o b l e m a  3-60
Una función que no oscila puede no tener un lim ite en un punto si toma

los mismos dos valores diferentes en cada entorno del punto. Por ejemplo, la  función

I M  = M  = I s i x  >  0 
I s i x  <  0

no tiene lim ite en x = 0. por el mismo razonamiento del Problem a 3-63 para probar que sen (l/x ) 
no tiene lim ite en x = 0. (Cada entorno reducido de x = 0 obviamente contiene puntos x ,, x¡ 
tales que / (x ,) = l./ (x 2) = — I.)  Sin embargo, el com portam iento de f (x )  en la proximidad 
de x = 0 se observa mejor en este sentido: sen (l/x ) deja de tener un lim ite aun si el punto x 
se restringe a  un lado del origen, mientras |x|/x tiene un lim ite bajo estas condiciones porquewww.FreeLibros.org
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se reduce a una constanie en uno u oiro lado de x = 0. Por eso se ha dibujado el grafo con dos 
flechas (Fig . 3-31): una señalando el «lim ite lateral por la derecha». + I, y la otra el «lím ite lateral 
por la izquierda», — I.

y,

+  i

M  -  ( x  *  0 )

0 X

- 1

Figura 3-31

P ro b le m a  3-61 un dc una func¡6n f  para ^  cua| |a siguiente afirmación

es falsa: S i |/(x) -  L\ < c cuando 0 < |x  -  a| < 6. entonces \fix) — L\ < - j  cuando 0 < 

< \x -  a\ < ~ .

S o lu c ió n . Sea J\x) -  v/jxj con a -  0 y /. = 0. Entonces para e > I tenemos l^/fxj -ol<  e cuando 

0 < |x -  0 | < r2; pero si 0 < |x -  0 | < - j-. no se sigue que |N/|x| -  0 j < -y: para que esto ocurra 

debe tenerse 0 < (x -  0 | < |

P r o b l e m a  3-62 a ) S i lim f (x )  y  lim g{x) no existen, ¿puede existir lim [/ (x ) + f/(x)]
x  x - *m

o lim / (x ) • (rix)?
t - m

b) S i lim /(x ) existe y  lim  [/ (x ) + g(x)] existe, ¿debe existir lim gfx)?
«-« «-« »-«

c) S i lim /(x ) existe y  lim  #(x) no existe, ¿puede existir lim  [/ (x ) + 0<x)]?
x - m  t- m  x - m

d) S i lim /(x ) existe y  lim /(x ) • g{x) existe, ¿se sigue que lim  </(x) existe?

So lu c ió n , a) Sí. Por ejemplo, si g -  1 -  /. entonces lim (flx ) + 0(x>] = lim [/(x) + I -  /|x)] = I  aun
| X •• X

si lim fix ) [y. por tanto, lim $(x)] no existe; y si g = , donde í\x) #  0  para todo x *  a, entonces
K+6 I * í  J

lim /(x) • gix) -  lim -p- - I existe aun si lim /(x) y lim g(x> no existen (por ejemplo, si f(x ) -  l/’(x - <i) 
«- «  t - m  J i x r  t - m  t - m

para todo x * a y g(x) *• x -  a).
b) Si, porque g = ( J  + g) -  /.

c) No. (Esto es otra manera de establecer la parte />)].
d) No. E l razonamiento análogo a la parte b> de que g = no operaría si lim f[x) = 0. y éste es

J  X - J

precisamente el caso en que uno puede encontrar un contracjemplo. Por ejemplo, sea j\x) ■ x - u. y sea 
g{x) = 0 para x racional y g(x) -  I para x irracional. Entonces lim g{x) no existe; pero lim /|x) - g{x) = 0 
porque Ulxltfx» -  O IS  |/lx)|.www.FreeLibros.org
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Pruebe que l im / ( x )  = l im  f i a  + h). (E s lc  es un ejercicio que ayuda 
»-« *-o

a entender lo que significan los términos.)

S o lu c ió n . Sea L  lim/(x) y definamos g{h) = fia  + h). Entonces para cada t  > 0 hay un S > 0 lal que
para todo x si 0 < |x -  a| < 6, entonces [flx) -  l.\ < r. Ahora, si 0 < |fc| < S. entonces 0 < |(/i + a) -  a\ < 6.
y, por tanto. |/la + h) -  L\ < i : Esta desigualdad puede escribirse |#<h) -  L [ < r. En consecuencia,
lim gfh) = L , lo cual también puede escribirse lim fia  + h) = /_

La misma clase de razonamientos muestra que si lim jja + h) = n, entonces lim /(x )  - m. AsL un llmi-
»-o *-«

te existe si existe el otro, y viceversa, y en este caso son iguales.

P r o b l e m a  3-64 * a ) Pruebe que lim  f lx )  -  L  si, y solo si. lim  [/ (x ) -  L ]  =  0.
«-■ M-a

(Prim ero vea por qué la proposición es obvia; luego dé una prueba rigurosa.)

b) Pruebe que lim  / (x ) = lim  / (x  -  a).

c) Pruebe que lim  f (x ) = lim  f lx 3).
x - 0  x - 0

d) Pruebe un ejemplo donde lim  exista, pero lim / (x ) no.
x - 0  x - 0

S o lu c ió n , a) Intuitivamente, podemos obtener flx ) tan próximo a Lcomo queramos si. y solo si. podemos 
obtener/(x) L  tan próximo a cero como queramos. La demostración es tan simple que ni vale la pena tenerla 
por tal. Para ser precisos, supongamos lim/fx) = L y  sea rtfx) -  /(x) -  L  Entonces, para todo c > 0 hay un
ó > 0 tal que para todo x. si 0 < |x -  a| < ó. entonces |./(x) -  L| < c  Esta última desigualdad puede es
cribirse ItKx) -  0 | < e, y asi lim fKx) -  0.

x ”  m
El razonamiento en la otra dirección es igualmente muy simple.
h) Intuitivamente, que x se aproxime a a es lo mismo que x — a se aproxime a 0. Supongamos que 

lim flx ) = /_ y sea ¡^y) ~ flx ~ a \  Entonces, para todo e > 0 hay un 6 > 0 tal que para todo x, si 0 < |x -  <i| < S.
entonces |/(x) -  L| < r. Ahora, si 0 < |>*| < ó. entonces 0 < |(y + a ) —  a\ < S, y  asi [ f l y  + a ) -  L\ < e.
Pero esta última desigualdad puede escribirse |g(y) -  /.| < r.. Por tanto, lim 0(y) = L. E l razonamiento en 
dirección inversa es similar. r* °

c) Intuitivamente, x está próximo a 0  si, y  solo si, x3 lo está. Sea lim flx ) = L  Para cada r. > 0 hay un
■ - o

ó > 0  tal que si 0  < |x| < ó. entonces |flx ) -  L ¡ < t. Entonces, si 0 < |x| < min (I,¿X  tendremos 
0 < |x3| < ¿, y. por tanto. |/(x3) -  L| < t. Luego lim flx 3) -  L  De otra parte, si asumimos que lim flx 3) exis-

• - o  > - o
te. es decir, limy(x3) = m; entonces para todo c > 0  hay un ó tal que si 0  < |x| < ó, entonces l/(x3) — ro| < e.

« - o

Entonces si 0 < |x| < ó3 tenemos 0 < L/x| < ó. y asi -  « I  < «. o |/(x) -  m| < c  Por tanto,
limyix) ■ m. 

o
d) Sea flx ) ■* I para x 2  0, y flx ) = — I  para x < 0. Entonces lim /Jx3) = I. pero lim/(x) no existe.

P r o b l e m a 3-65 .  guponga que hay un 6 >  0 ta l que f lx )  =  g(x) cuando 0 <
< |x — u| < Ó. Pruebe que lim  / (x ) = lim  glx). En  otras palabras, lim /(x ) depende solamente

x-*í x*m
de los valores de f lx ) para x próximos a  a  — este hecho se expresa a veces diciendo que los límites 
son una «propiedad local»—. (Ayudará usar S  o alguna letra, en lugar de S, en la  definición de 
limites.)

• Nota importante. Uno, dos o tres asteriscos al comenzar el problema indican el grado de dificultad dd mismo.www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Intuitivamente esto es verdad porque solamente tenemos que considerar las x que satisfagan 
0 < |x — a| < donde podemos elegir ó' < 6. En efecto, si lim f[x) -  L  y e > 0, hay un S tal que si

* *Ú

0 < |x -  ti| < 6. entonces |/|x) -  L\ < c Ahora bien, hay también un 6‘ < 6 con esta propiedad [nominal-
mente, min (S\ Porque Jfx) = g(x) para todo x con 0 < |x -  a\ < Ó. tenemos también que fix ) g(x)
para todo x con 0 < |x -  «| < 6\ y la conclusión |/lx) -  l.\ < puede, asimismo, escribirse |<j(x) -  l.\ < t
Esto muestra que lim (rfx) = I-

L I M I T E S  Q U E  C O N T I E N E N  I N F I N I T O

Infin ito (ce) no es un número real. E l símbolo ce es de carácter posicional. no es algebraico ni 
aritmético.

Se puede formar un nuevo sistema numérico construido por los reales y los símbolos + x
y —X . Se llam a el sistema ampliado de los números reales y  debe cumplir con las siguientes
reglas:

a  + ( + x )  = + x ; a  -  (+  x )  = -  x : a  •( + x )  -  + x  si a  > 0 ; 
a ( + x )  = - x  si a  <  0 ; ( + x ) ( + x )  = + x ;  ( + x )  + ( + x )  = + x

Las operaciones del tipo + x  + ( -  x>. 0 • ( + x )  o no se permiten porque no se
las pueden asignar valores únicos.

Ahora considere la función fix )** \/xi , Vx *  0. 1.a Figura 3-32 muestra que lim /lx ) = + x .
»-o

Suponga que se da M . E l diagrama muestra el entorno de 0 que se necesita para que fíx ) > M.

En efecto. \/ó2 = M  => 6 = 1 / JM . Se puede tomar a S  £  I/ JM  si x  e  l  ->
o  fix ) > M.

Este grafo nos ayuda a  intuir algunas de las siguientes definiciones, en las cuales el punto 
lim ite es infinito o x0.

1. lim f íx ) =
•-»- L  O 0 < 1X — x0 1 < 6 , ■> |y(x) -  L\<  E.

1 lim fix ) - L  o x0 < x < x0 + Ó, =>\fix) -  L\ < E,

3. lim  f ix ) - L  o x0 -  6 , < X  < x0 o  |y(x) -  L\ < E .

4. Jim  fíx ) = L o 1X 1 > M  o  |/Jx) -  L\ < E.

5. lim  f ix ) = L  o si para todo c > 0 se puede hallar un número positivo M  tal que si

x > M  entonces f ix ) e  V,{L).www.FreeLibros.org



6. lim A x ) - L o  sj Ve > 0. 3 M  >  0 la l que si .v < - M  ■> f lx ) e  V,{L\

7. lim  /}.x) = +x> o  si para VA/ > 0 se puede hallar un número positivo ó lal que

si v e <o> entonces / lx ) > M.

l'/y A x) "  °  si para VA/ > 0 se puede hallar un número positivo Ó tal que si
x« < .x < x0 + S, entonces /(x ) > M .

9. lim  fix ) = + v j o  si para VA/ > 0 se puede hallar un número positivo ó tal que 
x0 -  ó < x  < x„, entonces /(x ) > Af.

10. Jim  A * )  = +co O  Ve > 0. 3/V > 0 tal que x > N  o  |/(x)| < N.

1 *■ = +co o  Ve > 0, 3AF > 0  tal que si x > N  o  /(x ) > N.

12. lim  /lx) = +co si VA/ > 0 se puede hallar N  >  0 tal que si x  < - N  =•
~  / (x ) > A/.

También se definen otros limites que contienen infinito si x ¿ . x ¿ . co, + x . -  x .  se represen
tan por □ . Asi, por ejemplo, lim /(x ) = - co  ~  lim (- / )  -  +oo según 7 a  12. Se deja como
ejercicios definir los demás casos.

UM irE DE UNA EUNCION 79

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b le m a  3-66
a) La función / (x ) = l/x, x ¿  0 se aproxim a a x  si x  -  0;

b) lim I .x =  0 .
M * #

So lu c ió n . i/| En efecto, para un ,\/ > 0 dado se elige S = l/M. Entonces 0 < |x| < 6 ■*

ht Como Iv| > * ** ||/.x| < t  Entonces basta tomar M - \/6.

P r o b le m a  3-67
S i res un entero positivo, entonces: u) lim  l/x ' = 0 : b) lim l/x'xrO .

So lu c ió n . ,0 Se debe mostrar que para cualquier r. > ti existe un M  > t) lal que j ̂  -  0 | < r. cuando

1*1 > M ** I* '! > 7  cuando |.x| > M o  porque r > 0. ,rl > |  j- J cuando • v| > \í.

Para que se verifique se debe tomar a A/ = (  i j "  '  Asi podemos concluir que

| -¿r—  °  ( c  *  cuando ¡x| > M  si A# = |- L j* '

La demostración de b) es análoga.

P r o b le m a  3 -6 8  . .  x  +  I
------- --------  Muestre que lim  = l.x  ¿  0.

*-*®  xwww.FreeLibros.org
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S o l u c i ó n .  En efecto, dado cualquier c >  0 elija a M  =  l/ t Entonces x >  M , lo cual implica que

Wx) — , |_ | £ ± ! - || _ 7i r < .

Análogamente,/|x) — I si x -♦ —ce. porque x < — Af implica que |/fx) — 11 = -jyy < e.

P r o b l e m a  3-Ó9
S i x -* + co, la función /fx ) = l/(x2 -  I), x  *  ±  I  se aproxima a  cero.

S o l u c i ó n .  En cfccio, dado cualquier c > 0 elija a Af ~  jA  + y .  Entonces:

x > M  |fx ) -  0 |  ---  = ---------  -< -----------
|x2 - 1 | x* -  I M* — I l + y - l

P r o b l e m a  3 -7 0  I . .  ,  . ..
------------------ 1 Muestre que los lim ites lim  sen x y lim  sen x  no existen.

S o l u c i ó n .  Suponga que lim sen = L  Elija a c -  1/2; se puede hallar M  > 0 lal que x > Af implique
, .-*• 

que |scn x — L\ < -y.

Para n  suficientemente grande, las puntos x, -  I  2 n  + y  I  s. x , -  están en ] - « .  M [ y
sen x, -  I. sen xa = I. Además

Isenx, -  ¿ | -  |l -  L\ < ±

Isen x j -  L| = |1 + L| < -y

Entonccs. 2 « | 1  — L + I + L | ¿ | l  — L| + |l + L| < y t  y  ■ I, lo cual es absurdo. Esta contradic
ción muestra que sen x no tiene limite si x -• +ce. La otra demostración es análoga.

P r o b l e m a  3-71
S i x -» + co la función /fx) = ---- — . x ¥■ 0 se aproxima a  -  co.x

S o l u c i ó n .  En efecto, dado cualquier M  >  0  elija a Af' «  max { A f .  I }  +  I .  ( M 1 2  I ) .  Entonces, x >  M '  
implica que

2 _  1 2  í  — I si M  < 1
— —  — x < l  — x < -  (Af' — I)  = <

/ - M  si M  i  I
A si en cualquier caso, x > A f ** fx )  < — M.

P r o b l e m a  3 -7 2
l i m  f ( x )  =  L  s i. y  s o la m e n t e  s i. l i m  / • ( £ )  =  / _  / • ( £ )  = /  ( - L  j .

>- • n> í-o’ \ C /
A n á l o g a m e n t e .  l i m  / ( x )  =  L  s i .  y  s o la m e n t e  s i. l i m  / * ( 4 )  =  L.

*•-<*>
So lu c ió n . Considere el caso x -• + cc. Si L  t* x >, ± x  entonces dado cualquier e > 0, 3Af > 0 tal que 
|/fx) -  ¿| < c si x > Af.

Pero |/fx) -  L| = l / ( ^ )  -  /-I = !/* ( j )  -  L\ -  (/*«) -  L\ en términos dc la variable {  -  -J-. 
Eligiendo ó -  l/Af se ve que 0 < ¿ < ó => x > Af y. por tanto. [/*({) -  L\ < t. Como t  es arbitrario, 

entonces /*(<£) — l. si i  — 0*. Si L  = + x . entonces dado cualquier Af > 0 existe A f tal que /fx) > Af si 
x > A/'.

Por tanto, en términos dc {. se tiene quc/*({) > A f s i O < ¿ < ó  = l/Af. Luego /•({) -  + a> si 4 -  0*. 
Los casos restantes se manejan dc la misma manera: (/. -  00. L  -  -  co. x  -• -  x ).www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3-73 C a lc u le Jirn ^ (v * ' +  x  -  1 -  J x 2 -  x  +  l ) .

S o lu c ió n . Según el problema anterior, lim |Vx* + x -  I — y/x1 - x + I =

=¡ í  ( y ^ i -  - y ¿ - 7 + i ) -  - ^ i - í + í * )=

,  iim .Ü 1 <a t V« -  < -  O  « / T ^ F ?  + V» - <± ¿ L  =
<'• « y i  +t ^  + ,/ í -  í  + «*>

-U n .  í ' " <2 ~  ^  -  I  -  l
ít y i + í  -  ( ’ + y/1 - f  + ( 3) lim (JT + T ^ V  + V i -  É + i 1) 2{-0

P r o b l e m a  3-74 Pruebe que lim  (sen y/x + I  — sen V x ) ■ 0.
«-♦«i

S o l u c i ó n .  Por trigonometría se sabe que sen^x + I -  sen jx  — 2 sen v x * *, -v cos v  x +  ̂+ v  ' 

Además, lim ( / i T I  -  J Z )  = lim *  ~ V * H / l +_* + V jÓ = |¡m
v m  + v *  —*- v x + i + Vx

-  lim - - V*---- -  0
<-«• n/ I+ T + I

Por tanto, si se hace / = Jx  + I — Jx .  entonces lim (sen^/x + 1 -  senv'x) = lim 2 sen (r/2)
*-»« «-o

cos 1/2 / -  0  y  cos 1/2/ es aco tada  en un en lo m o  d e  0.

P r o b l e m a  3-75 x _  4
Muestre que lim    =ry- «* -  ce.

x“ 2 -  ¿1
t

S o l u c i ó n .  Sea M  > 0. S i |x — 2| < 1 -* - 3 < x —4 < —l y  - *  ~  Ahora, si

|x 2| < 1/yÍM,entonces — ,p- < — M. Entonces, si á ■ min { I.I/ y S ?} las dos desigualdades ante

riores se verifican y < ~(x ~ ~2p~ < ~ M  cuando 0 < |x -  2 | < 6. es decir, lim ^  ~  ̂  = -ce.

P r o b l e m a  3-76 ¿Q ué lím ite tiene la función l/(x2 -  4) en x  = 2?

S o l u c i ó n .  Para x próximo a 2 menor que 2, p  ^ es positivo. Para x próximo a 2 y mayor que 2. 

-p  4 es negativo; esto nos dice que lim p  *_ ^  no existe.

1. Sea M > 0. Si 0 < x — 2 < I ** 1/5 < l/x + 2 < 1/4 y y —  „

Ahora, si 0 < x - 2 < 1/5M  =» "$(x -  2) > Por ,ant0* *  ¿  = min las dos desigualdades

anteriores se verifican y y * > ~¿¿—-—=r > M  cuando 0 < x -  2 < ¿. Es decir, lim ■ y-1 — = a>.
X  •* *1 3 {X  —  ¿ )  r- J*  X  •  4www.FreeLibros.org
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! £ r «t s m o ld o in  ; 

y B Í P '=T í , ,•i - .n o o u io í

Figura 3-33

i i- ...» ^ « w a ld o i* ! '‘ * '•V» •'*> • 'iv  i  í-- ,--------   , -.'
2. Sea Af > 0. S i —I < x -  2 < 0 »  1/4 < l/x + 2 < 1/3y ^  _  2) . Si -  <

< x -  2 < 0. entonces -- ̂  < A f Tomando a ¿  = min { LI/4A Í | las dos desigualdades antaráuteií

verifican y 4 < < -  Ai cuando -A < x -  2 < ü.'Es decir, lim ^  '• -  r  .

P r o b l e m a  3 - 7 7
Muestre que lirri x~* = 0. n  entero positivo.

S o l u c i ó n .  Vn > I y  tfx  i  1,0 < l/x* ¿  l/x. entonces |l/x* - 0| á  I I x  - 0| = 'l/x. '
Sea t  > 0. Ahora | l/x -  0| = l/x < t  cuando x > »/t Entonces te elige N = max { | . !/«}; y para 

x > N . | l/x* - 0 | S  I l/x -  01 < e. es decir, lim x** - 0. tfn ¿  I.

P r o b le m a  3-78 Mueslre Km ^  j  « , « } « * 0
*-« • t ■*•■<». s i a  < 0

S o l u c i ó n .  Recuerde la siguiente definición- lim flx ) = »  si para cada Af > 0 cxislé N 'tal que</ÍWí>og) 
cuando x > ,V. *•»

Considere el caso en que a  > 0; entonces ax* > ox ín  > I y V.c ¿  L  i--.v *
Ski Af > 0. Entonces ax > Af cuando x > Af/a Entonces si /V -  max ¡I. Af/p¡. para x > iV, ax’  £ 

2r ax > A f es decir, lim ax" a x . .

P r o b l e m a  3 - 7 9
La función/(x) = --r _  - (x  *  ±1) se a p r o x im a j^ ^ i^ .L .u ' «  ,

,f. •- N ,'iL l : ¡ j'i*  »;! '}, ____  . 1__
S o l u c i ó n .  Dado cualquier N  > 0 elija ó = min f I/3A7, 1}. Entonces i  . . . *

•' i  • "  ; noi>t/J*»¿
0 < |-x — 11 < ó I < x + I < 3 y |/Ix)| «

■J »  N  < T

I  !  i ,
|(* +- ik x  - 'IH  »  3 M -  Ij  «  3 ?  "

flx)
Asi. en cualquier caso, 0 < |x -  11 < ó => |/(.xj| > N. Una demostración análoga muestra que
• x si x - 1.www.FreeLibros.org



P r o b le m a  3-80
La  función / (x ) -• x  si x -« x0 si, y  solamente si, \¡¿{x ) — 0 cuando 

x ~ *x °"  ‘
S o lu c ió n . Si l//(x) — 0 cuando x — x> entonces, dado Ñ  > 0. existe A > 0 tal que | j < — c* 
decir. |/fx)| > N  si 0 < |x -  x0| < ó y. por tanto, /fx) x  cuando x -  x*

** é • i  •

.h ó ?>m !o 2

UHITE DE UNA fUN O O N  83

P r o b le m a  3-81 ( — I)1*1Pruebe que lim  — — - = -  x .  ¿Cuál es el m ayor valor de ó tal
1 * 1  X  —  l  %• ..................... -  H . . . .

queO < |x — l|  < S => < - 1000?  *. 4 .

S o lu c ió n . Si I < x < 2 =* —y  =* -¿— y* ■ -  — x  si x -* 1 *.

Si 0  < x  < I *> p - y - -  p _ ‘p  -  x ~ -T  “  x  si x  “* Por lan,° ‘ x~ -~ i' "* -  r '  s i x_* 1

- 1 - 1 -•
x -  1Como —  v  - -  ~x -  j  < -  -g si 0 < |x -  f| < 6 < I. 6 = 10 2 es c! número mus pequeño

tal que 0 < |x -  11 < ó < -  1000.

P r o b le m a  3 -8 2 ^  sj
r - ‘ i « c a n t o r -  •

lim / (x ) = A => f(x )  es acotada en un entorno de x0 al cual no 
pertenece x 0. -  , 4 ,

S o lu c ió n . Si i  -  I. se puede hallar 6 tal que 0 < |x - x0| < ó |/fx) -  A\ < I =■ |/fx)| -  M I £
£  I/fx) -  < I ^  |/fx)| < M I + 1 Se empleó la desigualdad lo -  fc| £  ||o| -  |ft||.

Se elige Af = M I + I :  entonces/fx) £ A/ en 0 < |x - x0| < 6.

P r o b l e m a  3-83 S i lim /(x ) = A *  0. entonces existe un entorno a l cual no pertenece xD

y  en el cual / (x ) y A  tienen el mismo signo.

S o lu c ió n . Suponga que A  > 0 y sea t  - A l 2  Ehja A  > 0 tal que

0 < |x — x0| < 6 »  l/fx) -  A \  < A /2 < /fx) -  A < A i 2  o  A/2 <J\x) < 3-4/2

y. por tanto./fx) > 0. Si A < 0. elija c -  -  A JI > 0. Entonces se tiene 3/1/2 </fx) < AÍ2 y. por tanto, 
/fx) < 0.

P r o b le m a  3-84
Suponga que /(x ) > 0 en el intervalo ]x G, x ,[. a) S i lim / (x ) = 0

I — -  '*u\. .. .
lim  - j =  co. b) S i/ (x )  <  0 en ] x 0, x ,[. Si lim / (x ) ó  0  r »  iim  -1  = - c e .  - • . '
•*« J  »-«.• /  ............

S o lu c ió n , a) Dado Af > 0 se quiere hallar ó > 0 tal que I// > Af cuando x0 < x < x0 + ó. Sea
c -  l/Af. linj /fx) -  0 ■* 3(5 > 0 tal que ./fx) < r. cuando x„ < x < x0 + ó. Este es el S que se pxie cuando
x0 <j x < x ¿  Ib 6 r*  jfx) < l/Af ■» 1 .//fx) > SI. I

* ‘ I  !
b) Dado Af < 0 sea t  = - l/Af. Sea ó > 0 cuando -c  < /fx) si x0 < x < «0 4* 6. Cuando x„ < x <

< x0 + ó •* flx ) > -je ■» I  < r* _  A  > I .  , y L j  < ,vf.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3 -8 5  4 x 5 -  2 x 2 +  I
í “  ' 3 x s —  5

4 x 3 2x 3 .  1 4 -
_  .  . ,  .. 4 x ’  -  2 x3 +  1 X 3 x 3 x 5 . .  x 5 x  4
S o lu c ió n , un  j™ 3,» S ' -  '  I----- 5---------T '

3 -

P r o b l e m a  3-86 I + 2 + ... + n 
lim -------- 3-------

S o lu c ió n , lim 1 1 V . . .  n ¿n . •> *■ T ‘

jV o ra  Progresiones aritm éticas s = y  ( a  4- /):

a = pnmer termino 
n = núm ero d e  térm inos 
/ -  último término

P r o b l e m a  3-87 l 2 + 22 + 32 +  ... + n2 
l i m -------—j  -

S o l u c i ó n .  Escriba (k + l ) J  -  k* = 3fc3 + 3* + I  para k = 0. 1.2..... n.

I3 = I
23 -  I 3 = 3 I 2 + 3 - I + I
3* — 23 =  3 • 23 4- 3 • 2 4- i

________________ (n + I)3 -  *i3 nc 3n2 4- 3n + I________ ________
S u m an d o : (n +  I )3 -  3<l2 + 2J  +  .. .  +  n3)  +  3<l +  2 4- .. .  +  n) +  (n  +  I )  

(n +  I )3 =  3(1* 4- 2* +  .. .  +  n 3> +  3 y ( n  4- I )  +  (n 4- I )

l J  + 23 4- . . .  4- n 3 =  -J- [<n 4- I ) 3 -  <n 4  I )  -  3 y  ( n  + I ) ]

■ ■ +  3 - 4 . . . .  , . ■ . 1 " *  '> « "  t . »

lim l3 4- 23 4- 33 4- ... -  lim
* n  + l ) (2 n  4- I )

6 ^ “ = lim 2n3 4- 3n3 4- n
5 ?

=  lim
2 + T í + Tír  2 I
 6-------- = T “ T

P r o b l e m a  3-88

S o lu c ió n .

K F 1limlim  — lim  - j - j --------=  nm  —j -----------
■“ " i / * ’ ,  •

• X1  " P

— lim -y 
«*•«

V T T ^  Kl”  (' - -M
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P r o b le m a  3-89 lim J x 2 + I 
X + 1

rs¡ . ■ 7 ^ * -  I
So lu c ió n , lim * — ■ -  lim —r--------   lim

*-•» x *  1 «-•* — (x + I) **•“
y T

?

, + 7

L I M I T E S  D E  L A  F O R M A  lim  flx)»'*» =  C 

Para hallar limites de la forma = C  debe tenerse en cuenta que

1. S i existen los límites finitos lim /(x) = A y lim g{x) = B . se tiene que C  -  A °.
***• ■*!.

2. S i lim /lx) = A  ? í 1 y lim </(x) -  ±co, el problema de hallar el lim ite se resuelve

directamente.

3. Si lim /lx ) = I y lim g{x) = R. se supone quc/lx) -  I + h(x), donde h{x) -* 0 cuandoi-«. i'».
i/*.) . »«M*I i-»U»*U> •-!/<«»-l|W«)

x - •  x0 y, por consiguiente. C  =  lim J [ 1  +  / j ( x ) ]  j  =  e " u  =  e " " '

Nom. Se empleó el teorema: lim (/• ?Xx ) = / [lim  «/(x)l.

En  los problemas que vienen a  continuación se supondrá que lim ( I  -t- l/x)* ~  e — 2,7118, 

y lim (1 + x )1"  «  e. Se demostrarán en el capitulo correspondiente a las sucesiones.* -o i

P R O B LE M A S  R E S U E L T O S

P r o b le m a  3-90
a) Halle d  lira (sen 2 , / * ) - ;  6 , lim  c) l im  ( i L - L ) .

So lución , a) lim (sen 2x/x) -  2 y lim (I *  x) = I ; por consiguiente, lim (sen 2x/x)‘ “  = 2' =2. 
■ •o »-0 ■-0

f>) lim - lim ----- y- -  1/2 y lim x2 »  cc. entonces lim (  V )  ”  °-*-« + 1 «-«■ 2 ( *-® •-« \ zx + i /

c) lim —  - —- i  ■ = lim  ^ = I. Haciendo las transformaciones que se indicaron anteriormente• x + i .•«. | , _i_
X

se encuentra que

t e ( ^ r ) * - t e [ '*  ( t t t -  « )]‘ “ t e  i [ ' 4 U ) J

En este caso, s e  p u e d e  hallar el limite con m á s  facilidad s in  recurrir al procedimiento general, o  sea:

lim —
i - l te [ ( '

••<A-|xl i

e '1
. . .  ,

K
*

lim
4-* ( M

ewww.FreeLibros.org
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P r o b le m a  3-91 Calcule lim (eos x )11*.
*-o

So lu ció n , lim (eos x )"* lim f l -  (1 -  cosxl]1’* «  lim ( l 2‘en1 =
,-o .-o . - o  \

■ 2 «en* ~  . i  t e n ' j .

=  l i m  J | l  -  2 s c n J  - j j '  J  ’  _ r ~  .  (  ~ L  , - o  =

U„ (  ' 1 ) :  4 Q g | U t

.n o n u lo í

Pucilo que lim

lim (c o s x )"  -  I. 
«-o

P r o b le m a _ 3 -9 2  j  C a ,cu|e ,im ' " ( 1 +  « I .
*-0 X

S o lu c ió n . Recuerde que lim [In flx )] =  In [lim  flx)].

P r o b le m a  3-93

lim =  lim In (1 +  x j,rt =  In lim (I  -4- x),w =  In e =  1
i-o X

1 •/•«* . ' í"  •• \ *»* »•  ̂ _

Hn J ? J T  ■■ ■ - y F 1 - ;  , ¡ m  í ^  ,

P r o b le m a  3-94 lim

= lim -------- :—  = — I.
- i  -  —

x

O  r t ^ / u  * 3 R  ? A M 3 - ¿ f i O F.<-

S o lu c ió n . ,¡m  Um ( ( ,  -  . ) *  = lim  ( l  +  .......

, . b \ L -  1 + X . L  ; .  ■/ * r  =■ «* V '  /  e  > i; !o 3

P r o b l e m a  3-95 lim { n [ln  (n + 1) -  In n ]}.

S o lu c ió n , lim ¡rrfln (n +  I )  -  In n i ! * lim n In "  ’ 1 -  lim In í  •”  f 1 )  lim In í I +  -*-)
« - •  • . »  n  « - i  \ n I  \ n I

- In lim | l + -¿-J — In r  ■ 1

P r o b le m a  3-96 ¡fl2x +  3 i\* “ - i
( a m J) i f  1 ■

S o lu c ió n . wm ( - ^ f -  ¡im ( l  + -  ■ ) " "  -  ? «  (» *  &
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P r o b le m ;a 3 -9 7  ' x \ "________ I lim I c o s - i ' - l  .
--•A ">/

So lu c ió n , lim |cos j = l i m  |l + eos —  - 1j = l i m  Ĵ l — | l eos j j  . «. ,■ i • , n.i

- J “ (■ -  2 “ " ’ á ) ' - 2 ™  [ ( '  - * - ' - s ¿ ] (  r .  i * . " : ___________
im \ i s o r  f  ;

= e '  ' I b ( "  e  | fllli i_____________  ¡
• X•se n  .i .

Iim j— 2ni sen* -=—I = —2 l i m  m sen sen - = — 2 l i m  • — * -?• ven — = .„ . ,\  2m ) • m. t ■ i2m 2m X 2 2*i .n ó ix ilo Z
2m

= -2 - I • -v -senO -  - I  • * 0 - 0
-•••2 •, 2  I  I  . i  . ¡ I

P r o b le m a  3-98
lim  2 -

i  i {  ’ [  i  i.OJ/1* s r n o t d o " ^

4-4). , L f‘ ---. In ll + S )  _  .. \ S i  Ine* \ S  ISo lu c ió n . un, 2Ü11 TLL2. = lim '  r , - - l i m ,,,r + lim
• «♦y ® ®

/  '• • i>\ i , 1  .r-,: { '  ’ i  i  '  Í  - i . i  . n o n u l o ?
/ n l i m j l ^ - i )  \ '•)

i a---------- -  l i m  In e  +  -  l i m  I  +  ,° -  I +  0 =

|« l«

lim In  ( l  +  )
.. In l l  + «•*! '  1

l i m  In  (e’ )1"  +  --------------- ¡r- --------------i -  -  l i m  In «• +  -  -  l i m  1 +  -  I +  0  =  I
.-•« Iim * 3L .--------------------- ----- -

; *0 N £  írr.a ld u - t‘1

.. ...II + «•’» I  • |n I o „
lim —  ------------« « -------------P----------------- = --------- »    o  olim J  -  y. - x

iilo ?

P r o b le m a  3-99

5! H H )*
l i m  (2  +  x p

P r o b le m a  3-100 lim
r^*r

lim 0 1 ^
So lu c ió n , l im (  "  a-  _  0.

' " ' X /  l i m  (x*)r *17S X

P r o b le m a  3-101 lim (e o s  x ) 1

So lu c ió n , lim (eos x ) 1 ‘ = l i m [ l  ( I  c o s x ) V '  lim ( l  -  2  sen1 ]
. -II 1-0 j-0 \ - I
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Como lim -2 sen1 -5- • -4- -  -2 lim — -
.- O  i  X  1 - 0  X

sen sen -y
T lim .4 ,- o  X X

T
tendremos lim (cos x)' ' = e ^

*-o . yje

P r o b le m a  3-102 ^  logd  + IQx)

S o lu c ió n , lim lo* ( l  + l0*~ »  lim log(l +  lOx)1'* -  Iog lim (l + lOx)1'* ~
. - O  X  . - o  . - o

I  I I » 1 ,0'I .  I —  I  IO i —  IM  —  llan to
= loglim || l + lOxj ' I  '  = loge“ * ‘ -  loge"* = loge10 -  lOlog.

P r o b le m a  3-103
I™ (^'° Vr?l)

S o lu c ió n . Ita ( ^ l n | / f t | )  = Umln ( | ± i ) '  '*  = ta ita  ( - { i i j
1/2*

P r o b le m a  3-104 In (cos x)n m  —■----.
*-o *

So lu c ió n , lim ln X* = lim In (cos x)1' ' '  = In lim (cos x)1'** = -  Según Problema 3-101. 
■ -O *  »-0 *-0 4

P r o b le m a  3-105 lim
* - o

r* -  I

S o lu c ió n . Sea r* -  I  = a y asi cuando x -• 0. a — 0

e ' =  | +  a  In e *  =  In  ( I  +  a ) = »  x  In  e =  In  ( I  +  a )  => x  =  ln  ( I  +  a )

I »Por tanto, lim ** 1 - lim . -,-,a , -  «• lim —
,-o *  .-o ln (l + a) *-o 1— ln (I a» i’™ ln ( I + a) iv

I I  l _  .
lim ln (I + a)1'* ln lim (l + a)tlm ln e I 
•-o *-o

P r o b le m a  3-106
l i m  — -------- — , ( a  >  0 ).
.-o

S o lu c ió n , a =  ete* y asi lim —---   = limo* -  I e“ "  -  \ 
*-0 x

Sea r* — I = a. y cuando x -  0. a -  0.

e‘ *  • -  I  + a x ln a • ln e -  ln (l + a) => x ln a = ln ( I + a) =» x ln ( I + a) 
ln awww.FreeLibros.org
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Por lanío, lim 
■ -o

e“ >‘ -  I
i1™ In J1 _±_“ í

ln a
=- lim ln a

■*0 - ~ ln (l + a)
= lim ln a

I M f T i p

lim ln a ■ -o 
lim ln (1.-o

ln a
W 7

ln = ln a

P r o b l e m a  3-107
lim  n ($ a  -  I), a  >  0.

S o lu c ió n , lim n (fa  -  I)  = lim n (a '" -  I).

Sea — = a, y cuando n -* co. a -* 0. n

lim n(a"* -  I) .  lim —  (a* -  I)  = lim a ' -  I

c* *" “ — I
Como a  = r * ' *  lim   ----   ... se sigue como en el problema anterior = ln a.

P r o b le m a  3-108 .. -  e *lim ---------
«-o x

So lu c ió n , lim -  lim -  fc» -  1) .  „ m _  |¡m _  , .
* ‘ ® X  M - 0  *  , , 0  X

cuando « - 0 ;  r * ' -  I  = í  y ^ - .0  cuando x — 0.

«“  -  ! + a  e*' = I + K
ax\ne=  ln ( I + a) ¿>x ln * -  ln (l + fi)

x = M L+ «>  v _  I "  ( 1 + f la  x ---------- j

”  !‘™ M l V f l  "  ¡™  ln ( I + a )^  "  í™  ln ( i = ÍF 7  “  1ÍT7

P r o b l e m a  3-109 I -  e '
lim
,- 0 sen x

S o lu c ió n . l i m  1 e  ' —  lim
1 - 1

e- Ii m c  - 1 r 1 -  1

, - o  s e n x M-0 s e n X
mil
» - 0 r1 s e n  x l i m

« - 0 e "  s e n  x

i  1 .  r *  —  1“  l i m  —  • l i m --------------------
■ - 0  *  * - 0  x

• l i m  — —  
, . 0  * n «

— l i m  — ?—  
, . 0  s e n x

-  1 1 1 -

P r o b le m a  3-110
S i/ (x ) =  —  j -, (x  ?í  0). entonces claramente lim /(x ) = co.

Encuentre todos los x tales que |/(x)| > 1000.

S o lu c ió n . I/I*)l >  1000 o  | — ^  | >  1000 o  | iL_=J_ | <

^  1 ^  ~  3 .  1 I . 3  I
1000 < X  < 1000 ~  “  looo < l  ~ 'x K  Tooo * ’

a y a - 0

— a — b
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l l . 
1000' A 1

X 
uí

- 
A 1 ,

Todo "  1

1001 . 3 999 1001 1
1000 -x > iodo - 3ÓÓ0 > .
3000 _ 3000 1
1001 <x <  999 ’

i üuó <r  ~x< ~
i 001

999
3000

Si - 999 
1000“

P r o b le m a  3-111

fü í- f  crr.aW ir»** 
III Mili — .-...................

La Figura 3-34 muestra parte del grafo de la función f (x ) =  [x ], 
donde [x ] es la parte entera dc x (los puntos negros o «entero») pertenecen al grafo. y  no per
tenecen a  él los indicados por pequeños círculos). Es evidente en el grafó que/(x) tiene tm frfníte
en todas partes, excepto en los «puntos enteros».

x ■* n (n = 0 , ± 1. ± 2 ....)

En cada punto entero x  = n./<x> tiene un lím ite latcnu por la derecha

y un lím ite lateral por la izquierda

lim f {x )  = n
jr-U* 1

lim /(.x) = n — I.
A

y

3

;:lt:

- 3  - 2  - I

. . .  » M

Sür l  r ..v n lc * o i^

... .n c tn tle ¿

/ W - .M

-1

- 2

-3

. I U -

: ÍO r -£ frnt»»do-.í l

Figura 3-34
it-,1 ' :i¡» ■ ' mil - ... •!•'! .f«ó,^u*oíí

En  efecto, dado c > 0. elegimos ó <  I. Entonces, 0  < x -  n < ó :> |/(x ) -  n|
= |n -  n| = 0 < e, mientras 0 <  n -  x < ó -* |/(x ) -  (n -  I ) J (!p» f(n -  1) -  (n -  l)|  = 
= 0 < c. asi que ( I )  y (2) se siguende las definiciones. Dc otra parte, si x0 no es un entero, entonces:

lim f(x ) = lim /(x ) = lim /(x ) =  [x 0] .............................. .
, '  *" '• \ v  ; 01 r*t r .rn o ld o i^  ;

En  efecto, dado cualquier ¿  > ti, sea #  la distancia entre x y  el enteró más próximo. Entonces,' 
cualquiera de las condiciones: - n * . 1

0 < |x — Xol < 
tí"<  x -  x0 .< 5,
0 < x0 -  x  <  ó .

l f < x ) -  [ x ] l  -  f [ x ]  - • [ x ] l  =  0  <  r.

.no-y<¡',v2
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im it e  d p  u n a  k in o o n

P r o b l e m a  3-112
Encuentre los lim ites laterales en x - 0  de la función

lim = ,¡*
•-o 1*1 e  «*<•

/<*) - - + V1
U l '

{x *  0)

*•
+ lim - »-r Ix|

«  lim 1t 4»’ + lim x =

77i + *'m1*1 t. i ->
V
1 ^ '

<
lim (-  i)  +
.-0 «

E n c u e n t r e j o s  s ig u ie n t e s . l í m i t e s  J a l e r ^ l e s   _______ _______
f ü i i ' t i

 ̂ 1

w•* .4--

P r o b l e m a  3-113

‘ '' ‘ • , ! ■ t  I K i  •;;.!> W f . ' l

‘ ‘ T r "  * * * £ * % n & ¡ ,¿uc*ta,¿ b r< p s ' umún lueptes . w  norjbú m » , m
»*w w > K >  2  r ls u p  

' * 7  r  r  ' í ? 1  , • • > r

d> i ............ ... . »
í p * * j  » u : j  ' ¡ t i l o  - ' < ! > • .  . .  v  . i  »  • '  < í r f < i !  o r . r n . m  / r . v ; ¡ n i , a  * > > u t

>. Is ¡ ;n  u  .'-M ,. :nr.,7  u • « .t:^  -.on:,nt :• - ... - >-*j osf- ; i .  r; o m i/  «/¿m

P r o b l e m a  3i114
. . . '  5 < " - i  •••. ¡JUH'VJ ira  >t. i;i>. »  • y i í i - ' - í í lv  « O i . m i i . :  • >'/•» v 1, .."i1

. __* •' *■• /• !: bt‘‘) > ^ .tu-.h ’.ii.-.ir,
.... i  + . 14

• • i  !•!!■ < « iV  •• . . u - -\ , - ;  vl. .......

St>*«c*Órt. lim ui- Jj,- ':- .-  l im T - J j- j j j í . L  l im - ^ ip a - j . j i .1 . * t p  ‘ W  ■ •m I,  „  . .  . ’ v « v»4I I T C \-0* I  ̂ f  v i, . ^“  'Y  * t:¿T7Í <v * d i*;irv il f, 11 v a * i

P r o b l e m a  3 -1 1S
.  ,  .  .. .  ,  .  T f l * £  K m ^ ld o ^ S  ,

lim  I r  M 'x f  ' ' “     -  1
. . .  x  ’  v i o -  ‘  X  '* .  ̂ :

c  i  -- .. fscnxl + ven « - ..i I í.vo í)..’: vt .¡i-i

^ . t a i a a L - , « * » *  . . . 1.1' ; uu ' .2
,• : lll .JfílK. •

Ilustrando el uso de la definición de una función que se aproxima 
a un lim ite hemos reservado la función que se muestra en la Figura 3-35. un ejemplo standard, 
pero uno de los rhás com plicados: ‘ —  ---------  ■?—

0. t  irracional. 0  < *  k ’V *

W  x  =  -Q . reducida a.su m ínim a expresión, 0 < x  < I ' ' '

(Recuerde que p/q está reducida a su mínima expresión si p y  q son enteros sin ningún factor 
común y q > 0 .) . ; n .

P r o b l e m a  3-116
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f i x )  -
0 . *  irracional

x  - £  reducida a  »u m ín im a o p re s ió n

Figura 3-35

Para cualquier número a, con 0 <  a  <  1. la función / s e  aproxim a a  0 en a. Para probar 
esto, consideremos cualquier número e > 0. Supongamos que n sea un número natural tan grande 
que 1/n £  c. Observe que los únicos números x  para los cuales |/(x ) -  0 1 < c podría ser falsa son:

J _  .  J _  _2 .  i  2 . 1  2 3 4 .  . 1  n -  1
2 :  3 '  3 ’  4  ’ 4 ’  5  * 5 ’ 5...’  5  n ....  n

(S i a  es racional, entonces a  podría ser uno de estos números.) Sin  embargo, por muchos de
estos números que haya hay solo un número fin ito de ellos. P o r tanto, de todos ellos uno está 
más próxim o a  a ;  esto es, |p/q —  a l es la  menor para un p/q entre estos números. (S i a  pasa a 
ser uno de estos números, entonces solamente consideram os los valores \p/q —  a| para p/q a.) 
Esta distancia puede elegirse com o el ó. Porque si 0 < |x — a| < 5, entonces x no es

uno de 4-...... — y, por tanto, |/(x ) -  0| < t  es verdad. Esto  com pleta la  prueba. Observe
2 n

que nuestra descripción del 6  que trabaja para un c  dado es completamente adecuada; no hay 
razón para dar una fórm ula para 5 en térm inos de e.

• a) Suponga que / (x ) á  g(x) para todo x. Pruebe que lim  / (x ) £  
¿  lim  gix), con ta l que estos lím ites existan.

b) ¿Cóm o puede flaquear la  hipótesis?
c) S i / (x ) <  g(x) para todo x, ¿necesariamente se sigue que lim /(x ) < lim  g(x)?

x - a

S o lu c ió n , a) Intuitivam ente, /(x) no se puede aproxim ar a un número > lim gix) porque 

fix ) ¿  £(x) y 0<x) cs,ó próximo a lim ^(x). Una prueba rigurosa se hace por contradicción. Supongamos que
M

/ = lim /lx) > lim g(x) m. Sea c «  / -  m > 0. Entonces hay un S > 0 tal que si 0 < |x -  a\ < ó. en-
i

tonccs 1/ — yix)| < ~  y |m -  frfx)| < y .

— (----------- 1------1 M  1------- 1--------------- )--
m íx i  m  I

Figura 3-36

Asi para 0 < |x -  a\ < ó tenemos gix) + /l.x), contradiciendo la hipótesis.

b) Basta asumir que f[x) ¿  jtfx) para todo x que satisface 0 < |x -  a\ < ó para algún S > 0.
c) No. Por ejemplo, sea /(x) -  0 y sea gix) = |x| para x *  0. y $(0) -  I. Entonces

lim/lx) = 0  = lim ^(x)

P r o b l e m a  3 -1 1 7
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• a) Pruebe que si lim  f[x)/x -  I  y  b *  0, entonces

*-o

LIMITE DE UNA FUNCION 93

• a) Pruebe que si lim  f[x)/x  -  I  y b *  0. entonces lim  f(bx)/x «  bl. 

Aqui escriba f[bx)/x = b[f(bx)/bx].

b) ¿Qué sucede si b -  0?
c) La parte a) nos permite encontrar lim (sen 2x)/x en términos de lim (sen x)/x. Encuen

tre este lim ite de otra manera. *“ °

S o lu c ió n , a) Deberíamos tener

bJt> -  -  *  Um m  -  » I m M . u
, ~ o  X  , . 0 b x  , . 0  b x  f . 0  y

El paso a la última igualdad puede justificarse asi: Si / > 0 hay un S > 0 tal que si 0 < M  < entonces
l/OVyl < «• Entonces si 0 < |x| < e/é»| leñemos 0 < |fex| < «. y asi \f{bx)/bx| < e

b) En este caso, lim f(bx\/x «  lim /(0)'x no existe, a menos que /(O) -= 0.

c) La parte u) muestra que lim (sen 2xVx -  2 lim (sen x\/x. También podemos usar el siguiente proce
dimiento:

*- 0  *  * - 0  X  M . 0  a . 0 x

(Por supuesto, este método no operaría en general para lim (sen xx|/x.)
* -o

P r o b le m a  3-119
a) Pruebe que si lim /(x ) = /, entonces lim  |/|(x) = |/|.

x  -* m 3

b) Pruebe que si ljm /(x ) ■ / y  lim g[x) =  m, entonces lim max (f,g )(x) -  max (/. m) y. 
análogamente, para menor.

So lu c ió n , a) Intuitivamente, si /lx) está próximo a (. entonces (/|x)| está próximo a |(|. En efecto, dado
‘  i r !  r  O ltíquestO  < |x - a l  < ó. entonces (/(x) -  /| < t  Pero | L/(x)| -  |/|| S  Wx) -  /| < c

b) Si g s /. entonces ¡/-  g| - / -  g, asi

/ +  g  + I / - g \  = / +  g  + / - y  =  2/  -  2 max (/ ;^) 

y m a x (/ .g) , ¿ í -g. t¿. y - g >

Si g ¿  f. entonces \f -  g\ - {f  -  g), asi

/ + » -  lf -  g\ = / +  g -  [-(/-- g|] = /+  g + / _  9  = 2/ -  2m¡nlf.g)

y min(/.g) g I ± g  " I Z - g l

lim max J  g )  -  lim ¿ ± £ + J L l S L  = lim Z + JL  + lim .Z _ - g l. .
• 2 — 2 . . .  2

_  * + «  , W -  m| I  + m + \l -  m\
2 *  2  2 ------- “  max <*•")

¿  "  y  II ~ " il por parte a)

Nota. En general. max (x. y) = |x ~  >1

min (x, >) ■ I*  ~  y\
deducidas como se hizo aquí para f  y g.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  3-120 'ia ) Prticbc que lim  i~  no existe; cst» es m o s t r á r q u c l i f ó f e S
.-o

falso para cualquier número /.
1-0

» r t .

b) Pruebe que lim  -  r - no existe.
i  j i - 1  t ' *  ” 11 • )  I  ■ ■ ’  • ' *  • • '  ’  - i  •  i "  t í .  •  *

: v il.'- ' .- '. i t:
So lu c ió n , a )  L a  fu n c ió n  J l x )  =  v  n o  puede a p ro x im a rse  a  u n  lim ite  en  t) p o rq u e  llega  a  s e r  a rb it ra r ia 
m en te  g ran d e  ce rca  d e  0. E n  e fecto , p a ra  c u a lq u ie r  Ó >  0  h a y  a lg ú n  x  q u e  su U s ía  co  0  <  |.«;| <  «V  p e ó ' 

I-  > mi + c.es / < i.

I
d e c ir , x  m in  [ V ( | l f T 7 ) | '  ^  '  n °  *a , ' " r , c c  | ^ ---- •

h )  P a r a  c u a lq u ie r  6  >  0  h a y  a lg ú n  x  q u e  sa tis face  0  <  |x  -  1 1 <  S ;  p e ro  ^  >  |/| +  r~ e sto  es.

m in  t  -  I  E * l c  x  n o  sa tis fa ce  ! — r  I <  «- E s  ta m b ié n  p o s ib le  a p lic a r  h ) :  l im  -l  (|(| + £} l  l tx — u  — l-| m-O *
=  lim  1 s i  e l ú lt im o  ex is te ; p o r  ta n to , este ú lt im o  no  existe, pues p o r  a ) ,  el p r im e ro  n o  existe.

*-.o (*  “  >)<............................   i • ... • .• «

P ro b le m a  3-121 .  Pruebe que si* lim  f (x )  = /. entonces hay un número ó > 0 y  un

número M  tales que |/(x)| < M  s» 0 <  |x -  a\ <  ¿ . (¿Q ue significa esto gráficamente;») 

So lu c ió n . Gráficamente esto significa que /  es acotada en un intervalo alrededor de a. (Vea Fig. 3-37.)
¡ C í - t  r .'u s ifta  - x j

! ; -_.!>•:**!

!>.;.■» . - •'.•¿iitiij•»: • ’i;

•«.. . . i  .no¡3'J*cfi
••• • j  •• r  /•

E l i j a  6 >  0. d e  m a n e ra  q u e  l/|x) -  f| .<  I p a ra  0 <  |x  -  a |  <  6.  (E s ta m o s  e lig ie n d o  c -  I . )  E n to n ces  
I  -  I  < / l x )  <  / +  I .  y  p o d em o s su p o n e r M  -  m a x ||/  +  11, |/ -  l||.

Noia. l/lx) -  /| < I -  I < yix) -  / < I  -* / -  I < /J.x) < / + I.

P r o b l e m a  3-122 Pruebe que si / (x ) = 0 para x irracional y / (x ) »  1 para x racional.
entonces lim  / (x ) no existe para cualquier a.

m —a

So lu c ió n . Su p o n g a m o s  q u c / |x (  tiene  un lim ite  I  en  a lgú n  p u n to  a.  E n to n c e s , e lig ie n d o  r. =  1/2 po dem o s 
e n c o n tra r  u n  S  ta l que

0  < |x -  a \  <  &  => |/|.x» -  /| < 1 / 2www.FreeLibros.org
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Pero el entorno reducido 0 < -fx -  «| <. ¿contiene un punió racional *,.yu n  punto irracional v, tea realidad
muchos). Se tiene entonces: ‘

1/(.V,I - /; -  |1 - /I < 1/2 .

l/i.v,) -  /| -  |0 - ’/l < 1/2

> de aquí I  -  11 -  / + í| 5  11 -  /| + |/| < + J  -  |

o sea. I < I, lo cual es imposible. y. por tanto, la función flx) no puede tener un limite en;CU(Uflujc« puoto <t
! ' - i ’ '‘•Luí •> tV :r.«f . . .  »•

P r o b l e m a  3-123
•i ¡P ru eb e  que sr'/(x>  = x para x  racional y f lx )  ■= -*x para x 

irracional, entonces lim / (ic) no  existe si a  0.

S o lu c ió n . Consideremos, para simplificar, el caso a > 0. ^a idqa básica es que debido a que /lx) está 
próxima a a para todo racional *  próximo a «. y próxima a - «  panúódó* Irracional próximo a'a. no podemos 
tener/(a) prójima a un número fijo, p4«a >accp que e;»u ¿dea trabaje observaremos que para cualquier ó > 0 
hay a con 0 < |x - a l < ó y flx ) > a/Z y lam bió,x,*»n Q < |;x -  * | < 4 'y  /|a|<  -*/2. Debido a que 
la uislancia enlre y -a :2 es a. esto quiere decir que no podemos tener |/f.x) - l\ < a para un x  tal. no 
importa cuál sea I. (Vea Fig. 3-38.)

Figura 3-38

b) Generalice este hecho asi: si lim  jrfx) = 0 y  jh (x )| ¿  M , entonces lim  g(x)h(x) -  0.

[Naturalm ente, no es nocesario hacer la  parte a) si se tiene buen éxito en hacer la b); realmente 
la proposición de la parte h) puede hacerse más fácil que la a ); este es uno de los valores de la 
generalización.] * i •!.

S o lu c ió n , ai
b )  sí s

esos x.

1 •**

f.x| < ó, entonces■|frt\)Ji(.xH < r  para todos

■ >• • •. . ..... '
• C onsidere:, una- función /  con la siguiente propiedad: si y  es 

cualquier función para la cual lim  g(x) no existe, entonces lim  .[/ (x ) + g (x )] tampoco existe.

Pruebe que esto ocurre si. y solo si, lim  f (x )  existe. (E s  m úy*fácil: el suponer que lim  f {x ) no
« * o  1 ¿ t ' O

existe lleva a  una contradicción si se considera la g adecuada.)

P r o b l e m a  3-12S
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S o lu c ió n . Si existe, entonces es claro que lim [/(x) 4  g(x)] no existe siempre que lim g(x) no
.-o .-o «-o

exista [vea el Problema 3-62 b) y e)J. Además, si lim /x ) no existe, elijamos g -  - / : entonces lim flfx) no
,-0 *"0 

existe; pero lim [/(x) 4- $(x)] existe (ya que lim [flx) + $rtx)j = lim [flx) -  /lx)] = lim O 0); una contra-
í-o *-0 *-0 «-0

dicción.

P ro b le m a  3-126 Este problema es análogo al anterior cuando /  + g se remplaza 
por f  g. En este caso, la situación es más compleja y el análisis requiere varios pasos.

a) Suponga que lim  / (x ) existe y  es *  0. Pruebe que si lim g{x) no existe, entonces
*-0 x- 0

lim /(x)#(x) tampoco existe.
* - o

b) Pruebe el mismo resultado si lim |/(x)| = co.
»-o

c) Pruebe que si ninguna de estas dos condiciones permanece, entonces hay una función g 
tal que lim  g{x) no existe; pero lim /(x)ff(x) existe.

*-0 x-0
Nota. Considere separadamente los dos casos siguientes: I.  Para algún c > 0 tenemos |/(x)l >£ para 
todos los x suficientemente pequeños. 2. Para cada c > 0 hay un x arbitrariamente pequeño con tfjx)| < c 
En el segundo caso comience eligiendo puntos x. con |x.| < l/n y l/|xj| < 1/n.

S o lu c ió n , a) Si lim/(x)0(x) existiera, entonces lim g{x) = lim debería existir también.
« ' O  * - o  ■ - «  J \ x l

b) Claramente, si lim flx)g{x) existe, entonces lim g(x) — 0.
* - o  * - o

c) En el caso I de la nota no podemos tener lim fx ) = 0. asi que por la hipótesis el límite no existe
* -o

de ninguna manera. Porque no es verdad que lim |/(x)| = co, se sigue que si lim g{x) existe, entonces
. - o  * -o

lim g(x) *  0. Pero esto debería implicar que lim /(x) existe, asi que lim ^x) no existe. Por otra parte, 
, - o  » - o  « - o
lim ftx)g{x) existe obviamente. En el caso 2 elegimos x. como en la nota. Definimos g{x) «■ 0 para x /  x. y 
*-o
¡j(x) -  I para x = x , Entonces lim g{x) no existe, pero lim J[x)g{x) -  0.

P ro b le m a  3-127 ,  Suponga que A , es. para cada número natural n, algún conjunto
in ito  de números en [0 ,1 ] y  que A . y  Am no tienen elementos en común si m /  n. Defin ida/ 
como sigue:

= i  l/n. xen-4.
| 0, x no está en Am para cualquier n

pruebe que lim /(x ) = 0 para todo a  en [0 ,1J.
«-O

S o lu ció n . Dado e > 0 elegimos n con l/n < c, y sea 6 la distancia minima de a a todos los puntos en
Ax A , (excepto a  mismo si o es uno de estos puntos). Entonces 0 < |x -  a| < ó implica que x no está
en A x, .... Am y asiy(x) -  0 o 1/m para m > n y (/(x)| < e.

P r o b le m a  3-128 £ Xp|¡qUC p<,r qU¿  siguientes definiciones de lim  f (x )  *=/ son to
das correctas. Para cada ó > 0 hay un c > 0 tal que. para todo x :

1. S i 0 < |x -  a| < ó, entonces l/(x) -  /| < 6.
2. S i 0 < |x -  a| < c. entonces l/(x) -  /| £  6.
3. S i 0 < |x -  a\ < c, entonces l/(x) -  /| < 56.
4. Si 0 < |x -  a| < 10. entonces [f(x ) -  l\ < 6.www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . I. Esta es la definición usual, usando simplemente los números ó y t, en lugar dc i  y 6.
2. Esta es una modificación menor dc I : si la condición es verdad para todo ó > 0. entonces se aplica

a Ó/2; asi que hay un e > 0 tal que si 0 < |x — a| < e. entonces l/Jx) -  /| £  b/2 < 6.
3. Esta es una modificación similar: apliqucla a <ty5 para obtener I.
4. Esta es también uai modificación: se dice la misma cosa que en I, porque e/10 > 0 y es solo la exis

tencia dc algún e > 0 lo que está en duda.

P r o b le m a  3-129
De ejem plos para m ostrar que las siguientes defin iciones de 

lim  /(x ) = / no son correctas.
X ' ü

a) Para todo 6 > 0 hay un c > 0 tal que si 0 < |x  -  a l < ó, entonces |/(x) -  /| < e.
b) Para todo e > 0 hay un ó >  0 tal que si |/(x ) -  /1, entonces 0 < |x -  a| < 6.

So lu c ió n , a) Aunque lim — -  I es verdad, no es verdad que para lodo S > 0 hay un ó > 0 con

| —  -  I  j < e  para 0 < |x - 11 < ó.

En efecto, si 5 -  I  no hay un t. tal. porque l/x puede ser tan grande como se quiera para 0 < |x - 11 < I. 
Además, cualquier función acotada/satisface la condición, ya sea que lim/Jx) -  / es o no verdadera.

h )  S i/ e s  una función constante,/Jx) -  c, esta condición no se cumple, porque l/Jx) -  r| < I no implica 
ciertamente que 0 < |x -  a| < ó para cualquier A. Además, la función /Jx) =■ x. por ejemplo, satisface esta 
condición sin importar cuáles son a y /.

P r o b le m a  3-130
Pruebe que lim /(x ) existe si lim  / (x ) »  lim /(x).

So lu c ió n . Si lim flx) = lim /Jx» /. entonces para cada c > 0 hay ó.. 6, > 0 tales que para todo x.«-.I* «-M
si a  < x < a  + entonces l/Jx) -  /| < e.
si a -  ¿ j  < x < a. entonces l/Jx) -  /| < e.

Sea ó = min (¿,. ó¡\. Si 0 < |x - a\ < S. entonces o a  -  6, < a - ó < x o si no a < x < a  + S <  
< a + ; asi que [/Jx> - l¡ < t

P r o b le m a  3-131
• Pruebe que:

1. lim / (x ) = lim  / ( —x).*-0‘
2. lim  /(| x  |) = lim  /(x).

• o
3. Iim /(x 2) -  lim /(x).

«-o »-•*

(Estas igualdades y otras análogas se prestan a  varias interpretaciones. Pueden significar 
solamente que los dos lim ites son iguales si ambos existen; o que si uno dc ellos existe, el otro 
también existe y es igual a e l; o que si uno u otro existe, el otro existe y es igual a él. Decida usted 
mismo qué interpretaciones son correctas.)

S o lu c ió n . 1. S i l  =■ lim/JxX entonces para todo e > Ohayunó > Olalquc|/Jx) -  /| < eparaO < x < ó. 
Si - S  < x < 0. entonces 0 < -  x < 6. y dc esta manera (/Jx) -  /| < c Por tanto, lim /J-x) -  /. Análoga- 
mente, si lim /T-x) existe, entonces limi/Jx) existe y tiene el mismo valor. (Intuitivamente, x está próximo a 0 
y positivo si, y solo si. -x  está próximo a 0 y negativo.)

2- Si lim /Jx) = /. entonces para todo c > 0 hay un 6 > 0 tal que |/|x) -  /| < * para 0 < x < 6. Asi.
si 0 < |x| < ó. entonces J/J|x|) -  /| < c. Luego lim/J|x|) ~  /. La prueba en dirección contraria es análoga

■ -owww.FreeLibros.org



Prólogo

Desde el punto dc vista dc las aplicaciones dc la matemática, puede decirse que los métodos 
tradicionalmcntc agrupados bajo los nombres dc cálculo diferencial y dc cálculo integral tienen 
por objeto resolver los problemas del cambio y  del movimiento. En  efecto, el cálculo diferencial 
se propone hallar la razón dc variación entre doá magnitudes variables dependientes una de 
otra, y no ya en el caso de variaciones finitas solamente, sino también cuando dicha variación 
es instantánea. Asi. el averiguar la rapidez con que se desplaza un cuerpo bajo la acción de la 
gravedad plantea problemas dc velocidades medias lim ite, cuya determinación compete pre
cisamente a  los métodos diferenciales. Y  a l contrario, si se conoce el comportamiento instan
táneo de una magnitud variable, es asunto de los métodos dc integración el encontrar la marcha 
global dc las magnitudes que intervienen en el fenómeno. Asi, la determinación dc la trayectoria 
dc un cuerpo del que se conocen, por ejemplo, las coordenadas instantáneas es cuestión que 
concierne a l cálculo integral.

Sobra decir que el cálculo dilereiicial, y  con más veras el cálculo integral, son dominios 
dc la matemática dc indudable refinamiento y  que a veces plantean dificultades dc cierta deli
cadeza en cuanto a su tratamiento. Por otra parte, el amplio uso que hacen la ciencia y  la técnica 
modernas dc estos métodos dc cálculo, como lenguaje indispensable para expresar las leyes 
físicas con esquemas matemáticos adecuados, hace ineludible para todo estudiante dc ciencias, 
de ingeniería, dc economía, etc., la adquisición segura de dichos métodos, puesto que han de 
ser el instrumento dc labor permanente y  puesto que el dominarlos sin vacilaciones es condición 
primaria del trabajo científico eficaz y  serio.

Precisamente, la colección dc problemas resueltos detalladamente que constituyen esta 
obra ha sido concebida con el objeto dc llevar al estudiante a  una asimilación más rápida y 
segura de tales métodos dc lo que suele ser posible con los textos corrientes; no se trata, por 
cierto, de una sarta dc problemas dc adiestramiento mecánico, sino dc unas bases teóricas 
sólidas y suficientes que tienen como corolario una serie cuidadosamente graduada en dificultad 
de ejercicios que aplican en seguida la teoría expuesta. Y  la resolución detallada tiene precisa
mente por objetivo acostumbrar al que aprende a trabajar correctamente, dando todos los 
pasos indispensables y fundamentando todas sus operaciones en la teoría que se acaba dc expo
ner o que ya ha sido expuesta en capítulos anteriores. A si, etapa por etapa, el estudiante es con
ducido por mano firme hasta el momento en que, sin siquiera percatarse, ya sabe hacer los pro
blemas solo, ya ha aprendido. Es el momento en que puede decirse plenamente que la técnica 
dc cálculo particular que se estudiaba ha sido asimilada a la perfección.

También se han tenido en cuenta aqui las diversas posibilidades en cuanto a niveles dc 
estudiantes que puedan aprovechar esta obra, y  por ello es factible emplear el libro a cualquier 
nivel eligiendo problemas de tipo más «intuitivo» o más «form al», según se prefiera de acuerdo 
con el interés particular dc aprendizaje. H ay, asimismo, problemas señalados con un asterisco •, 
con dos •• y hasta con tres ••• para advertir sobre grados dc dificultad. Tales problemas se 
destinan a quienes deseen profundizar en el dominio dc la materia.

En  cuanto al orden dc disposición, cada capitulo desarrolla, pues, en su serie dc problemas, 
ordenados por dificultad creciente, una noción especifica a la cual se refieren las definiciones, 
principios y  teoremas que aparecen en los preliminares del capitulo, y es por ello aconsejable 
atenerse escrupulosamente al orden de exposición que se da y trabajar los problemas de acuerdo 
con su numeración correlativa. A l final aparece un glosario dc las definiciones y  teoremas 
expuestos, como también de conceptos generales y dc las notaciones utilizadas.

7www.FreeLibros.org



3. Si / = lim /|x) entonces para todo e > 0 hay un Ó > 0 tal que l/|x) -  l\ < c para 0 < x < A. Si
«a»’

0 < Ixl < Jó . entonces 0 < xJ  < ó. y asi |/|x2) -  /| < t. Por tanto, lim f\x3) = l  La prueba en dirección
*-o

contraria es análoga (Intuitivamente, si x está próximo a 0. entonces x1 está próximo a 0 y es positivo.)

98 LIMITE DE UNA FUNCION

P ro b le m a  3-132 • Suponga que lim f(x ) < lim f(x ). (D ibuje un grafo que ilustre esta
#»•*

proposición .) Pruebe que hay algún ó > 0 tal que / (x ) < / (y ) siempre que x < a  < y 

y lx  -  a¡ < ó y  ¡y  -  a¡ < 6. ¿Es  verdadero el reciproco?

Figura 3-39

So lu ció n . Sea / = lim/lx) y m -  lim /lx) Porque m -  I  > 0 hay un ó > 0 tal que: 

lf(x) - l\ < m -̂ -1- cuando a -  S < x < a.

- /

Esto implica que

(/[y) -  m| < — 2—  cuando a < y < a 4  ó.

Ax) < I  + m  2~~ < m ~ —  2~  < Ay)

El reciproco es falso, como se muestra para /(() ± t y cualquier a  Solamente es posible concluir que 
lim/lx) S  lim/|x).

P ro b le m a  3-133 Pruebe que lim  (a.x" + ... + a0)/(*V*:" + ... + b0) existe si, y solo

si, m ^  n. ¿Cuál es el lim ite cuando m -  n? ¿Cuándo m > n i

Nota. Un limite fácil es lim l/x* ■■ 0; haga transformaciones de modo que esta sea la única información 
que necesite.

So lu c ió n . Naturalmente, estamos suponiendo a, *  0 y b. v* 0. Si x # 0, entonces
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Si m < n. entonces lim /fr) = pero lim g<x) = 0. Esto implica que |fan>lx]/«fx) no existe Idc otro 
modo tendríamos lim/íx) -  flim fíx)/g(x)] ’ [iim tfx )] -  0. Si m ¿  n. escribimos:

UMITE DE UNA fUNCION 99

. . .  + &
«■«* *  -  + «o .  x— T -  T x- ^ /¡x2 
b jT  + ... + ^  + + ^  ^ X)

F;ntonccs lim J]x ) = 0 si m > n, y am si m = n. mientras lim ¡tfx) = bm. Asi lim /(xj/tfx) = 0 si m > n. y ajb , 
* ' *■ «-«■

P ro b le m a  3-134
Pruebe que lím /(l/x ) »  lim /(.x>.

*-a:
So lu c ió n . Si / = lim/ivx entonces para cada c > 0 hay algún N tal que |/?x» - /| < e para x > N. y

podemos claramente asumir que iV > 0. Ahora, si 0 < x < ~  , entonces > N, así que |/|l/x) -  /| < c 
Por tanto. lim/|l/x) = L La prueba en la otra dirección es semejante.

P ro b le m a  3-135
Defina «lim  f(x ) = /».

a) Encuentre lim  (a„x* + ... + «0)/(/?„x- + ... + b0).

b) Pruebe que lim  / (x ) = lim / (- x ).

c) Pruebe que lim  / ( l/x) = lim /(x).
' •° »--<*>

S o lu c ió n . lim /|x) = / significa que para todo e > 0 hay algún .V tal que |/|x) -  !| < c para x < N.
a) La respuesta es lo mismo que cuando x -  x  (Problema 3-133).
b) Si / = lim /¡xt, entonces para caria e > 0 hay algún A' tal que l/|x ) -  /| < t  para x > N. Ahora,

si x < - N , entonces - x  > N, y asi tfl-x> - /| < c  Luego lim J\- x ) -  /.

c) Si / = lim flx\. entonces para cada > 0 hay algún N  tal que |/Jx) -  l¡ < t  para x < N. y podemos
asumir que N  < 0. Ahora si |/;V < x < 0. entonces l/x < N  y, por tanto. l/II/x) -  I] < c.

EJER C IC IO S  P R O P U E S T O S
Calcule los siguientes limites

<> +  i y  
? + r

Rtsp.: 1 5. l im  g * ± i £ p * - V '  
xr + 5

Resp.:

I000x Resp.: 0 6.
.. 2 x *  -  3.v -  4 
l im  ------ — . .

v v *  +  1
Resp.:

x ¡  - 5x + 1
l im  231 +  33x + 7 AeSp .. X l i m ---- j— .

x +
Resp. :

2x2 — x + 3 Q lim  * 2
' x r -  8x +  5 ' K € S p , . U O. i i m ------------ .

*— 10 + xN/x
Resp.:www.FreeLibros.org
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9. lim

10. lim

x + 1

_s/L
■— ] [7 7 ^ 7 í

12. lim
>-*

x2 -  Sx + 10 
x »- "25“  •

n - j i ™  v T Í n r r -

14. lim —7~~~£~Z~T' x — 4x + 4

15. lim
»-o

(X f  /!)’  -  X*

. .  uJ +4u2 +4u
,4- . '“ (.♦ -¿t s -t í

17. lim x" -  I
.V x -  I

J i  -  Iun •>-----18. lim T-- »-i x — i

.. 2 -  J x  - 3
19* * * - s r h r -

20. lim '{ Í - ~ .
V *  -  I

2 1 .  Iim * r J * + 2 ¡m
••* I — J S  -  x

Resp.: 0 

Resp.: I 

Resp.: 0 

Resp.: co 

Resp.: -2

Resp.: co 

Resp.: lx2 

Resp.: 0 

Resp.: n (entero positivo)

Resp.:  4 -

Resp.: -  ¿  

Resp. *

Resp.. -  T

29. lim ijx *  -  5x + 6 -  x). Resp.: -
**♦*>

30. lim xt/x:  + I -  x). Resp. i
*-** *

31. lim (x + V i  -  P ) . Resp.: 0

32. a) lim

h) lim

sen x

sen x

13.
. -n X

34. lim sen Sx
, .0 sen 2x "

“ • i ™  ( " ” t |

» .  I i n - L = « ¿

, ,  .. COS X COS ti37. lim  -—x -

38. iim scn (x + h) — sen x Resp. 
»-o "

39. lim sen x — eos x 
I -  «gx

4 0 .  a) lim x sen — . 
>-o x

ft) lim x sen - .

Resp.: y  sen 2 

Resp.: 0

Resp.. 3

Resp.: y

Resp.: ir

Resp.: y

Resp.: -sena

eos x

Resp.: —l_

Resp.: 0 

Resp.: I

22. lim y  I + x -  V I -  x . Resp.:

Resp.:23. lim
»-o

y'x + h -  y/x 
h

i

i_

2 4 .  lim   — . Resp.. 0 (a > 0)
V x  + y/a

25. im f c + l  t .- fe . 
» n

26. lim._  VxJ -  2x + 6 -  Jx*~+ 2x + 6 
, m  xJ  - 4x + 3--------

Resp.: -  y  

27. lim 1^/xTfl -  Vx). Resp.. 0

4 1 .  lim cotg 2x cotg | y  -  x j. 
x

4 2 .  l i m

4 3 .  lim

I -  sen
x -  x

I -  2cosx 
x  -  3x '

Resp.: -2 

Resp.: 0 

Resp.:

, .. eos mx -  eos nxI. iim - — j ---
.<•« x

.r  tgx — sen x 
4 5 .  l i m   j -----------

4 6 .  l i m

x*

are sen x

. Resp.: y ( n J - m J )

Resp. :

Resp.: I

28. lim [Vx(x + a) -  x j. Resp.: y 4 7 .  lim are tg 2x 
sen 3x Resp.: ywww.FreeLibros.org



,0  1 1 -  *2 48. lim, . ,  sen irx

._ .. x — sen 2x49. lun —  ----, . 0 x + sen

UM ITt D€ UNA FUNCION

R e s p . : -2- 58. lim

eos
50. lim í x l

i - J i

Resp.: -

Resp.: n

51. lim  * ,
• -o *

-  v  C O S  X Resp.: -r

52. Hm v 'i Í
. - o  X

-  s i^ v r -
-  s ( « » r
**■ - ( ' ^ r

56. | i m ( l + - | ) \

” ■ S Í f f f ) " ’

sen * Resp.: I

Resp.: 4

Resp.; -j 

Resp.: e  ' 1 

Resp.: e1 

Resp.: e *

s('*sr-
59. lim ( I + sen x)1'*.

*-o

61. lim ( I + eos x)J *** *.
■-

2

62. lim ln <» +«*>..
.-o *

63. Iim<l + 3«g, x)-», \

64. lim sen ax

65. lim

, . 0 sen px

e- -  <*•
. .0 sen ax -  sen px '

66. lim

67. lim __
•-**'./xí  + 1

Resp. : e"

Resp.: e 

Resp.: e 

Resp.: r’

Resp.: a 

Resp.: e* 

Resp.: f  

R e s p . :  I 

R e s p . :  +1 

R e s p . :  I

10 1

68 . a) lim x -  I
Ix -  l|*

69. u) lim, .2  x -  2 *

b) lim x ^  .«-2* x -  2

Resp.: - 1 

Resp.: I

Resp.: — cc 

Resp.: + x

c) lim

c) lim - n/í ).

d) lim (v’*3 + x ~ f  -  v'x J -  x). Resp..

x2 si X  9* O
70. Encuerare el limite de la función ¡\x) = | ^ sj ,  -  o cn los Pun,os: a)  1 “  “  *• *>) x -  -0,001;

c) x = 0 ; 0.01. Resp.; a) I ; 6) I0’ 6; c) 0: </) I0 '4

71. La función /fx) = J  I < x £  I ^  ^  a) x = * ) x -  I ; c) X -  I • I?
f 2x si I < x £  3

72. S i /Ix) = y r y - j  Prucbc *luc *™ /íx) ™ y -  Hncucntrc un valor de ó tal que O < |x -  2| < ó =>

~  |/?X) -  y |  < 0.001.

73. Pruebe que: a ) l im x  = n; 6)lim5x = 5; c) lim xJ --8: d) lim eos x -  I ; e) lim eos x -  eos x<,
« - •  * * l  « - Í  1 - 0  I - i .www.FreeLibros.org
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Evitóe; 4  j , j i ± i i L ± a i L ± » t i s

e> I ™  x '  -  8 *  + 15 ; H
R w p .; a) 6 ; fe) 1 0 ; c) — ^ ; d ) y

75. Evalúe; a) lim ------- ; fe) lim —  2 ; c) lim - ;
* * °  1 - J T +  tg x  , " 4 3 — y j2x  + I 2 + y/x

„  I- V *  -  V a + J *  -  d) lim —
yfx1̂ - 7

(a  > 0 ). R esp.: a ) - 2 ;  fe) 3/4; c ) - 2 ;  d) lA/2¿

76. Encuentre los limites laterales en x = 0 de la función

J W - t t " '  I " 1 »'

Resp.: lim /Ix) = - 1; lim /Ix) = I
.-O *-0‘

77. Encuentre los limites laterales enx = 0 y x  = Id e la  función

1 si x < 0

f ix )-
x  -  I

0 si x ■ 0
x si 0  < x < I
2  si I £  x

Resp.: lim /Ix) -» 1. lim /Jx) -  0, lim /Ix) = I. lim /Jx) = 2
.j> v-r .«-i

78. Si /Jx) -  1 *  2x-, (x j í  0), entonces obviamente lim /Jx) = co. Encuentre todos los x tales que

l/J*)| > I04- ^

79. ¿Cuáles dc los siguientes limites son iguales a x ?  (pero no + x  o - x ) :

a) lim S A ; «  lim i S A  : C> lim i 4  lim
i  - O  X  X  ~  0  x  « - 1  » - S  A

Resp.: a) y <f) iguales a x ;  fe) y e) iguales a + x

80. Evalúe cada uno dc los siguientes limites, resolviendo la indeterminación de la forma x / x :

a  -  —

a) lim (o *  0. fe *  0); fe) lim  y ; c) lim  y .
.-o coste te  «-¡ cotg l j - x )  x

Resp.: a) fe/a; fe) 1/2; c) - I

81. Calcule:

1 ** l’í1
Resp.: a ) + x ;  fe) - x ;  c ) + x ;  «/) - xwww.FreeLibros.org



CAPITULO

C ontinu idad  y  d iscontinuidad
Definición. Sea f  una fundón R  — R  y  x0 un punto de acum ulación de & ,  \ decimos que /  es 
continua en x0 si. y  solamente si, cada una de las siguientes condiciones se verifica:

1. «o e S ( . 2. /  es convergente en x0. 3. lim /lx) = /lx0).

La definición de continuidad en términos de r. y  ó es: fe s  continua en x0 •=> x0 e  y  para 
todo t  >  0  existe un Ó, = S/c , x0) ta l que x0 e  y  |x  -  x0| < b ¡ |f(x ) -  /(x0)| < c.

Observe que en la definición anterior /(x0) desempeña el papel de L  en la  definición de lim ite. 
También la condición 0 < | x -  x0 1 falta porque |/fx) -  fx 0) | < e automáticamente se verifica 
si x = Xo. S i alguna de las tres condiciones de la  definición de continuidad no se verifica se dice 
que la  función es discontinua.

Ejemplo 4-1. / (x ) = sen x/x, x /  0. es discontinua en x0 = 0 porque /(O) no está definida. Sin 
embargo, sen x/x converge en 0  y tiene por lim ite a 1.

Ejemplo 4-2. Sea )[x ) = j ® *! *  ^  jj es discontinua en x0 = 0 porque f\x) no es conver

gente en x0 = 0.

(  x2 -  9
Ejemplo 4-3. Sea f x )  = j  x -  3 M * es discontinua en x0 = 3 porque lim  f\x) = 6 , 

(  5 si x = 3 x' i
mientras que/(3) = 5.

Ejemplo 4-4. Sea />(x) = i \  + *  *! *  ^  1 . Veam os qué sucede en el punto x0 =  1.
l  j  —  X  SI I  <  X

M I) =  4. por tanto, se verifica la condición 1. Además lim  /i(x) = lim (3 -  x ) *  4 y lim  /i(x) =
v i *  v i *  v i

“  !íff* *3 ~  =  2* Es,°  prueba que no existe el lim ite de la función en x0 = I : por consi

guiente, no se cumple la condición 3. L o  cual muestra que la función no es continua en x0 = I.

P r e s e r v a c ió n  d e  la  c o n t in u id a d

Teorema. S e a n / y  g funciones R  -* R  continuas en x0. Entonces/  + g ,fg . 1 ¡g .f/g  son conti
nuas en Xq. excepto que la continuidad no existe para \/g y f/g  si 0(x „) =  0.
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Demostración. Es un coro lario  inm ediato del álgebra de los lim ites según la definición de 
continuidad. P o r ejemplo/para m ostrar que/  + g es continua en x0 s i/ y  g son continuas en x®. 
se debe m ostrar que:

I.  x0 € © , . r  2. /  + g converge en x0. 3. lim  ( /  + g) =  / (x 0) + g(x0).

La parte I es verdadera, puesto que de la continuidad de f  y g se tiene que x0 e  y  x „ e 
por tanto. x0 e Q parte 2 queda verificada por la regla de la suma, del álgebra 
de lím ites, que dice que la suma de funciones convergentes es convergente en x0. 3. lim  (/  + g) -  

lim  f (x )  = lim  <?(x) = f [x 0) + t/(x0). La prim era igualdad se justifica por la suma de limites
MU 1*U

y  la  segunda por la continuidad de /  y  g.

Teorema de la continuidad para funciones compuestas. Sean /  y g dos funciones continuas. 
x 0 6 y g{x0) e & f . g  continua en x© y/co n tin u a  en g(x0). Entoncesf o  g es continua en x®.

Demostración. La demostración es simplemente la del teorema del lim ite, para funciones 
compuestas, según la definición de continuidad.

Ejemplo 4-5. L a  función f[x ) = N/cos 2x + 3 es la compuesta de la cadena de funciones, 

x 2x —* eos 2x eos 2x + 3^Vcos 2x + 3 ,/  = /4 » / j» / 2 «/i 

cada una de las cuales es continua en todo punto de su dom inio.

104 CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD

T e o r e m a s  f u n d a m e n t a le s  s o b r e  la s  f u n c io n e s  c o n t in u a s

Teorema fundamental. Sea / :  [a , ó ] -♦ R ,/  continua sobre [a . ó], entonces dtr  =  {/(x); 
x 6 [a , b ]} es un intervalo cerrado y acotado. L a  demostración se basa en el axioma de plenitud 
de los números reales.

Teorema del valor extremo. Sea /  : [o , 6 ]  -* R y  /  continua sobre [a , ó ]. Entonces existen x* 
y  x "  en [a . ó ] tales que -  [/ (x 'K / lx ")]. es decir, que x  e  [a . ó ]  ^  A x') < A x ) < A X"Y

Demostración. P o r el teorema fundamental, podemos hacer que [c , d] sea el conjunto de va
lores de / , con c y  d  números reales. Entonces / (x ) e  [c . d ] para todo x e [a , ó j. S i x’ y  x " son 
las prcimágcncs de c  y d, respectivamente, tenemos que A x) e  ÍA X')-AX" Í ]  par® lodo x  6 [a , b]. 
(Vea Figs. 4-1 y  4-2.)

R R
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T e o r e m a  d e  a c o t a c i ó n .  S e a / :  [ a ,  />] - *  R  y / c o n t in u a  so b re  [ a ,  fe], F.ntonces e x iste  u n  n ú m e ro  
re a l p o s it iv o  M  t a l q u e  £ f c  [ - M ,  M ] ,  es d e c ir , x  e [ a , b J \ J \ x ) [ ^  M .

D e m o s t r a c i ó n .  A p lic a n d o  e l te o re m a  d e l v a lo r  e x trem o , h a g a m o s  M  =  m ax  { |/(x ') | .  |yix” ) | }. 
E s  d e cir, M  es la  d is ta n c ia  d e l o rig e n  a l  p u n to  e x tre m o  d e l c o n ju n to  d e  v a lo re s  q u e  está m ás 
a le ja d o  d e l o rig en  (vea F ig .  4-3X- E n to n c e s  \ f [ x ' )  | <  M  y  | J l x " )  \ < ,  M ; p o r tan to , — M  <  f [ x ' )  S  M  

y  - M  <  A x " )  £  M .  D e  d o n d e  A * )  <  A x )  <  A x " )  = >  - M  < ,  / ( x )  ^  M .

T e o r e m a  d e l  v a l o r  i n t e r m e d i o .  Sea / :  [ a .  ¿>] - *  R  y  /  c o n t in u a  so b re  [a , 6 ]  y  k  e  [ / | x 1) .y ( x j) ]  
co n  x , .  x 2  e  [u , /»]. E n to n c e s  k  e & r  y  e x iste  c  e  [ x , .  x 2]  o  c  e  f x 2,  x ," | ta l q u e  k  =  A C Y

D e m o s t r a c i ó n .  S u p o n g a  que x ,  <  x 2. E n to n c e s , p o r  e l te o re m a  fu n d a m e n ta l, e l c o n ju n to  de 
v a lo re s  d e  la  re stricc ió n  d e / a  [ x , .  x 2]  es u n  in te rv a lo  q u e  co n tie n e  a  y ix , ) , / { x 2) y . p o r  tanto, 
e l p u n to  k  e n t r e /f x ,)  y / ( x 2 ). A s í,  existe u n a  p r e im a g e n c c n  [ x ,«  x 2]  tal q u e y íc )  =  * :.(V e a  F ig ,  4 -4 .)

T e o r e m a  d e l  c e r o .  S e a  / :  [a . b ]  —  R  y  /  c o n t in u a  so b re  [ a .  ft] y  <  0. E n to n c e s  existe
r  e  ] a ,  b [  ta l q u e  / ( r )  =  0.

D e m o s t r a c i ó n .  S i  A < * )  y  A b )  d if ie re n  en s ig n o , en to n ces A u )  <  0  <  A h )  °  A h )  <  0  <  A ° ) -  x  

hace q u e  a .  0 , b  y  r  d esem p eñen e l p a p e l d e  x „  k .  x 2 y  c , re sp e ctivam e n te , en e l te o re m a  d e l v a lo r 
in te rm e d io  (vea F ig .  4 -5), q u ed a d e m o stra d o .

C la s if ic a c ió n  d e  las d i s c o n t in u id a d e s .  P r o l o n g a c i ó n  c o n t in u a

C u a n d o  en la  d e fin ic ió n  de c o n t in u id a d  la  c o n d ic ió n  I  n o  se cu m p le , es d e c ir , c u a n d o  e l v a lo r 
de la  fu n c ió n  no existe en esc p u n to , esto  d a  lu g a r  a  d is c o n t in u id a d e s , q u e  so n  d e  tres tip os. 
A lg u n a s  d is c o n t in u id a d e s  se pueden e lim in a r  p o r  m e d io  d e  u n  p ro c e d im ie n to  a d e c u a d o ; se 
lla m a n  d is c o n t in u id a d e s  e v i t a b l e s .  O tra s  n ecesita n  u n  tra ta m ie n to  e sp e c ia l a  ca u sa  d e  que e l 
v a lo r  fu n c io n a l n o  se puede c o n t r o la r ;  estas d is c o n tin u id a d e s  se lla m a n  p o l o s .  F in a lm e n te , existen 
o tra s  que no se pueden e v ita r  y  se la s  l la m a  d is c o n t in u id a d e s  e s e n c i a l e s .  E n  re su m e n :www.FreeLibros.org



Definición. Dada una función R  -* R  se dice que x0 es una discontinuidad de/ del tip o : I. dis
continuidad evitable o / e s  convergente en x0; 2, un polo o  1//converge a  0 en x „ ; 3. discon
tinuidad esencial d e / o  x0 no es ni un polo ni una discontinuidad evitable.

x 2 — 1Ejemplo 4-6. a) S i / (x ) =  r—, x  e R  — { I }, entonces x „ = I es una discontinuidad
X  “  1

x2 -  1evitable porque 1 4 ® ¡  y lim  -------- =  lim  (x  + 1) = 2.
»-i x  * «-i

x*
b) S i / (x ) ■* ^  x G R  — { 1 }, entonces x0 •  I es un polo porque 1 4 y

I  . .  x  -  1 0 _
lim  - r  = lim -2—  = —  = 0 .
.-I /  v*l xl  I

c) S i / (x ) ■ | x  |/x, x g R  -  {0 } ,  entonces xo = 0  es una discontinuidad esencial 
porque 0  4 <& ¡  y /  y I//  no son convergentes en x0 = 0 .

Definición. Dada una función / : R  -* R  y  una discontinuidad evitable x0, se dice que / *  es 
una prolongación continua dc /  en x0 si. y  solamente si,

r (x )  = \ A * ) ^  x G
|  l im  /  s i  x  — x 0 

T a m b ié n  se d ice  q u e  la  fu n c ió n  se h a  re g u lariz ad o .

x J  — IEjemplo 4-7. a ) Sea f ix ) =  t ,x  e  R  — { 1 } .  En  x0 = 1 existe una discontinuidad.

x2 — ICom o lim  ^ - =  lim  (x  + I )  = 2, entonces en x0 = I hay una discontinuidad evitable.

P o r tanto, su prolongación continua está dada por

( x 2 -  I
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. x  e R  -  {  I }
/• (*) = < x -  1

( 2 .  i  °  I

b) S i f ix )  = sen x/x, sabemos que lim sen x/x -  I,  entonces su prolongación continua 
en x0 = 0 es

/•<*) =
g R  -  {0

I  , x = 0

c) Sea f ix ) = tg x/x. Com o lim  tg x/x — lim ( — ----— \ = lim  Scn-X- lim -
x  eos x )  x  cosx

= I  • l -  1. Entonces su prolongación es

/• (x ) =
^ . x e 2 > , - ¡ 0  

1 , x  = 0

En términos de parejas ordenadas, la prolongación continua/* se obtiene agregando a / la  pareja
(x0. lim/).www.FreeLibros.org
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P R O B L E M A S  R E S U E L T O S
Los siguientes problemas tienen por objeto demostrar la continuidad de algunas funciones 
empleando la definición de continuidad en términos de t  y Ó.

P r o b l e m a  4-1 Demuestre que la función/(x) mx + h es continua en toó» puntode R .

So lu c ió n . Si r. > 0. tenemos que |/|x) -  fía) | = | ni<x -  a) | = |m| |x - a| < c. Entonces lx al < .—.-
I"M

si m *  0. En caso de que m sea cero, cualquier número positivo sirve como ó. Este caso se puede incluir en
el caso en que m *  0 lomando a ó = . '.  . que es menor que . 1 Este valor de ó da l/?x) — t\a)\ < e

i  + |/n| |m|
cuando |x -  <i| <6. Esto muestra que la función)  es continua en a  para todo a.

P r o b l e m a  4-2 Sea / (x ) = 3x + I. H alle  un ó que satisfaga la proposición |x  -  2| < 

<  ó  | ( 3 x  +  I )  -  7 |  <  y .

So lu c ió n . Como, por el problema anterior, la función es continua en x = 1  tal 6 existe. Ahora, 
|(3x + I)  -  7| < 1  ~  |3x -  6| < J  «  3 |x -  2| < i  «  |x -  2| < - i  si se  elige a ó = i -

P ro b le m a  4-3 j Pruebe que la  función / (x ) = 3x + I es continua en 1. 2  
/fx ) = x2 -  3x -  4 es continua en x  = 3 y  x -  2. 3. Si c = 0.01. ¿qué valor se elige para ase
gurar que la función sea continua en x = 2 ?

S o lu c ió n . I. Dado cualquier c > 0 elijamos S  -  Si |x — l| < i ,  entonces |x — l| < «»

o  3|x - l| < r. o  |3x -  3| < t  |(3x + I)  -  4| < e. Por tanto, |x -  l| < 6 *> |(3x + I) -  4|<«. 
Esto demuestra que la función es continua en x = I.

2. Se debe mostrar que para cada número real positivo e existe un 6 tal que |x — 3| < ó implica 
que |(x2 - 3x 4) -  <-4)| < e |x2 - 3x| < e o  |x| |x -  3| < c, si restringimos los valores de x a 
un entorno de radio I alrededor de 3. entonces 2 < x < 4 y |x| < 4.

Para cualquier c elegimos a ñ como el mínimo de ^ y I. Asi. si |x -  3| < ó. entonces |x — 3| < —  y
|x —  3 | < l « » 4 | x - 3 | < e y 3 — ! < x < 3  +  l o 4 | x  —  3 | < e y 2 < x < 4 o 4 | x  —  3 | < c y  
|x| < 4 |x| |x -  3| < r. o  |x2 - 3x| < c <> |(x2 - 3x -  4 -  {-4|| < e. |x -  3| < ó •>
<+ |<x2 -  3x -  4) -  (-4 )| < c.

|(x* - 3x -  4) -  ( -6)| < c «* |xa -  3x + 2| < c <* |x — l|  |x — 2| < t  o  2 |x -  2| < eáó  á  I o
|x — 2| < y .  En 2 |x — 2| < r. remplace 2 por |x - 11. puesto que |x - 11 nunca es mayor que 2  si x

está en un entorno de radio I alrededor del punto 2. Es decir. I < x < 3 entonces 0 < x I < 2.
Para un r. dado, elijamos un ó que sea menor que '  y I ;  si |x 2| < .5 entonces |x — 2| <

y|x — 2| < I «■ 2 |x — 2| < ey2  — I < x  < 2 + I  2 |x -  2| < ey 0 < x  -  I < 2 2 |x -  2 |<e
y |x - 11 < 2  Como |x -  11 < 2  se puede remplazar |x -  11 por 2 en 2 |x — 2| < c. puesto que este rem
plazo hace el segundo miembro más pequeño. |x -  l| |x -  2| < r  <> |x2 - 3x + 2| < i: |(x2 -  3x -4) -
- ( - 6 ) | < r. Por tanto. |x — 2| < S  |(x2 -  3x -  4) -  (-6)1 < c.

3. A á  0,005, puesto que |x 2| < 0,005 |/|x) - /I2)| < 0.01. Verificación: sea x 2.004. en
tonces ¡2,004 -  2| < 0,005 y |(2,004)2 - 3(2.004) -  4 -  ( —6)| = (0.004X0.16) < 0.01.

P r o b le m a  4-4 Pruebe que: a ) / (x ) = x 2 -  x  -  12 es continua en x0 = 5.

b) /(x )
x2 + x -  6 

x 2 -  4 c o n t i n u a  e n  x 0www.FreeLibros.org
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So lu c ió n , a) Para cada e elija S  = min Jy y . 11 (¿por qué?) Si |x-  5| <6 |x-5|<  |x-5 | < I o
<> 10 |x -  5| < c y 5 -  I < x < 5 + I *► 10 |x -  5| < t  y 8 < x + 4 < 10 10 |x -  5| < e y
|x + 4| < IO--*|x + 4| |x -  5| < ío | x 1 — x — 20| < e o |(x J  — x — 12) -  8 | < e. .* . |x —S| <
=> |<x* -  x -  12) -  8| < c.

b) Como |—  — y |  < * ■'=' I*  — 31 < 20* si |x + 2| > 4. Para cada r. dado, citamos

6 = min {20 £. 1}. Si |x -  3| < ó => |x -  3| < 20r y |x -  3| < I <» — < e y 3 - l < x < 3 + l .

- F + r : y  - I < H  * **  -  41 < H S *  I  - S  l< -
I xJ + x -  6 61 . , ,  t  I x1 + x -  6 6 1

” h > — - y  ' 1- ••• f ~=~4 t r * *

P r o b l e m a  4 -5 Estudie la continuidad de la función parte entera de x : / (x ) = [x ].

S o lu c ió n . Hay dos casos que considerar: I. x0 - n un entero, y Z  x„ no es entero. En el prima caso. 
flx0) = n y flx0) = n -  I para x < x„. |x -  x0l < 1; flx ) = n para x > x * |x -  x0| < I. Por tanto, no 
importa lo pequeño que sea á. existen valores de x a una distancia & de x„ para los cuales |/|x0) - /|x)| -  I 
y la condición de continuidad no se verifica si c < I. Entonces/ no es continua en «# •  un entero. Para el 
segundo caso, x0 no es entero, sea n = [x03- entonces n < x0 < n + I y  los dos números Ó, = x0 — iu 
S ¡ = (n + 1) -  x„ son positivos. Sea b = min = min (x„ -  [x0], [x0] + I x0). Entonces ó > 0
y si |x -  x0| < 6. entonces x está también entre [x „] y [x0 + I ] ;  por tanto, flx ) -  [x ] -  [x0J -/|x0) y 
l/{x) -  flx0)\ = 0. Ix> cual muestra que la función es continua para todo x0 *  de un entero, porque para 
cualquier xoy c > 0 e s ¿ > 0 tal que |/fx) -  /(x0)| = 0  < r. cuando |x - x0| < 6.

P r o b l e m a  4 -6

todo punto.

, r . .  ,, , , I si x es racional . .L a  luncion /(xj  =  < _ . . . Muestre que es discontinua en
J  * 0 si x  es irracional M

S o lu c ió n . Suponga, que /  tiene un limite c en x0. Si se elige t  = y .  se puede hallar 6 lal que 
0  < |x — x „l <  6  l/Tx) -  c| < y .

E l entorno 0 < |x — x0| < ó contiene un punto racional x , y un punto irracional x ¡ (en realidad infi
nitos). Entonces

l/lx,) -  c| -  |l -  e| < y

Iflx ,) -  e| -  10 -  e| < y  —  l - | l - c  +  c | £ | l - c |  + | c | < y  +  y = l 

Como esto es imposible, /fx) no tiene limite en ningún punto x0; por tanto, no es continua en ningún punto.

_ r •« . i o si x es irracional
e  la con,m m dad d,= la func,on M  =  j  |/y si x  es racional.

S o lu c ió n . Por ejemplo. / (0 )- / ( I )  -  l./(l/2) ■ /(3/2) = I /Z etc. Si x es un número racional y /<x„) -  \¡q, 
entonces r. = l/2q es un número positivo para el cual no existe 6 correspondiente, porque hay valores irra
cionales de .< arbitrariamente cercanos a Xq. Esto muestra que la función no es continua para valores racionales. 
Si x0 es irracional, entonces flx0) = 0. y si e > 0, la condición l/fx) flx0)\ < c se convierte en J/Jx) | < t  (1) 

Esta desigualdad ( I)  es válida para todos los valores irracionales de x, porque flx „) = 0. Si x es el número 
racional p/q, entonces (I) equivale a \/q < i  o q > l/e(2).

P r o b l e m a  4 -7

www.FreeLibros.org
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La desigualdad (2) se verifica cuando q es lo suficientemente grande ¿Se puede hallar b > 0 para que q 
sea grande cuando x esté a una distancia S de x0?  Si, de la siguiente manera: Considere los enteros positivos 
I, 2. .... [1/e] (3) que no satisfacen a (2). [Si por casualidad el c dado es mayor que I, elimine la lista (3) y lome 
6 = I. porque (I) se verificara para todo x.] Hay un número finito de enteros en la lista (3). Si q es uno cual
quiera de éstos, quedan q posibilidades para que p satisfaga a x0 -  1/2 < p/q < x0 + 1/2 Asi. si restrin
gimos lo dicho a un enforno de radio 1/2 alrededor de x* se halla un número finito (a lo más n2, con n = [ l/r. J) 
de números racionales p/q cuyos denominadores no verifican la desigualdad (2). Si representamos estos nú
meros racionales por r „ r ,  rB N s  |x0 -  r,|.|x0 - r2|..... |x0 - rv|(4)son todos positivos.
porque los r, son racionales y x0 irracional. Sea 6 el mínimo de estos números (4) Entonces S > 0 y cualquier 
número racional p/q que esté a una distancia menor que 6 de x„ no puede tener uh denominador en la lista (3|; 
por tanto.

|x -  x I < ó | *  irrac'onal> 0
■ n i x racional p/q y q > l/c =* [/Jx) -  /fx0H - ( ? } < £

Esto demuestra que la función es continua en todo punto racional x0.

P r o b le m a  4 -8
Muestre que sen x/x = 1/2. para algún valor de x entre 0 y  n.

sen T  2 I scn 6* Y  |
S o lu c ió n . Como - r —  -  -  > —  y - ^  - -  —  < — aplicando el teorema del valor intermedio.

'2 I T  ' T

se sabe que por la continuidad de sen x/x sobre J y .  - ~ J  que sen c/c -  y  para algún xc J y .  -y- J. In

tuitivamente. esto quiere decir que una recta horizontal por y  sobre d eje de las Acorta el grafo de sen x/x
en un punto por encima del intervalo £ y .

P r o b le m a  4 -9
Muestre que x2 => a tiene una solución si a  ^  1.

S o lu c ió n . Sca/fx) = x. Entonces / II) -  I y fía) = a2. Si a 7> I. entonces a2 ^  a ¿  I ; por tanto, según 
d teorema del valor intermedio, para algún c e ( I .  aJ]  se tiene que /(c) = a. es decir, c2 = u.

P r o b le m a  4-10
Halle los enteros positivos que son extremos superiores c inferiores 

para los ceros d c/ (x ) -  x3 -  3x -  I.

S o lu c ió n . Como /t-2) = -3./|-l>  = I. /(O) — - I . / U ) -  -3  y /12) “  1. por el teorema del cero, 
las raíces de/están en los intervalos ] - 2  - 1[. ] -  1. 0[  y ] 1. 2[. puesto que fe s  continua v/| — 2)/| —1| <
< o . / l -  11/10) < 0  y fl\y\2}<  0.

P r o b le m a  4-11 Muestre que ,/2 existe.

S o lu c ió n . Sea fix ) = x2 —2. que es continua sobre R. Como ,/|I|/|2) = ( - 1) (2) < 0. se sabe, por el 
teorema del cero, que existe por lo menos un r e ]l, 2[ tal que f(r ) -  r* -  2 = 0. Como r > 0 y satisface la 
ecuación r2 -  2  se tienen que r -^/2

P r o b le m a  4-12

intervalo ~  a y .
Muestre que el grafo de / (x ) = x corta el grafo de sen 2x -  x en el

S o lu c ió n . Sea </<x> = sen 2x -  x. Entonces f / j j )  g | y j  = ( I - - j J  -  y  J  < 0; por tanto,

para algún r e j  y .  y  |  se tiene que sen 2r -  r = 0. es decir, sen 2r = r.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-13 , g. ^  satisface la ecuación funcional / (x  +  y) = f(x ) + fiy ), para
todos los valores dc x y  y , halle los valores dc/(x ) para los valores racionales dc x y demuestre 
que si /(x ) es continua, entonces /(x ) = ex, c una constante.

S o lu c ió n . Para cüalquicr número natural n . J \ n )  = J l n  -  I > + >11) = f i n  - 2) + 2/|l) = ... = n/fl). 
Además, como 10) -  >10) + >10), se tiene que /I0) = 0; entonces dc >|0) -  >|n) + j\ -  n). se tiene >|-n) -
= -A») = ~ nA H

Finalmente, para todo número racional r = p/q, qjip/q) = flq  ■ p/q) -  >!p) -  p>ll|. Esto demuestra 
que /es una función lineal sobre los números racionales,>|r) ur, con a = /II).

Si/es continua, se sigue quc>?x) = ax para todo x. pues la diferencia l/Jx) ar\ se puede hacer tan pe
queña como se quiera, tomando r lo suficientemente cercano a x.

P ro b le m a  4-14 ^  S if(x ) = x", halle un ó que dependa dc x0 tal que [f(x ) / (x 0)| < c
cuando |x -  x0| < ó ; b) haga lo mismo si/(x ) es el polinom io/(x) = a^x" + ... + a , x + a©.

So lu c ió n . |x- - xSI -  |x -  x„||x--'+ ... + x¿ '| S  ¿|x" '  + XoX* J + ... + x j " ' I  Elija a
ó < I de tal manera que |x| < |x0| + I. entonces |x*- x jl < ó {(l + |x0|T ' '+  |x0|(I + |x0l)*' ’ + •••} <
<  f> { ( i x 0 i +  i r ~ ‘ +  <ix0 i +  i r - '  +  - }  o  i x -  -  x j i  <  < m i  +  i x „ i r ' '

Barra elegir a á -  r  con e < I.

h )  l/fx) -  Xxoll -  l o j x "  -  * ; , )  +  i ( x *  1  -  * S  ' )  +  - I  5  la.l | X -  -  x S I  +  . . .  +  | o , |  | x  -  x0|.
Por el resultado anterior concluimos que |/(x) —/(x0)| < A ó  (n(|x0| + I ) * '1 + (n -  IMIx0l + 1)"*2 *  ••• }.
siendo A el máximo dc los |a,|. r -  I. 2.......n. Por tanto.

l/lx) ->|x0)| < /tó¡n(|x0| + i r  ' + n (|X o l+ ir_ l+ •■•)

Basta tomar ó < • . —  ,^-t- o ó < I. que es más pequeño/»n t|x0| + ir

P r o b le m a  4 -1 5  g-  _  x2 + x determine los intervalos sobre los cuales la función
tiene signo constante.

S o lu c ió n . Como >|x) = x(x 4 I). entonces >|x) = 0 si x = 0 o x = - 1 Como es polinomio, es una 
función continua. Entonces /  es de signo constante en los intervalos: I[. ]-  l.0 ( y JO. +<*[. Como
-2  € ]  —* . - l [ y / (  —2)= Z /|x )> 0s ix  c Como - e j -  l. 0[ y / (  = - ¿-.entonces
/(x) < Osix e J -  l.0[. Como I € JO. + cc[ y / II) = Z/(x) > Osi x c JO. + X  [. Esto se resume en la siguiente 
tabla:

>|x)

- r . - 1 0

+ 0 - 0

P r o b le m a  4-16 Dem uestre que si la función / (x ) es continua y no negativa en el 

intervalo Ja . b [ la función F lx ) = y¡f[x ) es también continua en este intervalo.

S o lu c ió n . Es continua porque todo punto x0 del intervalo Ja. h[:
a) x0 e 3 , porque F(x0) = v{/ÍXo);>|x0) existe por ser>|x) continua en todo punto dc Ja. b[ y positivo.
b) lim F(x) »  lim y/fix) -  /íím/íxj = J f l j ,0j existe ya que lim>|x) existe por scr>lx) continua en ]a, h[ 

(Problema 4-30) y es positivo c igual a>|x0).
c) lim F(x) = lim v'/lx) = V lim ”  >/7í*oj = F<*o>-www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-17
Una función está dada por las fórmulas f ix )

. x (  A .x  -  2
¿Com o debe elegirse el valor de la función A  =- /(2 ) para que la función/(x) sea continua cuando 
x = 2? Construya el grafo dc la función y  =  /(x).

S o lu c ió n . Se elige A -  lim/lx) =  lim —  ̂ 4  - lim (x +  2) = 4.
M - l  , - J  X  -  ¿  , - ¡

A  = 4 seria la extensión continua de fix ) en x «  2-

P r o b le m a  4-18
Kl segundo miembro dc la igualdad / (x ) = I -  x sen —  carece dc

sentido cuando x = 0. ¿Cóm o elegir el valor de /(O) para que la función f ix ) sea continua en 
este punto?

S o lu c ió n . Se elige/(O) = lim ( l  -  x sen -  I  -  lim I  -  lim x sen — = I.
*- o  V *  /  « - o  . - o  x

1.a función f ix ) es indeterminada en el punto x = 0. Determine /(O)
P r o b le m a  4-19

dc tal forma que f ix ) sea continua en este punto:

a) f ix ) m x)*—  (n es un número natural), b) f ix ) =  ,ln (J + .* ) ~  M I  ~  * )

c) f ix ) = x2 sen

S o lu c ió n , a) fiQ) - lim™  <• *  * r ■■ lim
I -f nx + 0  x2 + ... + x - ‘

«r limn + x + — + x‘ ~* “  "•

ó, m  m ,im JH ÍL í_ £ ). z J °  (1 -  x» .  ,im / l ± ± In 1¡m ( ,  + l ± x  _ , )

- ' » -  ¡ .  + T * r ) “ -  -  S  f  “ *  '*  -  -
£ t=7

- In e2 = 2 In <• -  2.

c) /?0) = lim x2 sen — - 0. 
. - n  X

Seapfx) = - x 2,/|x) «  x2 sen y  y h(x) = x2; -x 2 á  x2 sen y  £  x2. ya que - 1 £  sen - j =S I para
cualquier x. La función fix) en sandwich entre las funciones g(x) y hfx) convergentes en 0 con limite 0, es con
vergente en 0  con limite 0.
Nota. Cada una de las tres funciones anteriores tiene en x„ -  0 una discontinuidad evitable ya que lim/|x) 
existe para cada una de ellas. «-owww.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-20 Averigüe si son continuas las funciones siguientes:

a) y  =  'x~- ~2 ‘ b) y =  -  4~~"' c ) y  "  V *  ^  “  ,n <cos
I • _ rr-, , l x2 si x ^  3. 

e) >• = are «g— • f )  y - *  • 3) y  ■ | 2x + ! si x > 3 .

So lución , a) No. porque para x0 -  2, y -  y *  y  -  *  -  X . no está definida la función, luego 
x0 = 2 i  Qr y no se cumple la primera condición de continuidad. 

x0 »  2 es una discontinuidad polo de y, ya que

lim 4r -  lim — = lim = -?■ = 0
, . , . 7  «-*  y  .-2  * 4

ó) No. porque para x0 = 2 la función >• - * “  q no definida y asi x0 = 2 < eJ r

Para x0 -  -2 la función y = ^ ~4~ -4~-3 = ^ q —  - *  no está definida y asi x0 -  -2 t ' J r  
x„ -  2 es una discontinuidad evitable de y. porque

J 7  + x -3  .. J7  +”x -3 JT T x  +3 7 + x - 9lim y ■ lim -* — -  lim -*—  -----  •-» ----  ~ lim  — =
«-2 «-2 x -4 í-2 x, -4 v'7 + x +3 .-2  (x2-4)t,:7  + x +3)

— lim ■ -----— -  = Iim
.-2 (x -  2)(x + 2»(>/7 + x +3) »-2 (x + 2)^/7 ♦ x +3) 24

Xo — -2 es una discontinuidad defectuosa polo de y. ya que
.. I X1 — 4 0
l i m  —  =  l i m  1 ■  —  — — ------------
1-2  y i- j ^7 + x —3 yjS — 3

c) No. porque para x0 -  0 la función no está definida y  por tanto. x0 -  0 t  y la primera condi
ción de continuidad no se verifica. x0 = 0 es una discontinuidad polo de y, ya que

lim — — lim    7 - ”  lim —¡—— — = lim  -—7— *■ 0.-o >’ ,-o senij/x , . 0 x/x sen x/x *  senx/x
x/x

d) No. porque para todos los x„ «  2kn + xfl (fc = 0. ± I. ±2....) y  • In (eos (2Ax + x/2)] =
= In 0 = - re  la función no está definida y x0 < no verificándose la primera condición. x0 = 2kn ♦ x/2
se denomina punto de discontinuidad infinita.

e) No. porque:
lim are tg 1 «  are tg lim - -  are tg + »  «* '1 . ...,-0‘ x «o* x i

lim are tg —  -  are tg lim * =  are tg -  t e  =  -  í .  . . .
j r -0  X  X  X

y asi lim are tg — no existe; por tanto, y es discontinua en x0 -  0. pues no se cumple la segunda condición
M-0 x

de continuidad.
1 1

f) No. porque para x0 = -1 la función no está definida y — r1̂ ’  = e ° ■>*“ =■ x . No se cumple la
primera condición, es decir, x0 I i  & r

g) No. porque no se cumple la segunda condición en x0 = 3.

www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-21

a) y  =  lim
. . .  I  + x"

A

So lu ció n , a) lim y = lim lim

Averigüe si son continuas y construya el grafo de las siguientes funciones: 

• x ^  b) y  =  lim (x  are tg nx).

lim y -m lim lim -¡-----
i-i * .r i + r lim i " '

y asi lim y no existe y no se cumple la segunda condición. (Vea Fig. 4-7.)

b) Es continua, porque para todo i 0 e R

1. x0 > 0 y  = lim x0 are tg nx0 = x0 are Ig ( + x>) = x0

x0 < 0 y  = Jim x0 are tg nx0 -  x0 are tg(-co) = x0 J -  -"-J.

xo m 0 >' = lim 0 • are tg n • 0 -  0 • 0  = 0.

Por tanto, x0 e 9 r

2. lim y = lim lim x are tg nx -  x „ are tg x  .
<-•» »•». ■-»

= *o(±*/2.0).

lim y = lim lim x are tg nx - x0 = /(xA 
»•«. <-',*•* i Xa > 0.

lim y m Jim lim x are tg nx = x , ( -  í  I  -  /(x„). x0 < 0.«••** \ ¿ I

x0 = 0.lim y  = lim lim x are tg nx = 0 - /(xA

(Vea Fig. 4-8.)

+ 1 

1
5

' - £ r r ?

Figura 4-7

P r o b le m a  4-22
Demuestre que la ecuación xJ  -  3x + I -  0 tiene una raí* real en el 

intervalo Jl,2 [. Calcule aproximadamente esta raí*.

So lu c ió n . Sea y -  x* -  3x + t = flx)

f l l ) ~  1 -3  + I = - I
f l2 ) -  8  - 6  +  I  -  3

Por ser la función continua en d  intervalo [1.2] y porque fl ¡ )  -fl2) < 0. por el teorema de los ceros se
concluye que hay un punto e c ] l .  2[ tal quc/?c) ■* 0, o sea, y ~ c* -  3c + I = 0.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-23 Demuestre que cualquier polinom io P(x ) de grado impar tiene por 
lo menos una raiz real.

S o lu c ió n . Sea P i t )  -  a o x "  + u ,x " 1 +  .. .  +  a r  n  impar.

|  <  o  s í  <  O  “  * °  >  ° y  m u y  *! r u n d c - P u c s  a o * ó  absorberá 
lodos los térm inos negativos o  positivos con exponente <  n .

« - * ,> )  -  «<,(-*„>■ + a,(-x0r- '  + ...  +  o . -  -üOx-0 +  a , * s  1 + . . .  + . . .  ¡ < ® s' tí° >  ?
I  >  u  s i a ,  <  tí

pucs si x0 es m uy grande. - a ^ x j  absorberá lodos los térm inos positivos o  negativos (según el caso) con expo
nente < n  A s i. en cualquier caso. P (x 0)  • / I  —x „ )  < O y. por el teorema de los ceros, habrá por lo  menos un 
c  G  ( - X o . x0) ta l que P íe )  =  O.

P r o b le m a  4 -2 4
Dado el teorema, si /  y  g son continuas en x0. también lo son las

funciones /  ± g ,fg , y el corolario : si / , fm son todas continuas en x0. también lo son
/ ,  ±  . . .  ± f m. í

Pruebe: el polinom io P (x ) de grado m, esto es. una función de la forma

P (x ) = u0 + a ,x  + ... + <Jm_ ,x~~ 1 + amx- (am *  0 )

con m entero no negativo y  coeficientes reales, es función continua en todo punto x0.

S o lu c ió n . Debido a que la función/fx) = x es obviamente continua en cada punto xn. se sigue del teorema 
y corolario que lo mismo es verdad para P(x).

P r o b le m a  4-25
Establezca la tercera condición de continuidad lim / (x ) -  / (x 0) en

términos de los incrementos Ax y A y  => A/(x).www.FreeLibros.org
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So lu c ió n . Dada una función y  = A *\  supongamos que la variable independiente x se varia de un valor 
original x0 a un nuevo valor x,. La cantidad Ax = x, -  x0 se llama el «incremento de la variable indepen- 
diente x». Aquí Ax no debe tomarse como el producto de los símbolos A y x. sino como una sola entidad (se 
lee «delta x»* Sean y0 = fix0) y y , -• /lx,) los valores de la variable dependiente correspondientes a x0 y x,. 
La cantidad Ay «  y , -  y0 se llama «incremento de la variable dependiente y». Análogamente, la cantidad 
A/ = A/Uo) = Ax,) -  fix0) = Ax0 + Ax) -  Ax0) se llama «incremento de la función/(en x0>>. Obviamente 
Ay y A f son iguales, pero una notación indica el símbolo usado para la variable dependiente, mientras la otra 
indica el símbolo usado a menudo para la función o «regla» que asocia y a x.

En la notación con incrementos, la tercera condición se indicarla en cualquiera de las siguientes maneras:

(a) lim Ax0 + Ax) -  /lx0)
A v « 0

(b) lim A f  -  0
A v O

(c) lim Ay - 0
A . - O

Porque: sea x = x0 + Ax y asi cuando x — x„Ax -» 0 y

lim/lx) -  lim/(v0 + Ax) = /Ix0) (a)w . •» '
Jim/lxo + A x) = Axnl Jim  (/íx0 + Ax) -  /lx0)] = 0 <* lim A/ = 0 (b)

o  lim Ay = 0 iC)
A i - 0

P ro b le m a  4-26

tervalo [0 . 2] '
¿Son  continuas las siguientes funciones en cada punto del in-

f(x, _  i  2* si 0 ^  x á  I _  j x2 á O s x á l
f i X ) ~  I  2 — x s i l  < x S 2  ¡ 2 - x s i l  < x * 2

So lu ció n . Ax) no, porque para x0 *  I no se cumple la segunda condición, 

lim Ax) -  lim (2 -  x) = I )
♦ lim f{x ) no existe.

lim /lx) = lim 2x = 2 |
« •i v i * )

0<x> es continua en todo punto x0 e [0. 2]:

a) Vx0 e [0.2]  Ax0) es real, b) Vx0 e [0.2] lim /fx) = fiXo) existe, c) lim /lx) = /lx0).

Así. para x0 = I. a) / (I) = I

h) lim Ax) = lim (2 -  x) -  I I

lim Ax) = lim xJ = I «•I H
c) lim Ax) = A  O = I

lim Ax) = I 
■ -i

P r o b l e m a  4-27
S i /  y 0 son ambas discontinuas en x0,. ¿ocurre lo mismo con el pro

ducto J'g '! ¿Q ué pasa si/es continua y g discontinua en x0?

So lu c ió n . S i/ y  y son discontinuas en x0,fg  puede ser continua Por ejemplo, la función/lx) -  x si x es 
racional./Tx) ■ -x  si x es irracional y es discontinua en cualquier punto x0 *  0. pero su cuadrado es continua
en x0. Por supuesto, el producto fg  de dos funciones discontinuas puede ser discontinua |x „ -  O./Tx) = </(x)

"  x ) ’ Sí^ cs con,inua y y discontinua en x* entonces fg puede ser continua jen x0 -  0,/Jx) = x, g(x) 

-  sen y )  odicontinua | e n  x0 0. /lx) =  x, y(x ) "  p j -www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4 -2 8  Sea

/<*) =

- 2  sen x si x £  — 2

n n/4 senx + B s i - y < x < - j

eos x si x ¡>

E lija  los números A  y B  dc manera que /(x ) sea continua en todas partes.

S o lu c ió n . Debe cumplirse: lim /(x) -  lim A  sen x + fl = lim /(x) = lim - 2 sen x «  2 = /  -jJ.

o sea.
i

A sen - t )
lim /(x) = lim A sen x + B  -  lim /(x) = lim eos x = /  J  • °« °  sca-

(1)
(2)

A sen + H - 0

- A + B - 2  
A + /» = 0

(II

( 2 )

= I./4 - - I

P r o b le m a  4 -2 9  |nVestiguc la continuidad dc las funciones compucstas/o g y g o/donde

/ W '
I  si x  > 0
0  si x  = 0  y 0(x) = I + x1. 

- 1  si x < 0

S o lu c ió n . 0(x) es continua en lodo punto x0 c R y/es continua en todo punto 0<xo|. y asi./o es continua 
en todo x0 £ R ; lim f[x ) no existe y /(x) no es continua en el punto x0 = 0. y asi g ° f  no será continua en
x0 = 0. r  i

Recuerde que (/= pX*> -  / IX * ) ]  y  I ™  </• »X*> = /  «<*)]

P r o b le m a  4-30 a) Investigue la continuidad de la  función/(x) = lim  cos2*x.

b) Encuentre el incremento Ax dc la variable independiente y el correspondiente incre
mento A y dc la función y  =  l/x2 si x se varía de 0,01 a  0,001.

S o lu c ió n , a) /|x) tiene una discontinuidad en cada punto x — x(n = 0. ± I, ± 2....) porque

Ax) - 0 si x nn
1 si x = mt

b) Ax = 0.001 -  0.01 -  -0.009.

Si x -  0.01, 

Si x = 0.001.

I I
y m ~xr ~  (0.01 F  ’ 0.0001 

I  I

-  - ¿ o r = ' ° o o o

-  I 000 000(0,00 \)2 0.000001
Ay = 1 000 000 -  10 000 - 990 000www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  4-31 Lo ca lice  lodos lo s punios de disconlinuidad para cada una de las
siguicnics funciones. Bosqueje el grafo de cada función:

xa) f (x ) = - jx2 -  4
b) f (x ) =

- I  si |x| < 1 
+ 1 si |x | > I 

0 si x = + 1 
±2So lu c ió n , a) ±2 son punios de disconlinuidad. ya quc/J±2) = v = co, es decir, x0 = ±2 1 tí 

(Vea Fig. 4-10.)

!- l  si |x| < I
+ 1 si |x| > I los pumos de discontinuidad

Osi x = +1 ' on 1  K

Figura 4-10

(Vea Fig. 4-11.)
Figura 4-11

P r o b l e m a  4-32 ¿Pa ra  cuáles de las siguientes funciones /  hay una función continua F  
con dominio R  la l que F (x ) = / *(x ) para lodo x en el dom inio de / ?

F ( x ) = f M

a) f {x)  -  *  ~  b) / (x ) = c ) / (x ) = 0. x irracional.

d) / (x ) = — , x  = —  racional reducido a su m ínim a expresión.

So lu c ió n . a) f(x) = X*= J- -  ■*  -■-Mf t i l  i l  + 2 y  Umfíx) = lim (x + 2» = 4.
X  -  ¿  X  -  L

F(x) = x + 2 para todo x.

b) Ninguna F. porque lim no existe.,-o x
c) F(x) »• 0 para todo x.
d) Ninguna F, porque F(a) dcberti ser 0 para a irracional, y entonces F  no es continua en a si a es racional.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  4-33 Suponga que /  es una función que satisface l/(x)| <, |x| para
todo x. Muestre quc/cs continua en 0. (Observe que /(O) debe ser igual a 0.)

b ) D c un ejemplo dc una función /  tal que no es continua en cualquier a  /  0.
c) Suponga que g es continua en 0 y  g(0) = 0 ,y|/(x )| < |g(x)|. Pruebe que/es continua en 0.

S o lu c ió n , a) Claramente lim>}/t) = 0. porque |/i| < ó =» |/|h) -  >10)| = l/|/i)| < ó.
k-0

b) Sca/lx) = 0 para x irracional, y f[x ) = x para x racional.
c) Observe que l/(0)| 5  |0<O)| = 0. asi que >|0> “  0. Debido a que g es continua en 0. para cada t  > 0

hay un S > 0 tal que |̂ (/i) -  ^ 0)| = |g(Ji)| < ¡  para |/>| < ó. Luego si |/r| < ¿. entonces l/|/i) -  >10)| =
= L/f/DI i  | g{h)\ < Y . por tanto, lim/l/i) -  0 - >10).

»*o

P r o b l e m a  4 -3 4 D é un ejemplo dc una función /  ta l que /  no sea continua en ningún
punto, pero que |/] sea continua en cualquier punto.

S o l u c i ó n .  Sea flx) 
l/Ix)|

I para x racional, y flx ) -  - 1 para x irracional. 
I para x racional c irracional.

P r o b l e m a  4-35 Para cada número a, encuentre una función que sea continua en a.
pero que no lo sea en cualquier otro punto.

S o l u c i ó n .  Sea >lx) = a para x irracional. yXx) ** x para x racional.

P r o b l e m a  4-36

pero continua en lodos los otros puntos.
• a) Encuentre  una función /  que sea discontinua en I. -y. y ......

I  I/») Encuentre una función / que sea discontinua en 1. ^ .  y  en 0. pero continua en
todos los otros puntos.

S o l u c i ó n ,  a) Sea/definida así: f[x)

Ñola. "  parte entera dc

O . x S O

r í , 0 < * á  '• b) Sea flx )

- U S O  
I

m
. 0 < x S  I

2.  x  > I 2 . x > I

www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-37 Suponga que /  satisface f ix  + >-) = f ix )  + f iy \  y  que f e s  continua
en 0. Pruebe que Je s  continua en a para todo a.

So lución . Observe que f[x + 0) fix ) *  fiO). y. por tanto, fiO) -  0. Ahora lim/Jtí + h) -  fia)
lim fia) + fih) -  fia) = lim fih) = lim/|/i) -  fiO) - 0. porque/es continua en 0.
» - o  »-o  » -o

r o  e m a  .  ^  Suponga que /  no es continua en a. Pruebe que para algún
número c > 0 hay número, x arbitrariamente próximos a a con \fix) -  f{a)\ > r_ Ilustre grá
ficamente.

b) Concluya que para algún número c >  0 o hay números x arbitrariamente próximas 
a  a  con f(x ) < f ia )  — r, o hay números x arbitrariamente próximos a  a  con f ix ) > f ia ) + c.

So lu c ió n , a) Es justamente otra forma de dar la definición: Si la condición no se cumpliera, entonces 
para cada r. > 0 tendríamos |/lx) — fia)\ < t  < 2r. para todo x suficientemente próximo a a. esto es. para 
todo x  que satisface |.x - a\ < ó para algún «> > 0. Si esto fuera verdad para torio r, entonces /  seria con
tinua en ü.

f l n \ 4 r/ \ a f  t £

m •

/W) - c ------------

i
O a

F i g u r a  4 - 1 3

h) Si ninguna de estas condiciones se cumpliera, entonces para cada c > 0 habría ó,. 6¡ > 0 tales que 
/!*) ¿ f ia )  -  i  para |x -  u| < S, y fix) S  fia) + c para |x n| < ó¡. Si \x -  a\ < ó = m in(d,.¿,|. 
entonces fia) -  c S  fix) S  fia) *  r, y asi 1/1*1 ~  fi“ )\ £  '  Debido a que esto seria verdad para todo r. > 0. 
se seguiría que / es continua en o.

P r o b le m a  4 -3 9  ^  Pruebe que si fe s  continua en a. también lo es \f\.
b) Pruebe que si/ y g son continuas, entonces max (/. g) y min (/. g) también lo son.
c) Pruebe que cada función continua /  puede escribirse /  ■ g — h. donde g y h son ne

gativas y continuas.

So lución , tí) lim [f] (x) = |lim/fx)|, por el Problema 3-124 (limites).
X  - 6  ! • #

- tfla)l = 1/1 fu).
h) Se sigue de la parte o), porque

min l(y )  = ■ —9 (vea Problema 3-124, limites),

c) Sea g = max (/. 0) y /i = - min (/. 0).www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  4-40
a ) Pruebe que si /  es continua en / y  lim g(x) =  /. entonces

X

•■m/tí/M] *=/(/)• (Se puede ir directamente a la definición, pero es más fácil considerar la
x - a

función G con G(x) = g(x) para x ¡ í  a y  G(a) = /.)

h) Muestre que si no se asume la  continuidad de/en /, entonces no es generalmente verdad 
que lim /[> (x )] = /|^ lim  0 (x )J .

Nota. Pruebe flx ) 0 para x /  /. y J\l) = 1.

S o lu c ió n , a) Obviamente C es continua en a. porque G(a) = I = lim tfx) = lim G<x). Por tanto, fo G
I-# X-é

es continua en u por el teorema que dice: Si g es continua en a y /es continua en g{a). entonces/o g es continua 
en a. (Continuidad de funciones compuestas.) Por tanto,

M  = J [ G(a)] -  (/o G) (a) -  lim y  o G ) (x) = lim /fax)]
X’ l  X

b) Sea g{x) = I  + x — a y /fx) — ¡

Entonces lim 0<x) = /, y asi/ lim g[x) 1 -  /|í) = I ; pero g(x) *  / para x *  a. y asi lim /fax)] = lim 0  = 0.
L * - «  J  ■ - <  ■ - «

P r o b le m a  4-41 .  .  „  . . ,  r-----------------  • a) Pruebe que si /  es continua sobre [a . ftj. entonces hay una
función g que es continua sobre R , y que satisface g(x) = /(x ) para todo x en [a , 6].

Nota. Debido a que se tienen muchas alternativas, pruebe haciendo g constante sobre ]-cc>,a] y [b. eo[.

h) Dé un ejemplo para mostrar que esta proposición es falsa si [o. ó ] se remplaza por ]o, b[. 

S o lu c ió n , «i) Debido a que/es continua sobre [a, b], los limites lim/Ir) y lim/fr) existen. Sea

0<x)

b) Sca/Jx) -  l/(x -  a).

lim /(r) x £  a 

/lx). a g  x <. b

lim J l ’X
r-R

P r o b le m a  4-42
• a) Suponga que g y h son continuas en o y que g{a) -  h(a). f[x ) es 

si x ?? u y  es h(x) si x S  a. Pruebe que /  es continua en a.

b) Suponga que g es continua sobre [a . 6]  y /i es continua sobre [b, c ] y p(b) = h(b). Sea 
/ (* ) = g(x) para x en [a ,ó ] y/ (x ) -  h(x) para x en [b ,c]. Muestre que/ es continua sobre [a ,c].

S o lu c ió n , a) E l limite lim /la + r) existe y es igual a fía) = g(a) = b(a), porque
1-0

lim /la + f) -  lim g(a + i) = ufa).
*-o- i-« •
lim /Ja + r) = lim b(a + r) -  b(a).
>-o r-o-

b) fes  continua a i b por a), y en cualquier x /  b en [a  c], porque /  concuerda con g o con b sobre algún 
intervalo alrededor de x.

P r o b le m a  4 -4 3  * «-• |¡m cxjs(ei pero ^  ¿  / (^  cntonccs se dice que /  tiene una

discontinuidad evitable en a.www.FreeLibros.org



a) S i / (x ) = sen l/x para x ^ O y  /(O) ■= I. ¿tiene /  una discontinuidad evitable en 0? 
¿Que ocurre s i/(x ) = sen l/x para x  jt 0 y  /(O) -  1?

b) Suponga que /  tiene una discontinuidad evitable en a. Sea g(x) =. / (x ) para x /  a  y
sea 0 (x ) = lim  /(x ). Pruebe que g es continua en a.

c) Sea J\x ) = 0 si x es irracional, y sea fip/q) = l/q si p/q está reducida a su m ínima ex
presión. ¿C uál es la  función g definida por ^(x) = lim  f {y ) l

»-«
d) Sea/u n a  función con la propiedad de que cada punto dc discontinuidad es una dis

continuidad evitable. Esto significa que lim  / (y ) existe para todo x, pero/ puede ser discontinua
y '*

en algunos números x. Defina g (x ) = lim  / (y ). Pruebe que g  es continua.
y-M

So lu c ió n , a) No en el primer caso (vea el Problema 3-58). Si en el segundo.
b) Tenemos lim tfx) = lim /Ix). porque 0<x) -  /?x) para x *  a -  tfa), por definición dc

•**
c) 9(x) — 0  para todo x.

d) Porque gia) lim A y); por definición, se sigue que para cualquier c > 0  hay un S > 0 tal que»-•
l/Iy) -  gia)I < c para |y -  a\ < ó. Esto significa que

gia) -  e < fly ) < gia) + e 
para |y — a] < ó. Luego si |x — a| < ¿, tenemos

gia) -  r. s  lim/Iy) <, g[a) + e 

que muestra que |fl(x) -  g{a) | £  e para todo x que satisface |x -  a\ < S. Luego y  es continua en a.
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E JE R C IC IO S  P R O P U E S T O S

1. Demuestre que la función y -  x2 es continua para cualquier valor del argumento x.
2. Demuestre que la función racional

üoX*+ fl.x*-'+•... + a.
* w  ■¡¡¿ • i

es continui para todos los valores de x. a excepción dc aquellos que anulan el denominador.

3. La función/Jx) -  are tg ~ T 2  carece dc scn,ido cuando x = 2  ¿Puede elegirse el valor dc/J2) dc tal 
forma que la función completada sea continua cuando x = 2? Resp.: No

4. La función j[x ) es indeterminada en el punto x -  0. Determine /JO) dc tal forma que J[x ) sea continua 
en este punto si:

a) fix ) „  RfSp.: /10) = \

b) “  ^~~x~— ’ Resp '' °̂> ”  2
c) Ax) = x cotg x. Resp.: /JO) -  1

5. Averigüe si son continuas las siguientes funciones:

-
W y  "  " j jp  Bnp .: b) x = 0. discontinuidad esencial

I  f  X

y  =  T T 7 ‘ Resp.: a) X m -  I,  discontinuidad evitable.
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x Resp.: c) x = 0. discontinuidad evitable.
C 1 sen x ' x  = knik = ± I. ±2 .. .l puntos de discontinuidad

infinita (polo).

J l  v -  ln I t i  4-1 R e sp : *7 | b 2 r  de discontinuidad polo (o infinita),
i

e) y — e  Resp.: e) x »  0. punto de discontinuidad evitable.

/) y  = -----—|— . Resp.: f )  x — I.  punto de discontinuidad esencial.
I + ei -i

6. Averigüe si es continua la función y  — j ^"Tcuandó « - 3 Construya el grafo de esta función.

Resp.: x = 3 es un punto de discontinuidad esencial

7. a) Dé un ejemplo que demuestre que la suma de dos funciones discontinuas puede ser una función
continua. (S i/y  y son discontinuas en x^ ¿ f  + y será continua o discontinua?)

b) Si/es continua y y discontinua en Xq, ¿cómo será/  + ¡j?

8. Demuestre que la ecuación tg x -  x tiene una infinidad de ralees reales.
9. ¿Qué elección (si la hay) de/(O) hace continua en x = 0 a cada una de las siguientes funciones?:

«> A *) ~  ~ Xl¿ -  i  *> A *) -  ^  *■/ —  í  c) /Ix) -  sen l  :

J )  /|x) = sen x sen y  ; «?) /|x) = ; f) /|x) = y * —  -

Resp.: a) — ~  ; b) y  ; c) ninguna; J )  0 ; e) 2 ; /(ninguna

10. Encuentre los puntos de discontinuidad (si los hay) de las siguientes funciones: 

a) A * ) -  — | t : W A x)  ■  sen (3x + 2 ); c) flx) -  tg y * —  ;

d) /lx) = x - [x ]; e) p(x> -  [x J/ [-  x ]; /)/i<x) = —

Nota. [x ] indica que se toma la parte entera de x ; asi [3.14]» 3. [2.5] = 2.

11. Sea P(x) la distancia más corta entre un punto variable x del eje X  y un punto cualquiera del conjunto 
10.1] yj [2.3]. o sea. de la unión de los intervalos cerrados [0 .1]  y [2.3].

En notación de conjuntos, /^x) -  min ¡|x  — o [0 .1 ]u  [2.3]¡. Escriba una fórmula para 
Pix). ¿Dónde es continua P(x)?
Nota. La distancia P ,P 2 entre dos puntos del eje X  es P ,P ¡ = x , -  x, (coordenada del punto final 
menos coordenada del punto inicial).
Resp.: Pix) está dada por

Pix) =

y es continua en todas partes.

— x si x < 0 
0 si 0  S  x S  I

x -  I  si I < x £  3/2
2 -  x si 3/2 < x < 2

0 si 2 á  x S  3
x -  3 si x > 3

12. Investigue la continuidad de las funciones compuestas/o y y y o/, donde
I si x > 0

Ax) = 0 si x = 0 . gtx) = x (l -  x2)
-  I si x < 0

Resp.: fo g  tiene discontinuidades en - 1.0 y I ; g ° f no tiene discontinuidadcvwww.FreeLibros.org
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1 3 .  Investigue la continuidad de las funciones compuestas fo g  y  y o f ,  donde

/ lx )-
1 si x > o
0 si x = 0 . g{x) -  I + x -  [x ]
1 si x < 0

Resp.: fo g  y g o f  no tienen discontinuidades.

14. Una función/ se define como sigue:
J sen x si x S f  

J[X ) “ | ax  + fr si x > c

donde a ,b yc  son constantes. S i b y e son dadas, encuentre todos los valores de a  (si existen) para los cuales 
/es continua en x = c.

Resp.: a -  (sen c — h)fc si c *  0; si c ^ 0 no hay solución a menos que í> - 0, en cuyo caso cualquier 
a serviría.

1 5 . Resuelva el ejercicio anterior si /  se define asi:

( 2 eos x si x í  c
J i X )  ~  )  a x *  +  b  s i  x >  c

Resp.: a  = (2 eos c -  h)/c* si c *  0 ; si c = 0 no hay solución, a menos que h -  2. en cuyo caso 
cualquier a sirve.

16. liste ejercicio proporciona una prueba alterna de b  continuidad de las funciones seno y coseno.
a) La desigualdad |scn x| < |x|. válida para 0 < |x| < n/2 se da como demostrada. Use esta desigual

dad para probar que la función seno es continua en 0.
b) Use b  parte a) y la identidad eos 2x = I — 2 sen2x para probar que el coseno es continuo en 0.
c) Use las fórmulas de adición para sen (x 4 h) y eos (x 4  h) para probar que el seno y el coseno son 

continuos en cualquier x real.

1 7 . Sean / y  y  dos funciones definidas como sigue:

/lx) = ii*-  para todo x, fffx) -  |  í»  ^  x í  0

Encuentre una fórmula (o fórmulas) para la función compuesta h(x) = /[tf(x)] -  fo g )  (x). ¿Para que 
valores de x es li continua?

. ,  ,  (  x*  si x ¿  0
*«!>..• t e ) -  j 0 S 1 I < 0

1 8 . Resuelva el Ejercicio 17 cuando/y g se definen así: 

flvt i  ' si 1x1 5  I  2 -  X2 si |x| S  2
t '  0 si |x| > I * ] I  2 si |x| > 2

* * . -  « * > = !( 0  de otro modo (para todos los otros, x)

19. Resuelva el Ejercicio 17 cuando 7i(x) g\J\x)] -  (j»/ )(x ).

w - i í S i i Jwww.FreeLibros.org



CAPITULO

La  derivada

Definición. Dada una función R  - »R , fe s  dcrivablc (o  difcrcnciablc) en x0 e @ ,o

es convergente en Xq, y  cuyo lim ite lim  ||amamos derivada d e/en  x. Se designa
< * ', X  —  X q

por f [ x 0), o  (O / K . o  Dx
- 0 (M

Los lím ite s l im  f e l  ■  / ; ( x 0) y  l im  =  / l ( x 0) se lla m a n  la s  d erivad as
« * » „  X  X q  *••<« X  —  X q

a  d erech a c  izq u ie rd a . V a r ia s  fo rm as e q u iva len tes del co cie n te  d e  d ife re n cias se em p lean en 
la  p rá c tic a  p a ra  d e te rm in a r s i u n a fu n ció n  es d c r iv a b lc  o  no. P o r  e je m p lo , s i h a cem o s h =  x -  x 0 
se tiene q u e  x  =  h  +  x 0, d e  m an era  que e l co cie n te  d e  d ife re n cias d e  / e n  x0 se puede e scrib ir 
co m o

/ ( x )  -  / ( x  q) =  f [ x 0  +  h) - f x 0 )  

x  -  x 0  h

L a  co n ve rg e n cia  d e l té rm in o  de la  izq u ie rd a  en x 0 im p lic a  la  co n ve rg e n cia  del cociente de dife
re n c ia s  en h  =  0, y  recíp ro cam en te, puesto q u e  lo s  lím ite s  son idénticos

nXo) _  Iim M z i £ ¿  .  Iim
X -X q  X  -  X q  k .Q  n

S i se designa p o r A x  la  d ife re n c ia  x  -  Xq, y  p o r A / l a  d ife re n c ia /fx )  -  J [ x 0)  o f [ x 0  +  A x )  - / J x 0); 

entonces se pueden e s c r ib ir  o tra s  fo rm as de la  d e riv a d a  q u e  so n  e q u iva len tes

/ w  =  lim  f e _  |jm
a .  -> A x a .  o AxA x a .  o Ax

Cuando se emplea la notación h o  Ax, comúnmente se omite el subíndice cero de x0 y  simple
mente se escribe

m  -  lim  n x  + h ) - A x ) =  lim’ *-0  h a,~o Ax

Para calcular la derivada de una función efectúe los siguientes pasos:

1. Incremente la variable independiente de la función.
2. Calcule el incremento de la función.
3. H alle el cociente diferencial.
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4. T ra n s fo rm e  e l cociente d c d ife re n c ia s  d c  m an era  q u e  resp o n d a a l  á lg e b ra  d c  lo s  lim ite s 
(o a  la  re g la  e n  cad e n a  p a r a  lim ite s , o  a l  teorem a d e l sa n d w ic h ) o  ta m b ié n  d em u estre que

— ^ X ° -  n o  es co n verg en te  e n  x 0.
x  x 0

5. C u a n d o  e l co cie n te  d c  d ife re n c ia s  h a y a  a d q u ir id o  la  fo rm a q u e  se p id e  en e l p a so  a n 
te r io r  a p liq u e  e l o p e ra d o r l im  (o  lim . o  lim ) a l  re su ltad o , y  e l lim ite , s i existe, es la  d e riv a d a  de 
la  fu n c ió n  pedida.

L a  d e fin ic ió n  sim p le m e n te  ig u a la  la  idea d c  d e r iv a b ilid a d  d e  /  e n  x 0 co n  e l co n cep to  dc 
p r o lo n g a c ió n  c o n t in u a  d e l c o c ie n t e  d c  d if e r e n c ia s  e n  x©. P o r q u e  s i e s c r ib im o s

()(x) -  —X> { | Xo-  e l d o m in io  d c  Q { x )  es -  { x 0 } ; p o r  tan to . x 0 es u n a  d isco n tin u id a d  
X  x 0

defectuosa.
S i  Q [ x )  es co n verg en te  en x©, en to n ces x© es u n a  d is c o n t in u id a d  e v ita b le  d e  Q ( x )  y  se o btiene 

la  p ro lo n g a c ió n  c o n t in u a  Q * (x) d e fin id a  a s i:
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Q * ( x )  =

f \ X o )  . X  ■  X©

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b l e m a  5-1 . .  „  . . .  .  . ,
-------- --------  H alle la derivada dc las siguientes funciones:

a) y  = x 2 + 3x + 2 ; b) u =  r/(I + i ) ;  c ) y  = J x ;  d ) y  =  2/x; e) y  =  x \  n entero
positivo.

So lu c ió n , a) y  + Ay = (x + Ax)2 + 3(x + Ax) + 2 «  x1*  2xAx + (Ax)J + 3x + 3Ax + 2 
y  =  x2 + 3x + 2 

A y  = 2xAx + (Ax)J + 3Ax

lim = lim <2x + Ax + 3). = 2x + 3
A . - 0  A X  A ,  d x

«  "  + A“ “ T T 7 T fS r

. * + ó/ i (i + Af)(l + t) -  d i + l  + Ai) Ai
I + l  + A i I + r Ó + íH I + i  + Af) = ( I + l)() + I  •+ Af)

Au I . du _  Au I
A f' ( I + fMI + f + Af) • di Af "  (T T 7 F

c) y + A y = J x  + Ax ; Ay = J x  -f Ax -  J x

Ay _  J x  + Ax -  J x  _  J x  + Ax -  J x  . J x  + Ax + Jx
Ax Ax Ax J x  + Ax + Jx

-  1 • - = I
J x  + Ax + J x  dx 2 J x

y + Ay = -— —7—  í A y -  2 2 _2A*
x  +  A x *  x  +  A x  x  (x  +  A x )x

AL, ,  ___z l   .
A x  (x  +  A x )x  "  y  “  x 7www.FreeLibros.org



„  m  = „ m Ü - L M - M  .  fin ,O *  f f  = * - .
A .-O  A X  A i - 0  • * *

[ x * 4  n x * " 'A x  4  ' " " Z _ D  .x*“ 2( A x )*  4  . . .  4  n x f A x í* '  1 4  (A x )*  1 _  ^  
. U m X  -  _ _  - _ x

= lim  |nx*“ 1 +  n,n , 7 —  + . . .  4  n x ( A * f “ a +  fAx»*- ' ]  A x )  •  " X * ' 1
Av-o l  Z-  I
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P r o b l e m a  5 -2  ^  Calcu le la derivada de / (x ) -  3x* 4  5. empleando las diferentes
formas del cociente, en x -  2. 

b )  S i  / ( x )  =  x 2/* h a lle  / ’(x).

S o l u c i ó n ,  a) Forma lim lix— —— *

m  .  lim  & + M = M  -  iim I * 2 ±  51 =
A l  ‘ ‘ X  A l — 0

=  lim  12 +  -  j 2 ^ S  _  | ¡m  1 2 4 -  +  3 W r f  _  |im  „ 2  +  M l |  _  , 2
^ .  -<1 A x  A i >0 A x  A i -o

Forma lim ~x — x0

m  -  un, ,  tim P»»+* ~ 17 -  lim ¿ f :^ 2 -
, - J  X  -  ¿  . - J  X  —  í  ■ -2  *

.  3 lim + 2»̂  = 3 Iim (x + 2) -  12
.-2 X — í  ,- j

w  M  .  Iim & + & - A Ú .  .  Jim — — * £ =  ^
Á x  — T T  

, .  r<x 4  A x )* / l—  x w ] f ( x  +  A x )4'*  +  (x  +  A t ) 2'*x 2'*  4  x 4 J ]
“ R l  A x l .x —  A x ^ C x  4  A ^ x ’ ^ T - x * " ]

..   ( x  4- A x ) * — x*
“  ¿ V ü  A x [ ( 7  +  Á 5 íw r + ( X  +  S x ) 3r1x T7T  4  x i7 T ]  =

. x *  +  2x1 A x )  +  (A x ) * -  x * _______
“  R  A í [ ( 7  4 ~ A ¿ )4;J +  ( x  +  A x ) * V r5 * ^ t ! í ]

2x1 A x )  4  (A x ) '  _______
_  R  A x R x  + " A l j , / J +  ( x  +  A x)* '*x* '*  4 - i * 73]

2 x  4  A x  2 x  2 x    2
=  R  ( ¿ T A x ) 4' 5T Ü ' 4  "  ~ x*n +  x " * x " * +  x * '1'  3 T*71 J x 175'

P r o b l e m a  5 -3 S i /  es la prolongación continua de x2 sen —  en el origen, muestre 

que /  es derivable en el origen y que /'(O ) — 0.

S o lu c ió n . Como por d  teorema del sandwich x* sen J- — 0 si x — 0. se tiene quc/10) -  0. Entonces 

m  .  lim M ^ L  „  lim * 'g j f c - -*  - lirn ,  sen ±  -  0

P r o b l e m a  5 -4 M uestre que la  función >• = |x| no es derivable en e l origen.www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . La definición de la función muestra que y  = x si x ¿  0 y y  = - x  si x < 0. Para hallar su 
derivada en x0 = 0 se tiene Ay — Ax si Ax > 0.

4^- “  I y lim - I. Para Ax < 0, Ay — — Ax y lim = -  I
a x  A « - 0 ‘  A X  - i  A X

Entonces lim rio existe, aunque Ay -• 0 si Ax — 0. Como Ay -♦ 0 si x -• 0. y  — Ixl es continua en 
A» -0 A X

x = 0.

P r o b le m a  5 5 ^  Muestre que y  -  tg x es derivab le en todo punto de su dom inio
y  calcule su derivada, h) C alcu le  la  derivada de / (x ) -  ^/sen x  para todo x para e l cual 
sen x  >  0.

S o lu c ió n , a) Sean x. x 4  h e 9 ,. Como tg A -  tg B  -  ( I 4 tg A tg tí) tg {A -  U\ Si hacemos A = x 
y B  = x + h se tiene

« f e t  „  + ,g (x  + * „ * „ - « *  ... « f e t  .

= lim l l  + tg (x  4  h) tg x j lim = I  + tg2 x = sec2 x
*-o »-<

_&[_ m  Jse n  (x 4  Ax) -  v'scn x = sen ix - Ax) sen » 
Ax Ax |v/scn (x + Ax) 4  ^/sm xj

sen x eos A x 4  eos x sen Ax — sen x  m   I / .en r co^Ax — I  ^  rns 1 sen A x \
(^sen (x  4  Ax) 4  v/sen x ) Ax ^sen (x  4  Ax) + ,/sen x \ Ax /

c ; a .  o 1 I  cos Ax — I  , sen Ax \Si Ax — 0 . ■ ■___ ;  — ,  ( sen —  —-4  cos x — ¿  | -
y/sen (x + Ax) + v  sen x \ Ax Ax j

-*  (sen x • 0 4  cos x • I)
2 v scn x

Asi. f'{x ) = cos x^ ’sen x si sen x > 0.

C o n t in u id a d  y  d e r iv a b ilid a d

Teorema. S ea/u n a  función R  -  R  y  x0 e  & f . Entonces

a ) f e s  derivable en xQ f e s  continua en x 0. h) f e s  continua en x0 =» /  no sea derivable 
en x0-
Demostración, a ) L a  hipótesis de q u e/es  derivable en xQ dice que e l cociente ^ C| 
es convergente en x „. Com o x x°

A x )  =  Ax)  -  A x 0) + A x  o) -  [/ lx) “  y ix 0) ]  + A x  o) (5-1)
X  -  X o

= Ax!  - f i 1 (X  -  X0) 4  Axo). X #„  „  . ...   - - (5-2)X  — x 0

L a  convergencia de A x ) resulta de la  convergencia de (/lx ) -  /fx0)]/(x  -  x 0\ x -  x0 y  /lx0) 
en (5-2). según el álgebra de los lim ites. En  realidad se tiene que

|¡m  / (x )  =  lim  ,x  _  x0)  +  / ( x „ )  =  /•( *« )  • 0  +  / (* „ )
*-« . X  —  X Q

o. en o tras palabras.
lim  A x ) = A x 0) *•%.www.FreeLibros.org



Por tanto, el limite de la función es el valor funcional en el punto de aproxim ación. Según la 
definición de continuidad, la parte a) queda así demostrada.

Demostración, b)  L a  da el contracjcm plo A x )  =  | x  | en x 0  =  0, porque no es derivable en 

x 0  =  0  porque el. cociente «= - X—  no converge en x 0  =  0 .

Ejemplo. La prolongación continua de x  sen (l/ x ) en x 0  =  0  no es derivable en x 0  porque el 
cociente

x  sen ( l/ x ) - 0  1
--------------------JT---------- =  sen —

x  -  0  x
no converge en x D =  0 .

D e r i v a c i ó n  d e  f u n c io n e s  a lg e b r a ic a s

Teorema. (A lgebra de las derivadas). Sean /  g  y  y  =  c  funciones R  -*  R . dcrivablcs en
x 0  e  Q f  n  3)r  Las funciones y  —  c , /  +  g, cg  (c  real), fg , I¡g  y  f/g son dcrivables en x 0  con la
restricción g(x0)  /  0  en \/g y  f/g. Se tienen las siguientes reglas:

1. y  =  0.
2 . \ f+ Q )'{x 0) = f \ x 0)  + g\x0).
3. {cg)' (x 0) =  cg' (x 0).
4. fg ) '  (x 0)  =  f lx 0)g (x 0)  +  f { x 0)g(x0).

5. (l/ 0 ) ’(x o)  =  9 (x o) si 0 (x o)  /  0.

6. i f / g ) \ x o) =  — si M  *  0.

Demostración. En  resumen, la demostración consiste en fo rm a r: a )  los cocientes de diferencias 
para cada una de las seis funciones; b) efectuar el cam bio de forma en cada uno de los cocientes

para que sean de la forma y  g<*)  ~  flfro). .  c) pa&ar e,  ,¡m ¡,e  observando quc io$
*  —  X 0  X  —  x 0

límites de los cocientes en el punto dado son las derivadas.

1. (c)’ -  lim  -£■------   =  lim  0  =  0 .
X  —  X q  »• «.

2 . <f +  g)~(x0)  =  lim  M * 1 *  » (,:>] ~  -
X  —  X q

- Iim * lim * 1  ~ T o) -  s w  * ^A  —  A q  A  —  A q

3. w w  =  lim  cflx) -  cAis l = r ¡m c . =  c . íim  A x ) - f l x 0) _ c .r M
X  X q  X  —  X q  • - » .  X  —  X q

4. (/-„)■(*„) =  lim  j W g W r / » « « * < « . )  „
X  —  X q

=  |jm  Ax)g(x) -  Ax)g(x0) + Ax)g(x0) -  A x 0)y(x0) _
.•«. X  -  X q

-  ü m ^ x )  ~  ̂ Xo1 +  lim  f í x ) ~ íl Xo) g<x,, )  - A * o W M  + f í x
X  —  X q  X  X q

,  .  j .  j k z j k . .  j .  ^ ^

128 LA DERIVADA
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A x ) AXp)

6 . {flg)\x0)  -  l i m --------- ?(X- ° L  =  |im  =
X  -  X 0 0 < x )0 (x o)  ( X  -  x 0 )

=  lim A xjgjxo) ~  A x 0)g(x0) + f[x 0)g{x0) -  g(x)gjx0)
9(x)g(x0)  ( x  -  x 0)

=  , i m  g ( *o> [ f l x )  -  J [x q ) ]  -  / ( x 0 )  f e ( x )  -  <7(x0) ]  =

9(x)g{x0)(x  -  x0)

-  [ Iim **•> -  a  / w  }  I  s  -
_  g < * o )/ T * o )  -  / ( * o )g ' (X o )  c¡ l í v  X ,  n

--------------------- [ g ^ i ? -----------------• 51 * Xo) 96 0

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b l e m a  5 -6
Calcule ahora la derivada d c : a) y  -  7x4 -  2x3 + 8x + 5 : v 

b) f [x )  = (2xJ  -  4x2X3x5 + x 2). 

S o lu c ió n , a) y’ = D,(7x4- 2x* + 8.x + 5) = D¿7x*) -  D,(2x'J + D,(8x) + D,<5> *  28x3 -6x2 + 8.
b) J M  = D,r<2x* -  4x2H3x5 + x2)] = (2xJ  -  4.x2)D,(3x5 + x2) + (3xJ  + x>) D,(2x3 4x2) =

= <30*’ -  60x6 + 4x2 — 8x‘) + (I8x7 — 24x6 + 6x4-  8x3) = 48x7-  84x6 + I0x4- I6x\

P r o b l e m a  5 -7 Calcu le la derivada de

a ) y  = |  4  • b> y  = (x2 + U [(x 2 + 2)(xJ  + 3)].

(x2-  x + 4) ú— (3x + I)  -  <3x + I)  - j~  (x1-  x + 4) 
S o lu c ió n , a) y ------------- —  <̂  + 4)1 — -----------

_  (Xa-  x + 4X3) -  (3x 4- IM2x - I)  — 3x2-  2x + 3 
( X a -  X  +  4 )  ( x 2 -  X  - f  4 ) r _ '

W /  = (x2 + \ )- i¿  [(x2+ 2Hx2+ 3)] + [(x2+ 2)<x2 + 3)] ¿ - (x 2+ I) =
-  (X2 + l)[(x 2 + 2)2x 4- (x2+ 3)2x] + [(x2 + 2){x2 + 3)]2x =
= 2x[(x2+ l)(x2+ 2) + <x2+ l)(x2 + 3) + (x2 + 2Hx2 + 3)1.

P r o b l e m a  5-8
Demuestre la regla general dc adición

[ % / * )  '  i=  l ' 2 "

S o lu c ió n . Sea S  el conjunto dc lodos los enteros positivos n tales que ( ¿ / í V  - ¿ / í ,  1 6 S, puesto 
/ i w

Supongamos que n e S  y que para este entero se verifica la fórmula. Ahora.

entonces n + I e S. Luego como l t S y ( n e S = > n + l e S )  esto muestra que S  es un conjunto inductivo 
y. por tanto, contiene todos los enteros.www.FreeLibros.org
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D e r i v a c i ó n  d e  la s  f u n c io n e s  t r i g o n o m é t r i c a s

Teorema. Muestre que las funciones circulares son dcrivables en todo punto de su dom inio 
y que sus derivadas so n : 1, (sen x)' = eos x ; 2, (eos x )' = -sen  x ; 3. (tg  x )' *  sec* x ; 4. 
(coscc x )' -  — coscc x cotg x ; 5, (sec x )' = sec x  tg x ; 6. (cotg x )’ = - co sec x.

Demostración. En  esta dem ostración conviene recordar las fórmulas

sen (x  — y ) =* sen x  eos y  -  eos x  sen y  y eos (x  -  y ) = eos x eos y  + sen x  sen y

sen (x  + /i) -  sen x sen x eos h + eos x sen h -  sen x
1. (sen x ) =  lim --------- r---------- = l i m --------------- , ---------------- --

72
.. T co sx scn / i sen x (eos h -  I )  I

■ e  — t -  5  r

= eos X  lim  ~ --- -  sen x lim  — I I  = eos x • I -  sen x • 0 »  eos x .

» - o  "  * - o  71

eos (x  + h) — eos x  eos x eos h -  sen x sen h -  eos x
2 . (eos x ) = lim  —   ---- ¿  = lim   ---------- .

71

(eos x eos h -  eos x ) -  sen x sen h
=  lim    :--- '---------------- ------

»-o n

lim  L ,  ,  ™  - s c n . - ^ U c o s ,  lim ,  l im
I  h h I  *-0 h "

en h 1

" i
= eos x  • 0  -  sen x • 1 = -  sen x.

3. (tg  x )' = lim  tg (x  t . *> = lim  =  ... = sec2 x  (com pletarla).
»-o h r* o 72

4. (coscc x )' = lim  J i5 ^ cJ ? L +- J I ^  C— C X = ... -  -cosec x cotg x (com pletarla).
*-0

5. (sec x )' = lim  --- i®9_í_ -  ... = sec x  tg x (com pletarla).
*-0

6. (cotg x)’ = lim  Ĉ (- - - £ ) — —  8 -  -  -  = —cosec2 x  (com pletarla).
»-o

P r o b l e m a  5 -9 tg x + sen x
a) Calcule la derivada de y  -  sen x  - tg x ; h) y  -  —  cQ$ - ;

I + tg x  
c ) v I  -  tg x '*

S o lu c ió n , a) y’ -  sen x (ig  x)‘ + tg x (sen x ) ' «  sen x scc2 x + tg x eos x.

(tg *  + sen x)’ -  (ig x + sen xXcos x)' eos x(scc2 x + eos x) -  (tg x + sen xX-scn x ) _
b) y  = eos x — ------- ------------------ -------------------

= scc* x + I + scc x tg2 x + tg2 x = scc’  x + scc2 x + scc x tg x.

( I -  tgxKI + tgx)*- (1 + tgx)(-tgx) '  _
c> * ------- ~ T i t i l ó ’--------------

(1 - tg x) sec2 X - (1 + ig x)( — scc2 x) 2 scc2 x 
( I  - t g x ) 1 "  ( I -  tgx)www.FreeLibros.org
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T e o r e m a .  P a ra  lo d o  nú m ero  ra c io n a l r , J [ x )  -  x '  es d e r iv a b lc  en io d o  p u m o  x „  e S . - { 0 )  
y c n x 0 =  O s i r ¿ l y  f l x  0) =  r x 0 ' ~  *.

D e m o s t r a c i ó n .  C a s o  I .  r  a  n, e n ie ro  p o siliv o . L a  d e m o s ira c iá n  se d io  en el Pro b lem a 5-6.

E  -  E  * T '  -  ' cu a n d o  x  -  x 0 (5-3)x  -  x f

P o r  c o n iin u id a d  del p o lin o m io  E  *'■'<3“ 1 ' «odo x 0 €  R . A s i  d e  (5 -3 ) se lic n e  que

‘O l-o f>- o

I

1-0

(D X ) . .  -  rx'o-'

s i r  es un e n ie ro  p o siliv o .

C a s o  2 . r  =  l/n .  n e n ie ro  p o s iliv o . E m p le a n d o  los resultad os d e l caso  (5-3), sea x0 ?  0 ; 
entonces, p o r la  regla en cadena d e  lo s  lim iie s  y  según la  c o n iin u id a d  de la  función ra iz  n-ésim a,

X ' * _  x¿fr I )  | |
X  -  x0 f ( x ‘'")' * P ( * ¿ " )  -  n ( x ¿ 'T " r  "  n X °  COn F *íu) “

 ̂ u *  x -

(5-4)
u -  x¿'"

( 0 Bu")x¿/" s i u  =  x i/«

es la prolongación coniinua de F(u ) = (u "-  x0)/(u -  x¿;" ) en u = x¿M.

Así. por (5-4). se licne que (/>,x0,. -  r x ^ 1 si x0 *  0 y r = 1/n.

r ,  .  .  r ~    V  “  P ' í
Caso 3. r -  -/>/«/. con p y  q cnlcros positivos. L a  expresión — - —  con l  = x ¿ IJ* 

y r = x " !/« se transforma en v ~  x°

x - ^ - x ¿ ^  ^  t r —  l '  (rp- , - ) ( /r)« ( tp~ ' + z p ~ 2t  +  . . .  +  t r ~ , ) l r t y  

x  -  x 0 r " * -  I" *  f « -  ”( ^ - ‘ +  r* * * / +  . . .  +  7* =~1)-

lomando el lim ite cuando r -• t se obtiene

d Dtp~ lt2*
*  ~  q t ^ ~  "  r,P " ~

Caso 4. r «  p/<j. p y q cnlcros positivos. Empleando la suslilución / = x¿'* y  r  -  x lt\  
 xf*

la expresión — —  se transforma en
x -  x0

t'-  l '  =  rp~1 -f z’ -*t + ... + rp~ 1
r*— f* r*_ í + r«-J/ + ... + f«-'«

Tomando el lim ile cuando r -• i  se oblicnc

Caso 5. r  -  0 y x0 *  0. cnionces /(x ) = x ° = I. En  este caso, / ’(x) = 0.www.FreeLibros.org
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Caso 6. S i x =  0. r  debe ser positivo, porque/JO) no está definido si r ^  0.

r  > 0 => f\0) = lim  = 0. S i r > l./ JO ) = 0
>*o x — u

Si se consideran funciones del tipo sen (eos x). no es posible calcular su derivada por los 
métodos conocidos hasta ahora. Por tanto, necesitamos el siguiente teorema que resuelve este 
tipo de dificultad.

D e r i v a c i ó n  e n  c a d e n a

Teorema. (Derivación dc funciones compuestas). Sean /y g dos funciones R  -  R ; g dcrivablcs 
en x0 y/derivab le  en u0 = 0(xo).

L a  función compuesta/ « #  es dcrivablc en x0, y

lf  o g)'{xo) = /!>(*<>)] • o  — ■ = d/u- ■ con F,x> = M * ) ]

Demostración. Definamos la función F (x ) dc la siguiente m anera:

F {x ) =
f [g (x o)] si yix0 + h) -  g{x0) = 0

Vamos a  mostrar que F(x ) es continua en 0. Cuando h es pequeño. g(x0 + h) -  g{x0) es pequeño, 
por tanto, g(x0 + h) -  g(x0)  no es cero, cuando F{h) está cercano a /tfffx0) ] :  y si es cero, es 
igual a  f 'U ix 0)]. A  continuación damos la  traducción dc este razonamiento intuitivo.

Se sabe que /  es derivable en g(x0). Es decir, lim + — / [^ xo>]_ _  y  [^ Xo)].
»-o *

Así. si e > 0 existe Ó' > 0 tal que para todo k, 

si 0  < |*| < 5\ entonces 

Com o g es derivable en x0. es continua en x *  por tanto, existe ó > 0  tal que para todo h

Z L f e ) ]  + fc - ./ [ g M  _  | < (5.5)

si | h | < ó, entonces | g{x0 + h) -  3(x0)|  < ó ' (5-6)

Ahora considere cualquier h con | h \ < ó. S i k -  g{x0 + h) -  g{x0) ¿  0. entonces

. . . . .  _  A g (x 0 +  h ) ]  -  y [g (X o )] = y [g (x q ) +  fc] ~ / [g (X o ) ]  
g{xo + h) -  g{x0) k

Dc (5-6) tenemos que | A; | < 6' y, por tanto, dc (5-5), | F(h ) -  f\g {x Q)]  \ < c.
Po r otra parle, si g(x0 + h) -  g{x0) =  0. entonces F(/i) = f\ g {x 0)\  lo cual nos asegura 

que | F(h ) -  /f</(x0) ]  I < £• En  otras palabras, hemos demostrado que lim F(h ) = / '[y (x 0)], es 
decir. F  es continua en 0.

S i /. *  0. se tiene que * * * •  +■ « ¡j ~  M & l  = f lh ) • Por tanto.

(/•o g)'(x o) = lim  p )l = |im  m . |im g<*0 + h )- ú x ¡ l  = ^
*-0 "  »-o »-o nwww.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5 - I O j  ■ cTalcule la  derivada de las siguientes funciones: a ) y  = sen y/x:

b) Sea y = v/u y u

b) y  =  ]/x  + y/x ; c ) y  = r5 sen (3r + 5 ); </) >- =  /I sen M  + C ) + B  cos (w f + C );

e) y  = y  | + J/ h T ,/ l  + x ; / )  y  = u3 + 3u — I  y u = x 2 + x — 4.

S o lu c ió n , a) Sea u = y/x => y ' = D. sen u D,u -  cos u - 1 — = -Cy ^ - .

c )  y 1-  f ’ [ s c n  (3 f +  5 ) +  ( i 5) '  sen  <3r +  5 )  «  3»’  c o s ( 3 l  +  5 ) +  5 í‘  s e n  <3r +  5).

4 ) /  -  A  c o s  ( o *  +  C )  D ,(cu í +  O  +  B  [  - s e n  (o A  +  Q D J o A  +  C ) ]  =  u ) [ A  c o s  (<oI *• C )  -  B s e n

(cot +  O ] .

O  / - y { 1 + [ 1 + 0  + - J/ {1  + [ 1 + 0  + -

= i - { | + [ | + < |  + * )» « ]» « }- » «  ^-[1 + (l + 0  + x ),', 3 -

= + [ l  + H  + x ),' I ]* 'í }- ,» [ l  + (l + x ),', ]- ,', ( l  + x )~ 1'2.

n  &  - &  • £ - - ¿ - ( « >  + 3 . - I ) ¿ ( * ’ + * - 4 » - ( 3 « ' + 3X2x+ 1 )-  

-  [3(x* + x -  4)J + 3 ](2x + I).

D e r i v a d a  d e  la  f u n c i ó n  r e c íp r o c a

Recuerde que si /  es una biyccción de E  en F , el conjunto f ~ 1 =  {(y . x ) : (x. y ) e / }  se llam a 
función reciproca d e /

Teorem a. Sea /  la  función reciproca de g. S i g es derivable en f {x 0)  y  g '[f {x 0)] *  0, entonces /  es 

derivable en x0 y  f\ x ( ) =  ■

Demostración. Com o f  =  g. entonces g [J\x )] = x. A l derivar ambos lados de la  igualdad y 
em pleando la regla en cadena, se obtiene I = g '[f{x 0) ]  J\x0), .-. / '(x 0) =  l/0'[/T*o)]-

D e r i v a d a s  d e  o r d e n  s u p e r i o r

Decim os que una función es dos veces derivable en un punto dado si. y solamente si. la  función 
derivada es derivable en e l punto dado; la  derivada se llam a segunda derivada y  se representa

por f  'Xx) =  lim  fU )x  o » ; / =  D ,(D J)  o  0 .

fin  general, para n S  2 la derivada enésima se define por recurrencia com o la derivada de 

la  derivada (n -  I )  y  se representa p o r/ ’ *(x0) -  lim  —--- ^ ^ — *--- o D "J = D ,{D " ~ 'f)
«-«» X  X qwww.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5-11
a) H a lle  la  d e riv a d a  enésim a de

y  «  sen x ; b) y  =  x";  c) y  «  3x3 -  2x2 + 3x -  1

So lu c ió n , a) y  = cosx; y" — -sen x ; >•'" = -eos: y ,v = sen x ....
Esto sugiere que (sen x) -  sen |x + k "  J  . fórmula que se debe demostrar por inducción.

b) nx*-1: by"m n(n -  I»x'_2; y’" -  n(n -  l)(n -  2)x"~3; etc. Esto conduce a la fórmula:

-  -" I ^x*-* si k £ n 
si k > n

I?.*- -  { (ñ - T )T  
0

cual se debe probar por inducción

c) /  -  9xJ -  4x + 3; y" -  I8x -  4; y "  = 18; y 'v = 0. por tanto, y  = 0 para n ¿  4. 

D e r i v a c i ó n  im p l í c i t a

Dadas dos funciones F : R 2 -» R  y  / :  R  -• R , la ecuación F(x . y) =  0 define implicitamcnte 
la función / s i F(x . y) ™ 0 para todo x en el dom inio de/

Ejemplo. Sea F(x , y) = x 2 + y 2 - 1. Entonces la condición /-[x. /fx)] = x2 + [/ (x )]2-  1 -  0 
para todo x en el dominio de/ se cumple si/es

/i(x> = v  T -  x 2 , -  1 s  x  < I

/ a M  -  - N I  -  x2 , - 1  £  x  á  I

( V I  -  x 2 . 1/2 £  x < 0
/>(*) = ___

( - / l  -  X *  .  Ü S í i l

Los grafos de estas funciones están dados en la Figura 5-1.

Según la  definición de función definida implícitamente, las funciones / ,./ 2 y / j están defi
nidas im plicitam cnte por la ecuación x 2 + y 2 -  I = 0.

No toda función F (x , y) define a y  ■ J[x ) como una función im plícita. Por ejemplo, no 
existen parejas ordenadas (x. y) que verifiquen la ecuación

F{x . y ) = x2 + y 2 + I = 0

En la práctica, la derivación im plícita se trata de la manera siguiente: se supone que el 
con junto  so lución  de F(x . y ) = 0 contiene una función derivablc /  en 9  ¡. Entonces 
x 6 9 ,  F [x ./ |x )] = 0.www.FreeLibros.org



S i <flx) = F [x .J[x )] es una función compuesta de funciones dcrivablcs, se puede aplicar 
el álgebra de las derivadas y la regla en cadena para calcular g'{x). Pero g{x) — 0 sobre im
plica que g'(x) = 0 sobre 9 f . Com o g' contendrá la derivada deseada f lx )  como factor, se puede 
resolver para f lx )  en términos de .flx) y otros valores conocidos.
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P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b le m a  5-12 ^  Ja  derivada de cualquier función derivablc /  en el conjunto
solución de x 2 + 3xy2 - 4  = 0.

S o lu c ió n . Para todo x e & x3 + ix/! {x) - 4  = 0, entonces la función y = x3 + 3x/*(x) -  4 es dcri- 
vablc en el dominio de/y es igual a cero. A si y = 0 sobre 3 r.

D,(x3 + ix f3, .-  4) = 0 o  2x + 3 D,[x/flx)] = 0 o

<> (2x +■ i)[x(2flx\f(x)) +/’ (*)] = 0 ~  f lx ) = - 
porque x /  0 y flx ) *  0.

P r o b le m a  5-13 H alle y "  y  y '"  de x 2 + y 1 -  I  -  0.

S o lu c ió n . £>,<* +  y — I )  =  0 2x +  2 y y‘ -  0 => y ' -  -  -

r -  i-4l ' - » H )
yJ

- -  "̂ —y *  X-~ “  -  ’i *  porque x* +■ y2 -  I

f =  (y'r-

P r o b le m a  5-14 S i x 3y  — xy = y 3, muestre que = -j—.
ax ax

dy

S o lu c ió n . Derivando con respecto a x : 3x2 - x - y  ■ 3 y * -> ‘j* j p -  ‘

dx 3yJ + xDerivando con respecto a y : 3x* -¡jjj- -  x -  y = 3y2 ~  - "3j¿T ~ y ‘

P r o b le m a  5-15

+ y 2,i = a2,i.

dy ix 2- y  I I
’*■ dx 3y3+ x 3y* -  x dx

3xr  -  y  dy

a ) S i x 3y  -  4xy2 = y  + x1. halle y ';  b) halle y ' y  y "  si x 2/3 +

S o lu c ió n , u) Derivando se tiene: x3 + y3x3- 4x • 2y -  4y, = + 2»É y _ _ A v ¡= dy_

www.FreeLibros.org
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,■ » ( ! )  (4-)»- »  _ (4)  ( -  & )  -  (4 )  *~l,‘ .
“  p n  x

= -j-Cx-2'* y~%li + x -4rt y ,/#)

D e r i v a c i ó n  d e  e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s

Defin ición. S i las coordenadas (x, y ) de un punto P  de una curva están dadas por las funciones 
x «  / (u ) y  y  -  giu), de una tercera variable o parám etro u. las ecuaciones x = f (u )  y y  ■» (u) 
se llam an las ecuaciones param étricas de la  curva.

La  prim era derivada está dada por la  fórm ula

dy  _  dy/du 
dx dx/du

oorauc ■ - í- , según el teorema de la  derivación  en cadena.
* M du dx du

La segunda derivada está dotada por la  fórm ula

d2y  = l ¿ y  \  . JO .  
dx1 du \ dx J  dx

P r o b l e m a  5 -1 6 dy
S i y  = f1 + 2i2 +  3r + I ; x =  i 2 + i  +  3. halle

« I  «A dy W (,i+ 2 ,2 + 3 t + ' ) 3rJ + 4i + 3
SolUC ,Ó n- dx' m ■

P r o b l e m a  5 -1 7  q) $ . y  _  f ,  +  , .  x  _  f2 +  3  ha„ c  y » .  b) si y  =  _ 1 _ .

“ - .ha l le  y".

.  -x  v dy  3»* 3 , .  d2y  d ( 3  \ d i _  3  .  _ l  _  3 .  J . .  .  J L
S o lu c ió n , a) “  ¿ T  = 2 dxr  = di \ 2 / ¿ T  ~  2 dx 2 2/ 4f

di

d*y J  I  3  \  di d  /  3  \ I ___________ * # - »  J _  3 .
dxT  d i \ 4r / dx" di \ 4 }  dx 4 2/ 8r

dt

dv . dx (Ma- 1 ) 1  -  M 2m _u 2+  I
b )  J L  =  -  ( U  _  I )  .  _ _  =  _  — T _ - ¡ y  V -  « F

dy  _  ( u  _  1 ,- í  _  ( u  +  l ) J  .  d‘y _  d (u  +  1>L . 1 “  <“ l í J W j L + I L = * í  . 4
dx ~  ’F T  í  us + I  '  dxr  du 1 ? +  I dx (u + I)  dx

-  ü z m p -  du
.  uJ -  I  /  < « * -  I ) *  \  2  ( U 1 -  I ) *

“  -  2  (u, +_ íi7  l  I  '  1 ( F + T F 'www.FreeLibros.org
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A p lic a c io n e s  g e o m é t r ic a s  d e  la  d e r iv a d a

Sea /  una función R  -* R  con derivada / '(x0) en j 0 e ® ;-  Para obtener la forma analítica dc 
la recta tangente al grafo dc /  en P 0 =  (x<>, /(x0)X considere el punto P(x. /(x )) sobre el grafo 
de/con  x *  x0. (Vea Fig. 5-2.)

L a  recta secante que pasa por P  y P 0 tiene por pendiente a

m = Ax)  ~  Axo)
X  —  X n

(5-7)

Hagamos que P  se acerque a P0 al aproximarse x a x0. Por definición sabemos que el limite 
dc (5-7) cuando x  -» x0 es la derivada f\x0), la cual dice que el lím ite de las pendientes de las 
rectas secantes que pasan por P0 es la derivada de/calculada en la proyección de P 0 sobre el 
eje dc las x.

Ax)

/<*.)

y - A * )  
« x ./ W )

[Ax) -  /U»)|

'• fe / fe »

* 0  X

Figura 5-2

Definición. S i f e s  una función R  -* R , dcrivablc en x „, se define la recta tangente a l grafo de /  
en el punto (x,» / (x 0)) por

I = {(x . >’) : y  = A*o) + f U 0)(x  -  x0) y  x 6 R }  o  y  -  y 0 = f\x 0) (x  -  x0)

La recta perpendicular a la tangente que pasa por x „ recibe el nombre dc normal a  dicho grafo. 
(Vea Fig. 5-3.)

N  = {(x . y) : y  = A *») ~  y  (x -  x0) y x t  R }  si f\ x „) *  O 

N  = { (x. y ) : x = x0) si f\x 0) = O

A n g u lo  e n t r e  d o s g ra fo s

Por ángulo formado entre los grafos dc las funciones

y  = / i( x )  
y  = / j( x )

en un punto común P 0(x0. y0) (Fig. 5-4) se entiende el ángulo que forman entre sí las tangentes 
a estas curvas en el punto P0.

Por la conocida fórmula analítica obtenemos:

tg co = fA *  o) -  fí(Xo)
I + f ( x 0)fí(x  o)www.FreeLibros.org
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L o n g i t u d e s  d e  la  t a n g e n t e , n o r m a l ,  s u b t a n g e n t e  y  s u b n o r m a l

Por ser de interés en ecuaciones diferenciales, incluimos los siguientes conceptos relacionados 
con la tangente y  la normal en coordenadas rectangulares.

í  = T P 0, llam ado segmento tangente. 
S, = T K  . subtangente. 
n = N P 0, segmento normal.

S „  ■ K N  , subnormal.

Com o K P 0 -  |>’01 y  tg <p = y'0. se tiene:

1 = T P o = |-£ -  V I  + (/o)2
l >o

n = N P 0 = I T V ^ + W l  

S , =  7 / C  =  | - ^ | ; S .  =  | y 0yó l

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b l e m a  5 -1 8  H a ||c jas ccuaciones de tangente y  normal a cada uno de los si
guientes grafos en el punto indicado, a) y  = 2xJ + 3xJ  + 1 en P (- 2 , - 3 ); b) y* = x2 +  7 
en PCI. 2); c ) y  -  x * 2,J -  3x2 +  x,/4+  1 en P ( 1. 0 ); d) y  -  en P(3.2>.

S o lu c ió n , a ) [ y ' ] p => [ 6 x J -f  6x jP-  12.

Tangente:
y + 3 = J2(.x + 2>: 12x -  y  -  -21 

Normal: .
y + 3 = -  -j2 (x + 2); x + 12 y = -38

/» y = (x2+ 7)'”  -  [ y ] ,  = [l/3(x2+ 7)-*»2x], -  1/6.

Tangente:

Normal:
y -  2 -  1/6(x -  I ) ;  x -  6y  -  - I I  

y — 2 = —6(x -  1) =  6x + y  — 8www.FreeLibros.org
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Tángeme: 77

Norm al:
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y  = -  i j ( x  -  0  =* 77* + I2>- -  77

y  = í* -  *) =» I2x -  77,> = 12

•0 0 '] r= [- J- (xj + 5)-^3x ^ =  - § .

Tangente: 2?

Normal:

,  -  2 -  l Q (x -  3) =* 27x -  80, = -79

P r o b l e m a  5 -1 9

,  -  2 = -  (x  -  3) -> 80x + 27, -  294

Obtenga las ecuaciones de tangente y  norm al a  >> = 2x2 — 6x +  7
en el punto P  donde la pendiente de la tangente es 2.

S o lu c ió n . / -  4x -  6 -  2 x - 2 ; .-. [y )r -  [2 • 2 * - 6  • 2 + 7] -  3. 

Tangente:
y  —  3 =  2(x  —  2)  => 2x  —  y  =  1 

Norm al: .
y  _  3 -  -  y (x  -  2) =* x + 2,  = 8

P r o b l e m a  5 -2 0 H alle  el punto en que la  norm al a  y  *  x J - x en P ( — 2,6) corta la
recta 2x +  5y =  5.

S o lu c ió n . [/ ] ,=  [2x -  l ] r = -5

La normal es ,  -  6 — l/5(x + 2) =» x — 5y *• -32.

Resolviendo la ecuación anterior simultáneamente con 2x + 5y = 5 se obtiene ( —9, 4 • 6).

P r o b le m a  5-21 jja lle  la recta tangente (s) a l grafo de / (x ) = x2 : a ) que contienen 
el punto (3 ,5 ); b) que tienen pendiente 1/2.

S o lu c ió n . La recta tangente al grafo de/Jx) -  x! en PfXo. x¿) es

L  -  {(x. y ) : y  -  xg + 2x0(x -  x0)}

Para la parte a)
(3. 5) e L  o  5 = x¿ + 2x0<3 -  x0) 

o  x¿ -  6x0+ 5 = 0 
»  x0= I o x0= 5

Asi, P , = (1,1) o P0 = (5.25), entonces las rectas pedidas son y = I + 2<x -  I) y y = 25 + I0(x -  5).

b) f (x o) = 2x0 = 1/2 <» x0 = 1/4. Por tanto, la tangente pedida es única, es decir, {(x. y ): y  1/10 +
f  l/2(x -  1/4)}.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  5-22
a ) Halle los punios sobre el grafo dc y  = x 3 -  I5x2 + 27x -  2 

en los cuales la pendiente es cero.
b) H alle los puntos sobre el grafo dc y  = x sen x en los cuales la pendiente es cero.

S o lu c ió n , a) Com o/- 3xJ -  30* + 27 - 3<x -  l)(.t -  9) -  0 <> x -  I ox  - 9. los puntos pedidos 
*on (1,11),(9, -245)

b) Como /  = x eos x 4 sen x = 0 o  tg x - -x . los puntos pedidos son los puntos sobre el grafo 
dc x sen x que están alineados vcrticalmcnte con las intersecciones de los grafos dc tg x y -x.

P r o b le m a  5-23
H alle las longitudes dc subtangente, subnormal, tangente y normal 

dc los siguientes grafos en los puntos indicados.

a) y 3 -  (x  -  I ) 3 en P {S.8 ); b) y = -  x* + x 3 + 2 en P (l ,3 ) ;  c) y  =  x/(x -  2)
en P (3. 3).

So lu c ió n , a )  2 y / ~  3<x - I) 1 =» [ / ] , -  ]  =  3

= y  -  subtangente;/|5) f\5) • 8 • 3 -  24 -  subnormal. 

Tangente -  J/k j + ”  -j\/ÍÓ. Normal -  v/§, +_241 = 8 /̂10.

Subtangente ~  3 : -j~ -  Subnormal -  3 - .

Tangente -  | A J + = -|f773. Normal -^3*4- (-*?- )' =

c) ~ ¿ T - W  X = m  = _2-^3) “  3

Subtangente -  Subnormal -  3( —2) = -6.

Tangente = | A J 4  -  y V S -  Normal = ^3* + (~ ép  3^5.

P r o b le m a  5-24
a) Muestre que la ecuación dc la tangente dc pendiente m /  0 

a la parábola y2 =  4px es y  = mx + p/m. ft) Muestre que la ecuación dc la tangente a la 
elipse b2x2 + a2y 2 .  V  en el punto />0(x0. y0) es b2x0x + a2y 0y  -  a2b2.

o-

o

So lu ció n , a) /=  2p/y. Sea Pof̂ o. J’o) el punto dc tangencia; entonces ■- 4p*o. y m -  2p/y

Entonces y 0  - 2p/m. x0= (1/4) >-°- - p/m3 y la ecuación dc la tangente es y  -  2p / m  - m(x -  p/mJ)
y  =» mx + p/m. r

b) y °  ~  E "  P ° ' m "  “  a’ yT  y ,a ecuadón dc la ,anRentc es y  -  y0= -  -¡j-S- (x -  x0)
b2xox + a 2 y 0 y  -  ó1* ! + a'yá = « V .www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  5-25
Muestre que un punto P 0(x0, y0)  sobre la hipérbola b2x 2 -  a2y 2 = 

-  a2b2, la recta tangente biseca el ángulo formado por los radios focales de P0.

S o lu c ió n . En P0 la pendiente de la tangente a la hipérbola es b2x ja xy»  las pendientes de los radios fo
cales P0F  y P ,F  son y0/<x0 + c) y ya/(x0 -  e) respectivamente. (Vea Fig. 5-6.)

Ahora 

b2
cy0 

Y.

b * ° _  yo
a  _  a  yo x„+ c  = (62x¿ - a2y¿) -f b2cx0 m a2b2 + b2cx0 __ bV  + cx0)

1 + b'*o y ° (al + b2)x0y0+ a2cy0 c2x0y0+ a2cy0 ' cy0(<r -f cx0) “
a y0 x0+ c

como b2x l -  a2y i = a2b2 y a2 + b3= c2.

 blxJL
{s p m .  xi^ ± .  a ‘&  = ^exp- a2b2 = _b^

I + J! * 0  . yo Ia + b )x0>o- a cyo c2x0y0-  a ‘cy0 cy0 '
<ry0 *o - c

Entonces, puesto que tg a -  tg a -  fi.

P r o b le m a  5-26
H a lle  los ángulos de in tersección  de las cu rvas ( I )  y 2 = 4x y

|2) 2x2 = 12 -  5y.

S o lu c ió n , a) Los puntos de intersección de las curvas son P ,(l, 2) y P,(4. -4).
b) P a ra (l)» '-  2/y; para (2) y'= -4x/5. En I ym 2-  -4/5; en P,(4. — 4) m, -  -1/2

y m, = -  16/5.

c) En P ,: tg 0 = "  ' ¡ = 9 y 0 = 83" 40' es el ángulo agudo de intersección; en

P2; tg 0 -  y o = 46- 5' es d ángulo agudo de intersección.

P r o b le m a  5-27
Calcule la derivada de y  «  |/ jT  + J T +  x*

S o lu c ió n . Es la derivada de un radical. Por tanto, y’-  — ---  1  multiplicado por la derivada
2 y x + j m ?

de x + y/l + xJ  por ser una función compuesta. La derivada de x + J l  + x¿ es la derivada de una suma 
y. por tanto, e s  igual a I  más la derivada dcv/T +  x2 que es T  1

I /. . I

+ x 2 ^ /1  V x 1

ly jT T x *  
2x I . y simplificando

2x. Finalmente, tenemos que

I + x *  + x _  _  Vx + y  I  + x;
2 V/ | - + ~ X Z  ^ X  +  y j \  +  X 2  2 y / l  +  X 1www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5 -2 8 Calcu le la  derivada dH ñ— V A
+ J x

S o lu c ió n . Es la derivada dc un radical, por ianto. y - * multiplicado por la derivada dc

2 1  /  i —
— “ x2L por ser una función compuesta. I + V x
I + yjx

la  derivada de 1 ~  " J*  es la derivada dc un cociente, que es igual a la derivada dc I -  v x. que es 
I  +y/x _ _

 I  — multiplicada por I + J x  menos la derivada dc I  + Jx .  que es — —  multiplicada por I -  y/x. y
2 jx  2V 2

todo dividido por ( I +- Jx )* . es decir.

( i + v 'í) i
Finalmente, tenemos que

* {  '■ 0  + VX)2 2 \  ' -  Vx 2V^ ( I  + N/ I)1
1 + VJ I

2(1 + V x )V * (l -  x)

P r o b l e m a  5 -2 9  Ca|culc |a derivada de y  = sen " x eos" x.

S o lu c ió n . Es la derivada dc un producto, que es igual a la derivada dc sen" x multiplicada por eos* x. 
más la derivada dc eos" x multiplicada por sen" x. Pero la derivada dc sen" x es la derivada dc una potencia 
y es igual a m sen"- ‘ x multiplicada por la derivada dc sen x (porque es una función compuesta», que es eos x. 
La derivada de eos* x es la derivada de una potencia, que es n eos" ' x. por la derivada dc eos x (por ser función 
compuesta), que es -sen x. Entonces y’ = nx sen"-l x • eos x eos" x + neos*" ' x (-  sen x) sen" x = m sen" 1 x 
eos"* 1 x -  n sen"* ' x eos"-1 x -  sen ""1 x eos"-1 x (m eos* x -  n sen* x).

P r o b l e m a  5 -3 0 Dada la función / (x ) = x sen — I  sen —  /. 
x  \  x /

—  I.  Muestre que su pro

longación continua es continua en el cam po real y  que no adm ite derivada en los puntos x = 0. 

±1. ± y .  ± y *  —

S o lu c ió n . y(x» carece dc sentido si x = 0 |  por el factor sen ~  J. o si x = l/n, n e Z  por el factor 

||/scn *  J  -  sen (1/scn nn). Sin embargo, en todos los casos, limyix) ■ 0 y lim /(x) = 0. Vn e  Z.sen

La prolongación continua es /*(x)

x sen - sen x ( s c ^ )  Vx * ±l ' ± T '  ± T  ± T  0

x ™ ± ‘-± l ± T  + - ± v - - °www.FreeLibros.org
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La derivada para x = O es y  = lim = lim -------- r ----- — indeterminado, para x -  1/nA.-«i AX A-0 '•

( J-  + *)scn  ( ™ - - n S ¡ ) sen

, U m  _
*-c

( iH '- W rr*
lim
*-o

sen-----------
T T ñ T T

n¡n sen I
nn

t a t +t
= ( — 1/  nn • sen co: indeterminado.

Es decir, la función no es dcrivablc en ninguno de los puntos indicados.

P ro b le m a  5-31
Estudie la  fundón f{x ) = [x ] + J x  -  [x ] y calcule su derivada en 

x  = 2.

So lu c ió n . Si x # n eZ, f lx)  es continua. S i x = n eN .fln ) = n + v n -  n -  n. Si x -  - n ,/ (- n ) -  

= -n  + ,/ w i +~n -  - n : lim flx ) -  lim (n + v n ~  ñ) = n; lim fln -  I)  -  lim (n -  I + J n  -  (n -  I)  -
" >*■* <-■’ M '

= n; lim fl-n ) = lim -  (n + I)  + J~-ñ+ ~iñ  -TT) = - n ; lim fln) -  lim (-n  + J - n  ♦ n -  -n).
•««-■i jm  - *• i-4-M*
La función es continua para todo valor de x.

/T 2 )  = lim í 2- íA I  ±  ~  P  1 1* 1--1  que depende d e s i A > 0 o / i < 0

Derivada a la derecha:/*.(2) -  lim 2-+ V ?  T  *  «  ],m V7* „  x .
* - o *  n  k - o -  n

Derivada a la izquierda: /*.(2) = lim —  ̂ L f Í z J _ Z Í *_ _  |¡m — 1 + v '1 ~  h =
* - o  n  * - o -  — n

-1 +
= lim ----- —b 2 '

P ro b le m a  5-32 „  , . . . a  — x  ,
------------------  H alle la  derivada n-csima de la  función y  =  — - —  en general y  par

ticularizarla para x  = 0 . a  + x

S o lu c ió n . / -  "  *  T F r í T  "  ~ M a  *  x )~ ': ?  "  i ” 1)2 •2 ‘ 2!a • (fl + x>~3’

/ "  = (-  |)J  -2 3 í a ( a  + x)*4. e inductivamente se llega a = (- 1 /  • 2u • n! • (x + u )''"* n

www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5-33 H alle la derivada n-ésima de la función y  =  — - = .-■
y/{x2 + ax)3

S o lu c ió n , y  =* <x2 +  ax)-**; y'=  -  -~(xJ + ax)-J'2(2x + a) 

y  =<-!) ’ (x1+tJX)-7'*(2x + a)3- |-2<x*+ « )- * *

( _ l ) » l : ¿ l 7-(flx + x*)-v*(a + 2x)’ + -3/ < x ’  +  a x )"T/44(a + 2x) + -^-(ax  y x*)” rt(B + 2x)-
2*

. .  (-1)3 + x2)~*,2(a + 2x)» + - ~  (ax + x2)~V2(a + 2x).23

Por inducción completa se llega al resultado
j« o

M m + J i! (a + 2xf(ax + X | J  1 + (ax + x2) 2 (a + 2x).

P r o b le m a  5 -3 4  § i y  =  sen2 x , halle la expresión general de la  razón y/y00. Existe 
un cierto valor de x comprendido entre 0  y  x/2 c infinitos valores de n, para e l cual la razón 
anterior vale 1/2". Calcule dicho valor de x para n =  13.

S o lu c ió n . y'= 2 sen x cos x = sen 2x; y "-  2 cos 2x -  2 sen (2x + x/2); y '"«  2l  cos <2x + x/2) = 
-  22 sen (2x + 2 -* j  /*> = V ~ x cos £bt + (n - 2) -* J  -  2- '  sen [ lx  + (n - I)  ^  J-

v sen1 x , ,  , >' s*"2 x -  “ h2 *
7=T - > - i ¿ n '[25'+TiT-~irx^T ; Para "  “  * 7 a” = 2- ^ n  (2x + 6x) "  2* sen x cos x

parax-x/4.

y ( ^ )  I

P r o b le m a  5-35 Calcule la derivada enésima de la función y  ~  (x -  l)*('x~ ~ 2 p

| A B C
S o lu c ió n . Descomponiendo en fracciones simples: ^  fja(x — 2) *  (x — T P ” + T ^ T  + x — 2 ‘

Identificando: I = -4(x - 2) + « x  -  IMx -  2) + C(x -  I)2, para «  -  I. A -  - 1: para x = 2. C  = I.
-1 I . I

( x '- T ?
sumando por separado se obtiene

C = 0 ; B - - C « - l .  sustituyendo y  -  - W  “  - ~ T  + T = T ' Dcnvando n vcccs ****

I i V” • l ' Y ‘ (~ ly,"! . / _ L — Ve,_ M fc U IL
\t =t )  "  V x = T )  (x -  I r “  • U - 1 7 7  (x -  ' r  r

Sumándolas resulta
i ( - i r * 1"? . c—ir« fwww.FreeLibros.org
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. S i  y a  / (U)  y u  =  (rtx), muestre q u e :

d 'y  dy d 3u d*y I  du \ * 
ü) d P  du d P  + d P  Y d Z j •

«  & - * - £ + > 2 ~ £ - £ + & t i k Y -

S o lu c ió n . &  .  ¿ ( £ )  .  ¿  ( & -  * )  .  *  . *  ♦ £ ( * )  *  .

d’u J  I  J> \ J Ju
d P  + £ ?  m  j p

+ «L /j£ l\ íí*  1*+ ■*- ít ■& .  &  £ l ± £ l  Ju j 'u j. J>y du I du V
*  dx \ dur J \ J x  I  - du* d * d P  -  Ju  ~ d P  + du* dx d P  *  d P '  J 7  \ dx )  4

> 2  dU  é l  £ *•  „  é y  J **  ,  \ J i r_  d>u . du él> l  du \\
4 2 d P  dx Hx*-m du d P  + i d p - - d P  T * + - Jp (d x - )

I P ro b le m a  S-37 .
«---------------------------------------------  S i / e s  d e r iv a b le  e n  x 0. e n t o n c e s /( x 0 +  h )  / ( x 0) +  f i / ' ( x 0) +- h f ( h ) .

c o n  f ( h )  u n a  fu n c ió n  t a l q u e  l i m / ' ( A )  =  0. S i / ( x )  -  x 2. a p liq u e  e l te o re m a  a  esta fu n d ó n  si
x 0  «  3

S o lu c ió n . Por definición. /1x0) -  lim JSS á t É j ^ l M  fon £  J k k U ^ Z  /**?> ,  0.

Sea h rih ) = Ax„+  h) -  Ax0) -  hf\x0) -  f x 04 h) = /lx0l + hj\x0) ♦ hp{h) y lim /•<*) -  0. Eslo tam-

bien se puede escribir como ~ A XA  .  j j Xq) + p {h) con ,im f [h )„  0 Ia> cual d i*  que la fracción

se puede aproximar pot/\x0) cometiendo un error /*<H que tiende a cero u h liende a cero.

Pan. la función leñemos que /13 t  *) •> (3 t  h)* -  A * ) + h f\ i) -  */-(/,) = 3 ' . 6 h t  h/*(A) con 
Um /•(« = 0 Como (3 + 32+ 6h + /iJ. se obtiene que h f(h ) -  h1 ~  /•(/*) -  h. Por tanto, lim h ~  a
es decir, lim /*(h) = 0. '  °

*-o

P r o b l e m a  5 38 j  |)cduzca lodas fónnulas de derivación em pleando el teorema anterior 
co m o definición de derivada.

S o lu c ió n . I. Su/nu / y  g son dcrivables en x * entonces, por d  problema anterior./?x0+ ó) -  J\x0) + 
+ A/Ix0) + h f(h ) con lu n f(h ) -  0  y g(x0+ h) -  gfxs) + V (* ® ) ♦ con lim «j*<M -  0.

•-o , . 0

Sea s(x) =  /|x) +  ¡/lx). Entonce. ¿ S t f c W . 'l J f a L  -  ¿ 3 t ± i » - ¿ . l f a +  *> ~  +  f e O .  .

• /T*o> + J7<*o) +/•(/!> + 0 *(fi). Entonces lim * ) -..**$ ). .. y^Xol + „ (Xo) porquc |¿m f (h) m 0 y
**o ••

lim = 0

(/ + 0)'(xo) -  /U o ) + f/ (x0)www.FreeLibros.org



2. Producto Sea p(x) -  x)g(x) Como /  y g son dcrivablcs en x„. se tienen las dos ecuaciones dd 
caso 1; entonces, fx 0 + *) /i*o>0f*o) 4  JiL/Ix0)ff'(Xo) + /Tx0Mx0) 4 /lxo)0*(Ji) 4 /•(/il0fxo)) +
+ fc’ CAxoto’ÍXo) +/*th)g*m + flx 0)g-(h) 4  /W<Xo>l-

Por tanto,

A l P±J 'M *o±J ,) ~ AX°M XS>. _  flx jg\x0) 4/l*oM *o) + + / f* W xo) + At/lxofclxo) +

+ /•<%•</!) + / U 0>í/*</.) + /-<%<X0)]

Calculando el limite dc esta expresión cuando Ji — 0. se obtiene

P'(*o) -  i f a W * ')  + yix0>«<x0) ; puesto que lim g '(h) -  0 y lim/*(>i) = 0»-o »-o

3 Función compuesta. Sea ó<x) »  tf[/Jx)]

* .(, o) .  ,im ■* » » + * )- ♦<* ') . .  ita
» - o  "  » - o  n

Por el Problema 5-37. /(x0 4  h) -  /(x0) + V \xtf £  V ?  A.

Entonces * x9+ *> " . f e ? .  -  -gCfefi> t

Dc nuevo por el Problema 5-37. 0[/(xo) 4 * ] = fl[/x0)] 4 *fl’[flx0)] + *<;•<*)•

Asi, _  f^ X o )) 4  g 'ik i] = [fl lrtxo» 4 4 M I

Entonces *<x0) = l i m h) ~  ^ -  = g(/|x0»] /la»
»-o n

Ó’(X0) -  *[/ix0>] /tx0).

Las derivadas restantes se dejan como ejercicio.
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P r o b l e m a  5-39 a) Pruebe, partiendo dc la definición, que si / (x ) = entonces 

f i a )  -  -  para a  *  0.
b) Pruebe que la recta tangente a l grafo d e/en  (a. l/a) no corta al grafo de /  excepto en 

(a. I M
I I

S o lu c ió n , a) f\a) -  lim A " t  _  |,m “ un. -  1
*-o h   e s  h -  + *>

b) La recta tangente en d  punto (o. I/a) es el grafo dc

gix) .  (x -  a) 4- i-  -  - ¿ r  + I

Si /lx) = (̂xK entonces
± = - 4 -  + i .X a ' a 

— 2ax + a1 -  0 <=* x -  a 

La Figura 5-7 ilustra las rectas tangentes al grafo dc/fx) = l/x.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5 -4 0  ^  Pruebe que si f [x )  *  l/x2, entonces / '(a ) =  -2/a3 para a  *  0.
b) Pruebe que la recta tangente a / e n  (a, 1/a2) corta a / e n  otro punto, que está situado al 

o tro  lado del eje vertical.

So lu c ió n . i i

«) na) =  lim -  1¡m - f r j j g : -  _  l im U g  r f f  =  -  2
*-o b  k - o  b  k . 0  h a  ( a  +  h )  a

b) La recia tángeme en el punto (a. I/a2) es el grafo dc

S i flx ) = #(x), entonces

*<*> -  "  -¿T U  -
I 2x

a1
3

"a*

-2x

2xi -  3ox2 + a‘ = 0
o

0  = (x -  a){2x‘ -  ax -  a1) -  (x -  a )(2x + aUx -  a)

Asi, x -  a o x ■ -  a/2; el punto (-a/2. 4/a2) está situado sobre el lado opuesto del eje vertical con 
relación a  (o, I/u2).

La Figura 5-8 ilustra las rectas tangentes al grafo tic flx ) = l/x2.

P r o b l e m a  5-41 Pruebe que s i/ (x ) -  J x ,  entonces f '(a )  = Ja / 2 a  para a  > 0.
So lu c ió n .

fXa) -  lim fia  + h)L - M . -  lim = ,im í ^ r  J * 1 L ¿ ! L E J l ± =

- lim I

h L Ja  + 'h + ^o) 

a
»-o hl^'a + h + v1") 2/'*

P r o b l e m a  5 -4 2  pa fa  carfa núm ero n a tu ra | n> ^  5 >(x)  = *■ Recordando que 
S ‘,(x ) = I .S i (x )  = 2x, y  S ’jíx ) = 3x2, deduzca una fórm ula para S i(x ). Pruebe la suposición. 
(L a  expresión (x  + h f  se puede desarrollar por el teorem a del binom io.)www.FreeLibros.org



So lu c ió n . Suponemos = nx" Prueba:

r ( ,  u S,(X  + /.) -  S.(x) (x -f h f-  x*
im  /¡--------- y™  — r — -

¿ Q x - W - x -
- lim ^ ----- v —  «  lim X  Qx-"w " 1"  «"íx*-1-  «*"“ ’• porque lim V  '=  0 para y > I

*-0 " 4-OJ-l 4-0
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P r o b le m a  5-43 .  Encucnlrc y  si y x) = [ x ] .

So lu c ió n . f\x) -  0 para x no entero, y /lx) no está definida si x es un entero.
En efecto, si x no es entero

.  .  l iro I » t JO  - JXL .  |¡m M  --[*1 .  Ita ?- .  lim 0f\x l -  lim 
• •o

Si x es entero

lim
• •o

lim
4 - 0  * »-o

_  l i m  =  | ¡ m  [ x ± J r ] _ - j x l _/(X) = lim — -  lim J-
4 - 0  »  » - o  "

Pero lim [x  + /i] -  lim [x j no está definido cuando x es entero (vea Problema 3-116), y asi/U ) no está 
*-o »-o

definida-

p r o b l e m a  5-44 Pruebe, partiendo de la definición, y  dibujando un grafo para ilustrar

a) S i g(x) = f (x )  + c, entonces g’(x ) =  / '(x ). b) S i g[x) = c /(x ), entonces g'(x) = c  / ’(x).

So lu c ió n . „ )  ■ lim -* L + 3 --  - lim f e  *  fi-*  ej- - f e 1 t _4  ■
4-0 " 4-0 '•

4-0 »

La Figura 5-9 indica la relación entre / 'y  ( f  4 c)‘.

b) g'(x) = lim * X + -!\-ZJM  -  lim S & + J»  — -  c • lim ife ±  «  ~ -  c-/tx).
4-0 " 4-0

l-a Figura 5-10 indica la relación entre/’ y (c/)'.

Figura 5-9 Figura 5-10www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  5-45
Suponga que /(x)

a) Calcule/'(9);/'(25),/'(36).
b) Calcule / '(31), / '(52), / ’(62).
c) Calcule / ‘(a2), f\ x 2\ S i no resuelve este problema es porque no tiene en cuenta algo 

muy importante: f '(x 2) es la derivada de/ en el número x2; no es la derivada en x de la función 
gix) = A x 2).

Para mayor claridad resuelva d).
d) Para / (x ) = x3 compare f (x 2)  y g (x ) donde g\x) = / (x 2).

So lución . f\x) -  3x2

a) f ig ) = 3 • 92; / (  25) -  3 • (25)J ; f(36) - 3 • (36>2.
b) f (3 2¡ = m  = 3 • 92: f lS 2) = f l 25) = 3 • (25>*: / (6 a) = /'(36) = 3 • (36)*.
c) f ia 2) -  3(aJ)2 - 3a*: f ix 2) -  3(xJ )2 - 3x4.
d) f ix 1) = 3x4; pero g(x) = fix1) -  <x2)J x4 y g'lx) -  6x».

P ro b le m a  5-46 , ^  Suponga g(x) = f (x  + c). Pruebe (partiendo de la definición) 
que g'lx) = f 'lx  + cX Dibuje un grafo para ilustrar esto. Para hacer este problema deberá escribir 
aparte las definiciones de g'(x) y f '(x  + c) correctamente. E l propósito del Problema 5-45 fue 
convencerle de que aunque este problema es fácil, no es completamente trivial, y  hay algo para 
probar: no se pueden simplemente escribir primas dentro de la ecuación g{x) = /(x  + c ) Para 
mayor énfasis:

b) Pruebe que si g(x) = /(ex), entonces g\x) = c /(ex).
c ) Suponga que /  es dcrivablc y periódica, con periodo a (esto es. /(x  + a) =  /(x ) Vx) 

Pruebe que/cs también periódica.

So lución , a) g(x) -  lim ̂ - + h> Z JÉ Ú . = lim & ± . h + fL -
» - 0

lim
»-o

A lx  + c ] + h) -  fíx *  < ) 
h f \ x  +  C ) .

La Figura 5-11 indica la relación em re/'y g si 0<x) = fíx  + cX

ó) g'(x) = lim h¡ ^ l  = lim + "  * cx) -  lim M £ í±  -
k *o ”  4-0  ™ ai «O

= lim .  c . Iim + W - ./ te ) _  c
»-0 X *-0 *

c) Si f/ ( x )  - fíx  + ax entonces g'lx) = f\x + aX por a) Pero g -  /. y asi f\x) = g'lx) = J\x  + a) 
para todo x .  lo cual significa que f  es periódica, con periodo a.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  5-47 Encuentre /*(x) y también / '(x  + 3) en los siguientes casos. Sea muy
metódico o se equivocará seguramente.

a) /(x ) = (x  + 5)’. 
h) flx  + 3) -  x 4.
r> /(x  + 3) = (x + 5)7.

S o l u c i ó n ,  a) Si g{x) = x\ entonces g'(x) = 5x*. Ahora flx) - g(x 4 5) y asi. por el Problema 5-46 <iX 
f\x) g(x ♦ S> -  S(x + Sf.

b) flx) -  (x - 3)* porque si x, ■ x + 3. x = x, -  3 y flx ,) = (x, -  3)’ y quitando d subíndice flx) = 
- |x - 3)’./lx) -  5(x - 3)4. como en la parte a); of\x  + 3) -  5x\

c) Si x, -  x + 3. x x, -  3 y yix,) = (x, -  3 + 5)’ o flx ,) =• (x, + 2)’ y quitando el subíndice 
/Ix) (x + 2)’./T.x) -  7(x + 2)*. como en la parte a)\f\x + 3) = 7(x + 5)“.

P r o b le m a  5-48

no será la misma.
Encuentre f {x )  si /(x ) = g{( + x), y si / (i) = g(i + x). La respuesta

S o l u c i ó n .  Si flx ) = gil -t x). entonces f\x) = g'O -f xX por el Problema 5-46 a).
Si fl() = gil + xX entonces/Tf) -  g'(t + xX por el Problema 5-46 al. asi quc/lx) «■ /(2x) (haciendo i  -̂ xX

P r o b le m a  5-49
• Sea/una función tal que /<x) x 2. x  racional

0 , x irracional
dcrivablc en 0. [N o  se asuste de esta función. Escriba aparte la definición de /'(O).]

. Pruebe que /  es

S o l u c i ó n .

/ (0 , , . im m ± 4 z M - , i m M
*-o n »-o n

Ahora

si que lim 4^- - 0.
4-0 n

m
h

0, si h es irracional 
h2
T ■ h. si h es racional

P r o b le m a  5-50 • a ) Sea /  una función tal que |/(x)| S  x2 para todo x. Pruebe
que /  es derivable en 0.

b) Este resultado ¿puede generalizarse si x2 se remplaza por |g(x)|? ¿Que propiedad debe 
tener 0?

S o l u c i ó n ,  u) Observe que flO) = 0. Debido a que \flh\ih\ S  h2/|/i| S  IH  se sigue que lim flh)/h = 0. 
esto es./'(0) = 0.

b) Si £<0) = 0 y g(0) = 0, entonces/10) = 0. Para |flh)'h\ S  |tf*yA| = |[p(h) -  9t0)J/h|. lo cual puede 
hacerse tan pequeño como se quiera, eligiendo h suficientemente pequeño, porque g{0) - 0.

P r o b le m a  5-51 • Sea a > I. Si/satisfacc |/(x)| á  |x|*. pruebe que/es dcrivablc en 0.

S o l u c i ó n .  Debido a que l/|0)| s  |0|*. tenemos /|0) -  0. Ahora |/|*J/á| S  |fc|« ». y lim |*|‘ '=  0. 
porque x > I. y asi lim/IW/r = 0. Por tanto. /T0) = 0. **°

»-owww.FreeLibros.org
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P r o b le m a  5-52 ,  ^  Q <  <  ,  pruebe quc sj f  ^ ¡sfoce  | / ( x )  ^  |x|' y  /(O ) =  0 .

e n to n c e s /n o  es d erivab le  en 0.

So lu c ió n . £  l/tl* 'deb ido  a que I  -  I < 0. el numero |*|'~ ‘ se hace muy grande cuando h

se aproxima a 0. y así lim no existe.
»-o "

P ro b le m a  5-53 . .  s ^ ,  =  0  para x irracional, y  l/ q  para x =  p/q reducida a su
mínima expresión. Pruebe que /  no es derivable en a  para cualquier a.

N o ia .  Obviamente es suficiente probar esto para u irracional ¿Por que? Si a »  na,a2a,...es el desarrollo 
decimal de o. considere [fia + h) - fia)\/h para h racional y también para h -  0.00... 0a..

So lu c ió n . Debido a que/ no es continua en a  si a es racional,/ no será derivable en a  racional. Si a = 
~  0. a , a 2t i j . . .  es irracional y h es racional, entonces a  + h es irracional, asi f i a  + h) -  f i a )  -  0. Pero si 
h -  - 0,00... 0 a . . e n t o n c e s  ü + /« = 0. u,ú,... a. 000....y asi/u + h) £ 10_‘, mientras |ñ| < 10 *. 
asi que \ [ f i a  + h) -  /(a)J/A| ;> I. Por tanto, [/la + h) es cero para h arbitrariamente pequeño y
tiene también un valor absoluto £  I para h arbitranamente pequeño, luego lim ll"  '  *!' no puede

» - o  "

existir.

P ro b le m a  5 -5 4  q) Suponga quc / (fl) =  g[a) m h (a l  quc / jx ) ¿  ^ x ) < h(x) para 

todo x y que f\ a ) = J t M  Pruebe que 9 es derivable en a  y que f ia )  = g'(a) = h’la). [Comience 
con la definición de g'[a).]

b) Muestre que la conclusión no es cierta si omitimos la hipótesis/(a) = g(a) -  h(a).

So lución , a )  fix) £  g(x) £ JiU ). Sea x  - a  + r.

f i a  +  I )  £  ( f ia  +  1) <  H a  +  ¡ )

Restando la misma cantidad f i a )  = g (a )  = «a) y dividiendo por r *  0.

fia  + f) -  fia) „  fia  + I)  -  0<u) _  Ha + f) -  Ha) 
t S ~ I  l

Los miembros extremos se aproximan al mismo limite y. por tanto (teorema del sandwich), el miembro inter
medio se aproxima al mismo limite.

b )  Un contraejcmplo sin la condición f i a )  -  f i a )  »  W u ) «  muestra en la  Figura 5-12.

Figura 5-12 Figura 5-13www.FreeLibros.org
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• Sea  /  cualquier función polinomial. La línea tangente a /  en 
[o. f ia  1] es el grafo dc g(x) -  f (a X x  -  a) + fia ). Por tanto, f[x ) -  gix) es la función poli
nomial d(x) = f(x ) -  f (a )(x  -  a ) -  /(a).

a) Encuentre d(x) cuando f(x ) = x* y demuestre que es divisible por (x  -  a)2.
b) Debido a  que d(x) = (x -  a)2 cuando/(x) x2 y cuando/(x) = x5d(x) = (x -  a)2(x + 2a\ 

hay alguna evidencia de que d(x) es siempre divisible por (x  -  a )2. La Figura 5-13 da una justi
ficación intuitiva.

Generalmente, las rectas paralelas a la tangente cortan el grafo en dos puntos; la recta
tangente corta el grafo solo una vez cerca del punto, entonces la intersección debería ser una
«doble intersección». Para dar prueba rigurosa, primero observe que

_ 4 * L  , / ( * ) . - M - r (Q)
x — a x — a

Ahora conteste las siguientes preguntas: ¿Po r que es /(x) -  fia ) divisible por (x  -  a)? ¿Po r qué 
hay una función polinomial h tal que h(x) = d(x)/(x -  a) para x ^ n ?  ¿Po r que lim h{x) »  0? 
¿Po r que hia) =  0? ¿Po r qué esto resuelve el problema?

So lución , a) dlx) = flx ) -  fla){x -  a) -  fla) = x‘ -  4a*(x - a) -  a*- x* - Aa'x + Ja4 =
= (x -  ax2+ a‘x -  3aJ ) = (x - a)(x -  uKx2 + 2ax + 3a2).

f>) flx) -  fla) ohviamcntc tiene una raíz a. y. por tanto, flx) -  fla) es divisible por (x -  ti» Esto significa 
que [/(x) /(ü|]/(x -  a) es una función polinomial. y asi d(x)/(x -  a) es la función polinomial /i(x) -
- Iflx) -  /a)]/(x - a) -  fia). Entonces lim h(x) = 0. por la definición dc /la). Esto implica que hfa) = 0.

M

porque la fundón h es continua. Asi. «flx)y'(x -  a) tiene a como una raiA y. por tanto, d(x)/<x - a) es divisible 
por (x -  a), esto es. iflx) es divisible por (x -  a)1.

152

P r o b le m a  5-55

P r o b le m a  5-56 a ) Suponga que/ es derivable en x. Pruebe que

f 'ix ) = lim 
*-o

/(X  + h ) - f jx - h )  
2h

Soia. Recuerde un viejo truco algebraico: un número no cambia si se le añade y se le quita la misma cantidad 

•* h) Pruebe, más generalmente, que

f ix )  = lim f ix  + h) - / (x - JO  
h + k

Solución.

n „  .  Um 7U +  » > - j f r )  _  lin, ^ - * )  - M  ,  M = M = J L .
»-o

Por tanto.

www.FreeLibros.org



Debido a que Qflx + /r) -  J[x)]/h y (/Jx) -  J\x -  k)]/k están próximas a/Jx ) cuando h y k son suficien* 
temen le pequeños, esto podría tomarse para deducir que ^  *- *  ^  ~ ̂ x “ . *) C)i,á próximo a | 'j j  f 
+ h *  k )/ U ) = J\x\ Sin embargo, hay que tener cuidado con este razonamiento por la siguiente razón: 
si hfth + k) fuera muy grande, entonces

h Ax + h )- f íx) 
h + h h

podría diferir dc hf\x)/\h + k) en valor muy grande, aun si [/|x + h) -  /(x)J//i difiere dc J\x) en valor muy 
pequeño. Seria esencial tomar h y k positivos; dc otra manera, hfth + k) podría liaccrse muy grande eligiendo * 
próximo a -h. En efecto, el teorema es falso si h y k tienen diferentes signos, aun cuando h + k = 0 no se 
permite. El razonamiento correcto es como sigue: si e > 0. hay un ó > 0 tal que para 0 < f i < ¿ y 0 < f c < ¿  
tenemos

- M < .

Como fe h > 0. podemos multiplicar estas desigualdades por h/fh +■ k) y k¡{h + k\ respectivamente Sumando 
los resultados,

- ' (  *4x ♦ T * x ) < * *  ^  k> -  ( t T T  * <‘ ( ^ T  + T h )

- < * 4 ^ - * '  _ / w < ‘
Esto prueba el limite requerido.
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P ro b le m a  5-57
S i S„<x) = Xa, y O g k g r t ,  pruebe que 

S ftx ) = X * '4 = k\®x--‘

So lu c ió n . Prueba' por recurrencia sobre fe El resultado es verdadero para k = 0. Si 

entonces
S**'Vx>- ? ' f r f - t - i ,  ü !í? ~ J l  x*
** w  (n — k)'. (n -  k)(n -  k -  \)l

* #,w - T P H m n r * ’ ~ u

»-i

P ro b le m a  5-58 ^  Encuenirc / '(x ) si / (x ) =  |x |J . Encuentre f"(x ). ¿Ex iste  / '"(x )
para todo x?

/>) Analice /  análogamente si / (x ) = x4 para x ¿  0  y / (x ) = - x 4 si x <, 0. 

So lución , a) Debido a que
I x* • * > 0
I  -x* . x < 0.

tenemos
3x*. x > 0 (  6 x . x > 0

Además, /(0( = /(0) -  0. Pero /'(0) no existe.www.FreeLibros.org
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/>) La mUmd dase <Je razonamiento muestra que

x4. x S  0 
- x 4 .  X S O

, 4x\ x  > 0 ( I2x2. X  > 0
/ W “  |  — 4x*. x < 0 A l* )  “  j _  12x*t x < 0

que/'(O) = /"(O) = /'"(O) = 0. pero quc/,4)(0) no existe.

f " U )
24x . x > 0 
24x . x < 0

P ro b le m a  5-59 • Sea / (x ) = x* para x 2: 0 y sea/(x ) = 0 para x £  0. Pruebe que/” - ti
existe (y encuentre una fórm ula para ella), pero que/ ” ’(()) no existe.

So lu c ió n . Obviamente /*\x)
(n - *>!

x4-1 para O S i S  » -  I  y x >  0, mientras /*'|x) -  0  para
todo te si x < 0. De estas fórmulas o  fácil verque/'^O) = 0 para 0 £  Je £  n - I. En particular,/* ‘ "(x ) = n!x 
para x £  0 y / * " '*(x> -  0 para x £  0. Asi. /*H0) no existe, porque lim n'.h/h -  n i mientras lim 0/h = 0.

P ro b le m a  5-60 Encuentre/'(x ) para cada una de las siguientes funciones:
1

a) / (x ) = sen [sen (sen (sen (sen x )))]. g)
b) /<x) = sen [(sen7 x 7 + 1)7J.

c) /<x>- [((x a + x )J  + x)4 + x ]J . h)
d) / (x ) = sen [x a + sen (x2 + sen2 x )].

e) / (x ) = sen [6 eos (6 sen (6 eos 6x))].

f ) / (x ) =
sen x 2 sen2 x 0

1 + sen x

x - x + sen x

h) / (x ) = sen I  -

i) / (x ) -  sen

So lu c ió n .
a) eos [sen (sen (sen (sen x)||] eos [sen (sen (sen x»] • eos [sen (sen x)] • eos (sen x) eos x
h) eos (sen’  x7 + I)1 • 7 (sen1 x7+ l) ° • (7 sen* x7 • eos x’  • 7x6).
e) 5 [(x* + x)» + x]4 - [ I  + 4((xa + x)» + x)‘ { I + 3<xa + x)a [ I  + 2 x ]}].
d> eos [xa + sen (Xa + sen xa)] • [(2x + eos (xa + sen xa) • (2x + 2x eos xa))j.
e) eos [6 eos (6 sen (6 eos 6x))] • 6[ -  sen (6 sen (6 eos 6x)] • 6 eos (6 eos x) • 6 ( -  sen 6x) • 6],
^  ( I + sen x)(2x eos xa scna x *■ sen xa • 2 sen x eos x) — eos x sen Xa scna x

0)

2(1 + eos x) 1 
(x + sen Xp J

(I O1

x + sen x r

• " ( — ( U ^ ) )
I  x \ f ,  / x \ x — sen x  — x [ I  — eos x l 1
( x- ^ t )  x -  s e n r )- ---- (x — sen x)2x -  sen

www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  5-61
Pa ra  cada una de las siguientes funciones /  encuentre f '[/ {x )]

[no a ) f (x ) m ■. b) / (x ) = sen x. c ) / (x ) -  x*. d) / (x ) »  17.

S o l u c i ó n .

M  -  < T t V
-1

í í f M ]  -  eos (sen x).

- m -

b) /'(x) = COS X

c) /'<x> -  2x ~  / tf lx )] -  2 • x> -  2x>.
d) f (x )  = 0 => /t/(x )] -  0.

P r o b le m a  5 -6 2
Para cada una de las siguientes funciones/  encuentre / [/ '(x )].

o) /(x ) 

S o l u c i ó n .

b) / ( X )  -  x*. c) /< x) = 1 7 .  d  A x ) = I7x.

*>) /fx) -  lx
c) / lx ) — 0
d) / lx ) -  17

/£A*>] -  -

Ax) =  X 2 =  /[/ lx )J -  (2 x )J  = 4xJ.
Ax) “ 17 ~  / I/ lx )] = 17.
/lx) = )7x -  /[/lx )] = /II7) =17 17.

P r o b l e m a  5-63
Encuentre/’ en términos de g si

d  A x )  =  g [ x  +  sfu)].
b) A x ) = g [x  • g(a)].
c ) A x ) -  g [x  + g (x )l

d  A x ) = gix) • (X  -  a),
e) A x ) = giaHx -  a). 
/ )  A x  + 3 ) = g(x2).

S o l u c i ó n .

a) f(x ) “  g'[x g{a) • D,[x + 0(a>] - g'[x + £(u)] • I = 9‘[x + g{a)].
b) /'(x) = g [x  • «(a)] D,[x  • g(a)J = ff [x • gia)] • [x  • 0 + g(a) • I ]  = g [x  • g(a}] <¿a).
c) f ix )  -  ff [x  + f*x) • D ,[x + ^(x)] = g [x  + fl(x)J • [ I  + g{x)].
d) f (x )  -  **x) D,(x -  a) + (x -  a) ■ D,g{x) = g(x) • ( I -  0) + (x - a) • f/'(x) = 0<x) + ¡/'(x) • (x - a».
*> /"(x) = ff(a) • D,(x - a) + (x -  a>- D^(a) -  gfaXI -  0) + (x - <i) • 0 = g{a\
A  íix )  -  » [(x  -  3)J ] - 2(x - 3).

P r o b le m a  5-64
Sea / '(x ) -  x2 sen l/x para x  *  0. y sea / (0 ) = 0. Suponga también

que h y k son dos funciones tales que

h (x ) -  sen* [sen (x  + 1)] /c'(x) = / (x  + I)
M0) = 3 *(0) = 0.

Encuentre:

a) { f °h ) ‘(0). b) (* :»/ )'(0 ). c) a ’(x2), donde *(x ) = /H*2)-

So lu c ió n .
a) (/  o A)‘ (0) = /’[M0)1 - /i'(0) = /*(3) • sen* (sen I) -  9(scn 1/3) scnJ (scn l^yaquc/lx) = x'sen 1/x; 

~  / (3 ) = 9 sen 1/3.

www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  5-65 Encuentre/'(O) si / (x ) = { ^  ’¿ X* X  *  °  y g{0) = g'(0) = 0.

S o lu c ió n . Por definición, /JO) = lim lira g|X> ^ "-l|X Ahora

|¡m ¿ í L  «  lim = „■(()) .  0
i-n X . .o *

Debido a que |scn l/x| £  I. se sigue quc/10) -  0. (Vea Problema 3-63.)

P r o b l e m a  5 -6 6  y ^ d o  ia  derivada de / (x ) -  1/x encontrada en el Problem a 5-1 d).
encuentre (l/0 )'(x) por la regla de la  cadena (derivación de funciones compuestas). 

S o lu c ió n . La regla en cadena

(^-) (x) “  gYW  = / !» (* )] ' ff'M  “  “  ’ ff'M

I
g(x)ya que fog{x) = J[g {x)] = porque ;(x ) = - j y f\x) = -  -j

P r o b le m a  5-67 a ) Encuentre/'(x) para -  I < x < 1 s i/ (x ) = yj\ — x*.

b) Pruebe que la recta tangente al grafo d e/en  (a. J \  -  a3) corta a l grafo solo en esc 
punto (y así muestra que la  definición geométrica elemental de recta tangente coincide con la 
nuestra).

S o lu c ió n . <j) La regla en cadena y el Problema 5-1 c)

b( La recta tangente en el punto (a.N/l -  a ') es el grafo de

0<x) = — -j-j—-- — (x -  a) + v  I -  a*

Asi, si /(x) = g{x), entonces

(x -  a) + N/1 ~ a 2
—  /i*V  -  “

Elevando al cuadrado

I -  xJ  = -  M x  -  a) + 1 -

Multiplicando ambos miembros por I  - a ' .  y reduciendo términos semejantes, -x , - a 1= —2ax. esto es.

(x -  «j): = 0 o  x = a

Observe que el mismo razonamiento muestra que g no corta el grafo dc/x) = — v' l  — x1. que es la mitad 
inferior del circulo unitario.www.FreeLibros.org
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5-68 a) Pruebe que si /  es derivab le  en a. entonces |/| es también 
: en a, siempre que f ia )  A  0.

6) D é un contraejemplo si / (a ) = 0.
cf Pruebe que s i/ y  y  son derivables en a, entonces las funciones max ( f  y) y min (/  y) son 

4crivables en a, siempre que / (a ) A gla). 
i )  De un contracjcmplo si f (a ) = g(a).

So lu c ió n , a) Por ser/ derivable en u. es continua en a. De que/|a) / 0. se sigue quc/|x| A  0 para todo x 
tm mo intervalo alrededor de a. Asi. /  = \f\ o f  = -|/len este intervalo, y |/|‘(o) = /'(a) o |/|’(*i) - / (o )
T ih irn  es posible usar la regla en cadena y el Problema 5*37: [/I = J J 1, y asi

l/ llx )-  í 2flx ) -f\x) = f\x) - -¡¡S-sr 

h) Sea flx ) = x -  a.
c) Se deduce de la parte u). porque max lf,g) -  [/+*/ + [f -  y I )/2 y min If. g) -  [/  + g -  \f -  g|J/2
ii) Use el mismo ejemplo de la parte b\ eligiendo g = 0.

P ro b le m a  5 -6 9  . . .  p rucj,c que si / '" '[¿ (a )] y  gw {a) existen, entonces f o g ) 'ñ\a)
existe. Es inútil buscar una fórmula para (/ °  0)(*'(a). como comprobará si efectúa algunos ensayos. 
Para probar que (/ o existe tendrá que idear una proposición sobre (/ o yf*\u) que pueda 
probarse por inducción. Ensaye algo como: « (/ o existe y es una suma de términos, cada 
uno de los cuales es un producto de términos de la forma...».

So lución . Las fórmulas

IfoaYlx) ~ f[g (x )]'o '(x ).
(/o g) \x) -  /  [gix)] fo(x)]J + / fo x )] • </"(*).
tfog yix ) = rb flx j] • fo(x)]> + 2/ fo x )] • g (x) • g \x) + / fo x )] ■ g'(x) + g ‘(x) *■ / fo x )] • g '(x).

llevan a la siguiente conjetura: S i/ 'fo ti)] y t/ fa ) existen, entonces (/o gf'(u) existe y es una suma de términos 
de la forma

para algún número c. enteros no negativos m, m„ y número natural i s »  Para probar esta proposición
por inducción, observe que es verdad para n ■= I (con a  ■ m, = k = IX Ahora supongamos que para algún 
n esta proposición es verdad para lodos los números a tales que/"fon)] y g"\a) existen. Supongamos que 
/ "*"fo o )] y g"~ "(u) existen. Entonces glk\x) deberá existir para todo k <; n y todo x en algún intervalo 
alrededor de a, y f l\y) deberá existir para todo k s  n y todo y  en algún intervalo alrededor de g(a). Debido 
a que g es continua en o, esto implica quc/*(fox)] existe para todo x en algún intervalo alrededor de a. Asi 
la proposición es verdadera para todos estos x. esto es. If  o y?m'(x) es la suma de términos de la forma

c • fo (x )]"' • ... • fo ’fx )]’ " / ‘fo a )]. m, " I . í 0 , l í i s «

Por consiguiente. If  o g Y " "(a) es una suma de términos de la forma

c • m .fo(n)]"' •... • fo-ln)]"1 f o » ] " '  /"fo<D] « . > 0

fo (ü )]", * , ' . . . f o » r * / '- |>foa)]

P r o b le m a  5-70

y  tal que g ' f
a) S i f lx )  = a„x* + a . _ , x"“ 1 + ... + a0  encuentre una funciónwww.FreeLibros.org



b) S i/ (x ) =  -p- +  -p- + ... + - p , encuentre una función g con g = /

c) ¿H ay una función / (x ) -  U.X- + ... + a0 + + -=- tai q u e/ (x ) = —■?
X X  X

So lu c ió n , af Podemos elegir a(x) = T  + - 7 jX*- + ... + + a„x + e. para cualquier nú-n + i n ¿mero c.

c) No, la derivada dc/cs

/ W  -  « w í-  + ... + a ,-  i j -  -  ... -

158 LA DE WVAOA

P ro b le m a  5-71 Muestre que hay una función polinom ial/ de grado n ta i que:

a) / '(* ) = 0 para exactamente n -  I números x.
b) f ( x )  =  0 para ningún x. si n es impar.
í )  /*(*) =  0  para exactamente un x, si n es par.
d) f ( x )  = 0  para exactamente k números x, si n — k  es impar.

S o lu c ió n , a) Sea g una función polinomial de grado n -  I con exactamente n -  I raíces, entonces 
g ■ f  para alguna función polinomial /  de grado n (Problema 5-70).

6) Procediendo como en a i partiendo de una función polinomial g de grado n -  I con ninguna raíz 
lobservc que n -  I es par).

c) Podemos proceder como en a i o simplemente observar que /(x) = x" tiene la propiedad deseada.
d) Procediendo como en a), partiendo de una función polinomial g de grado n -  I con k ralees.

P ro b le m a  5 72 • a j E l núm ero a se llam a « ra íz  doble» de la  función p o lin o m ia l/
s i/ (x ) = (x  -  a)2 • gix) para alguna función polinom ial g. Pruebe que a  es una raíz doble de/ 
si, y solo si, a  es una raíz de / y / ’.

b) ¿Cuándo /(x ) = ax2 + bx + c(a  /  0) tiene una raíz doble? ¿Q ue dice la condición 
geométricamente?

S o lu c ió n , a) Si a es una raiz doble de /  con lo quc/Jx) -  (x -  a)2g(xi entonces/lx) -  (x - a)2g'(x) + 
+ 2(x -  afcrtx), luego f(a ) = 0. Inversamente, si/(a) = Oy / (a ) -  0. entonces /(x) = (x -  a)g(x) para algún g, 
y f\x) = (x -  ato(x) + g{xi luego 0 = /Ia ) = g{a); por tanto. tfx) = (x - a)«x). y fix) = (x -  a>J« x )

b) La única raiz de 0 = /fx) = 2ax + b es x = -  .de manera quc/ticnc una raiz doble si, y solo si.

b1
+ C“  “  4¿ +C

o b¡ -  4ac -  0. Geométricamente, ésta es. precisamente. La condición de que el grafo de/toque el eje hori
zontal en el único punto -b/2a. (Compare con la Figura 5-12 Problema 5-55.)

P ro b le m a  5-73

cuentre d(a).
S i /  es d crivab lc  en a. sea d(x) =  / (x ) — f '(a )(x  -  a) -  f(a ). En-

So lu c ió n . Debido a que d(x) = J\x ) -  f\ a i tenemos <f(a) 0. Lúe*» a es una raiz doble de d [vea el
problema anterior, parte a)].www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  5 74 Sean a ,, . . . ,a ,  y b ¡,...,b a números dados.
a) S i x „  x , son números diferentes, pruebe que hay una función polinom ial/ de grado 

2n -  1. tal que/(x ;) = f (x , )  = 0 p a ra ; *  i, y / (x ,) = a* y f (x , )  = b,. (Aqui recuerde el Pro
blema 5-72.)

b) Pruebe que hay una función polinom ial/de grado 2n -  I con /(x ,) = a, y f'(x ¡) = b, 
para todo i.

So lu c ió n , a) Obviamente /  tendrá que ser de la forma

flx ) = ñ  (x -  x/(ax  + b) 
i- i
)*<

(debido a que cada xr j  / i es una raiz doble, por el Problema 5-72). Por tanto, es suficiente mostrar que a y  b 
pueden elegirse de modo que/x,) = a, y f[x ,) «  b,. Si escribimos/en la forma/x) -  g{x)(ax + b), entonces 
debemos resolver

[ff(x,)xJ • a + (rtx,) • b = u,

[/(x jx , + g(x()] • a + 0'(x j • b = b,

Estas ecuaciones pueden siempre resolverse porque

IX *,)*,] ’ 9\Xd ~  [ff'(x,)x, + gix,)]glx¿ -  [»(x()]2 *  0

b) Sea /  la función construida en la parte a), y sea /  = / , + ... ♦ /..

P ro b le m a  5-75
Suponga que a  y fe son dos raices consecutivas de una función po

linomial /. pero que a y  ó no son raices dobles, de modo que podemos escribir f[x ) = (x  — a) 
(x  -  h]g(x) donde g(a) *  0 y g{b) *  0.

a ) Pruebe que g(a) y g{b) tienen el mismo signo. (Recuerde que a y h  son raices consecutivas.) 
h) Pruebe que hay algún número x con a < x < b yf ( x )  = 0. [D ibu je un grafo ilustrativo.

Compare el signo de f\ a )  y  / '(ó )]
c) Ahora pruebe el mismo hecho, aun si a  y b son raíces múltiples. (S i / (x ) = 

= (x  -  a )"(x  -  b)'g(x) donde g(a) /  O y  gib) 0. considere la función polinom ial h(x) -  
= / '(x )/ (x  -  < i)-- '(x  -  f e r ' . )

Este teorema fue probado por el matemático francés Rolle, en relación con el problema 
de aproximar raíces de polinomios, pero el resultado no fue establecido originalmente en tér
minos de derivadas.

So lu c ió n , a) Si yfa) y g{b) tienen diferentes signos, entonces g(x) debería ser 0 para algún x de Ja, b[. 
lo cual implica que/x) = 0, contradiciendo el hecho de que a y b son raíces consecutivas.

b) Tenemos f\x) -  (x -  b)gix) + (x -  b)gix) + (x -  a)(x -  b)g'(x\ de manera que
f\a) m (a  -  b)g{a), 
f\b) = (b -  a]g{b) .

Como g(a) y g{b) tienen el mismo signo, fia ) y f\b) tienen diferentes signos. Asi, f\x) = 0 para algún x 
en Ja, b[, porque/ es una función continua (Vea Fig  5-14.)

www.FreeLibros.org



c) Debido a que /Ix) -  mfx -  a )" ' '(*  -  V tfM  -f (x - d frix  -  bf~ 'tfx) + (x -  aH « - WV(xX 
tenemos

Ma) = m<a -  %<*). 
h(b) -  ni a b)gíb).

dc modo que Ma) y h(b) tienen diferentes signos, y Wx) = 0 para algún x en ]a. í>[. lo cual implica que /\x) -  0.
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P ro b le m a  5-76 Suponga que / (x ) = xg(x) para alguna función g(x) continua en 0.
Pruebe que / es derivable en 0. y encuentre f (x )  en términos dc g.

So lución . J\ 0) = lim -’ ,h) = lim h- ~  — = lim g(h) = «<0) porque g es continua en 0.
»-o n  * - 0  " *-o

P ro b le m a  5-77 .  Suponga quc y  derivable en 0. y que /(0) -  0. Pruebe que / (x ) -
= X0<x) para alguna función g continua en 0. (¿Qué ocurre si trata de escribir g{x) = /(x)/x?)

So lución . Sea

*<*> -  < *
í x * 0  

\ m  . x - o

Entonces flx ) = xg{x) para todo x. y

0 ( 0 ) - J V »  -  lim  /,X ) -  ü m ^ x)
■  - O  X  ,  .O

y, por tanto, g es continua en 0.

EJERCICIOS P R O P U E S T O S
Halle las derivadas dc las siguientes funciones:

1. y = x* -  4x‘ + 2x - 3, Resp.: y’ = 5x4 -  I2x* + 2

2. y - j - j x  + x1 -  0.5x4. Resp.: y* -  - + 2x -  2x*

3. y  -  ax1 + bx -y c. Resp.: y' -  2ax * h

4. y = - 5í i .

5. >• = or  + fcr".  Resp.. /  -  mar-' + b(m + n)|—

6. y -  u- -
y/ar T b 1 y/a1 + b3

7. y  = ±  + ¡n Z  Resp.. /  = -  ~p

8. y  -  3xw  -  2x>" + x“ *. R e s p . : / -  2x ,l> - Sx,f¡ -  ¡x  *

°  x»'»9. y  •  x \ ?P . Resp.: /  “  3

- ^ "  3 x \ fí "  3 Í f Fwww.FreeLibros.org



"•  y - H w -  Rr¡p : ' - v z b f

<*• y--p~tA-s- ' - & & &
'3 . y - s r r - r ' - T -  R“ p  *  ■ 7 B J - V

'14.) y  -  * Resp.: y ' -  — --- !--—
V- /  l - 7 ¿  V ¿ ( !  ~  >/*)*
15. y = 5 sen x + 3 cos x. Resp. y’ •  5 cos x -  3 sen x

16. y = igx — colgx. Resp.. y’ -

sen x + cos x - . ,  —_2______
y  "  sen x -  cos x ‘ (sen x -  eos x(r

Í8 . y  = 2/ sen í  -  (í2 -  2) eos l. Resp.: /  -  l* sen f

1». y = x colg x. Resp.. y* = colg x - *?—
s e n  x

Halle la derivada de las siguientes funciones (aplique la regla para derivar funciones compuestas):

20. y  -  ( I + 3x -  5xJ)J0. Resp.: y  -  30(1 + 3x -  5x,), , (3 -  lOx)

„ .  , _ ( ¿ s ± * ) r  * « , ,

22. Jly ) = (2a + 3by)1. Resp.: f\y ) = 12ab + ¡8b2y

23. y  -  (3 + 2x2)4. Resp.: /  -  I6x(3 + 2x2)’

24- y - m h i r - m h m - m h w -  Resp: y’ "  ¿ - i V

25. y  -  N/1 -  xJ. Resp.: y -
v  I “  x

bx2

27. y  = (fl^* -  **»)**. R«p.. /  -  -

28. y  = (3 -  2 sen x)s- Resp.: y’ = -10 cos x(3 -  2 sen x)4
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2 6 .  y  = y ú  + bx*. Resp.: y «  -

2 9 .  y -  t g  x -  -y t g ’  x + y  t g ’  x. Resp.: /  = ' ------- ” ~ 8~

3 0 .  y  -  N/c¿«¿ x  -  ^ R e s p . : y ‘  -  — = 1 ^

3 1 .  y =  2x +  5 eos* x. Resp.: y* =  2 -  15 eos1 x sen x

3 2 .  x -  coscc2 l  + sec2 1. Resp.: x* - 16 eos 2: 
s e n *  2 1

33 M  -  -  <(| -  i * » W  Rrsp m '  ( I - 1 w

34 3 -  T c ¿ I T  -  ¿ ¿T ,-  R' sp W 7

l/3  sen x — 2 cosx D . .
3 5 .  y =  V --------------------5--------------------- « « P  • y

3 cos x + 2 sen x
2J 15 sen x -  10 cos xwww.FreeLibros.org
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 ____   | _  ,  2  e o s  x  3  s e n  x
36. y  -  ¿5 5 * 5  + R«p .: y  -  - ^ =  -  —eos* X

I37. y  -  sen 3x + eos + ig ^ .  Resp.: y -  3 eos 3x -  y  sen f  +

38. y -  sen (x2 -  Sx + I)  + tg-J. Resp.: y = (2x- 5)cos(x» -  5x + I ) -
*  Xa eos —

39. Ax) -  eos (ax + R«P- • / W  "  * "  <“ * + &

40. f ii) -  sen i  sen ( i + <p). Resp.. /Ti) -  «n  (2i + «o)

41. y  -  sen» 5x cosa y .  R « P  y ' = 15 senJ 5x eos 5x cosa y  -

- y  sen’  5x eos J  sen y  

I I  4 „  , 4x + 3
^  >’ -  -  JU T = W  -  T ^ T *  R^ : '  ~  ( ^ 2 T

43- y “  í f  H t ’ R rv "  y " ^ =  T T T x T l?
l a  + bxT\■ ■ 2aftwix*~'(a + frx")"-1

>• = l  ~ f i ? 7  * P"  '  (** -  fc*T u
._____  _ . u -  3x

45. y  = (a + x )v tí -  x . Resp.: y * »
2^ / a  -  x

,____________„  . 3xa +  2la *  b +  c)x + ab + ac + be
46. y - j n - a H ^ H x  + c). Resp.. / -------

47. r  -  f l y  + v/y. Re'P- %  -  *  -  *>. -

48. x -  — - ‘ Resp. x' -  = D, -  —— *  ** —
V 2ay -  y5 dy ¿(2ay -  y! P
    _ _  „  , (a -  tf) sen 2x

49. y = v a sen2 x -f ¡i eos3 x. Resp. : y  -  . ■ .
v  2vr2 senaT  + /feos3 x

50. /le) = (2/ + l)(3i + 2)¿3T+ "2. Resp.: /TD = 2(7i + 4 )¿3 r + 2 

Calcule la derivada /  = de las siguientes funciones y, dadas en forma paramétrica:

I x = 2/ - 1. dv 3
»•  ^  “  7 x *"  T

52.

53.

54.

* " T
i

t t *

( t T t ) ’  * ' - T T T
_2 o f
I + l* '  _  2/

* « p  . / - - p r p

3u i

x "  Ü F -
3u i a

y “ T + lr *
R e s p .: y '  =  - ^ r - ^
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55. | X • y fi.

¡ Resp.: y - * .
y  dx

2
3 ¿ í

56.
x ** ,/r7 + 1. 

i  - 1
Resp.: i + 1

ñi2 + i)
ym  J F T 1 '

j x = afeos f ♦ t sen l). dy57. | y  m a (sen l  -  l  cos r).
Resp. : «g i

58.
i x « a c o s J r. 
} y -  *  sen' í.

Resp. : _ b 
a

59.
1 x ”  a eos’  f. 
) y  m b sen* l.

Resp.: - >

eos1 r

60.
Je o s ü Resp.: *<- II 1 + tg* r
sen* i

V¿os21

inción dada por las e l x = 2t + 3íJ61. Demuestre que la función dada por las ecuaciones paramctricas ^  t2 + 2i* sa,'sfacc a la ccuación

y

Halle la derivada /  = de las siguientes funciones implícitas y :

62. 2x — Sy + 10 - 0. Resp.: s - í

63. Resp.:

64. x* + y* = n1. Resp.:

65. x’  + x*y + y1 -  0. Resp.: x(3x + 2y)
'  xJ + 2y

66. v/* + V y  -  v/á- Resp. : y - - [ ¿

67. ^x7 + 3 7  -  ^Ó7. Resp.: y - t i
68. ..i *  ”  7 üj*in • y -  i  ¥  -> x + y  ’ O C • y 3(* -  y  ) + 2xy 

i -  y’
1 + 3xy7 *  4y*

69. y -  x — 0.3 sen y. Resp.: 1°
y 10 -  3 eos y

70. u cosJ (x + y) = b. Resp.: y -  -1

71. Rétun * > cos3 .yig y = *y- 1 -  x eos* y

72. Halle y en el punto M (l, 1) si 2y = 1 + xy*. Resp.: y’ "  - i

73. Halle y en el punto 02, 1) si (x + y)* • 27(x -  y). Resp.: y  -  owww.FreeLibros.org



l  X* sen - SÍ X *  O
74. Encuentre la derivada dc la función fix ) -  j  x en x -  0. esp.: J

(O  si x »  O

75. Pruebe que si /(x) es dcrivable en x = a. entonces

lim .  fia ) -  af\a)

Kr,p ,¡m m .- i m . .  u n  +-*¡l  _
. . .  X - f l  A .  a »  A x

.  ,im A sBSL  -  fl lim .  /(a) -  U/Tal

LA DERIVADA

A>-0

76. Suponga que/tx) y p<x) se anulan en x - 0 y son dcrivablcs en x - 0. Pruebe que

/!*> „  ñ °±
S  ¿ M  VW»

sen x
si 0’(O) *  0. Use esto para calcular el limite lim —y— .

77.  ¿Para qué valores de a y b la función fix ) = j  *  es dcrivable en x0?
| ax + h si x > x0

Resp. .* u = 2x0. b = —

Nota. Tenga en cuenta que la función debe ser continua en Xo y que

. . . .  X  -  X 0  r - c  X  * 0

78. ¿La función fix ) -  |x|* es dcrivable en x = 0?
79. Pruebe que si flx ) es dcrivable en x„. entonces

lim n |/  |x0 + -jJ-J — ytxo,] *= /1x0)

80. Partiendo dc la ecuación ^
I + x + x1 + ... + x* = —

obtenga fórmulas para

a) 1 + 2 x + 3x* + . . .+  n x - ' ; b) l*x  + 2’xJ  + 3*xJ  + ... + n V .
(Derivando obtenemos la primera, y con algunas transformaciones llegamos a la segunda.)

81. Halle la segunda derivada dc las siguientes funciones:

a| y  =  Je* +  7x* —  5* +  4. R" ’> : '  56*‘  "
W y - « a ' a .  ***••

e) >’ “  T + T -

82. Demuestre que la función y -  satisface a la ecuación diferencial I + y- -  2yy".

83. Halle y*", si y -  x* -  Sx1 + 7x -  2. R'*P  : f "  -  *

84. Halle/~(3). si fix ) -  5(2x -  3)'. ^  ; "̂<3> ’  4320
85. H a llo - , si y - s e n  2 ,www.FreeLibros.org
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•4. La ecuación del movimiento de un punto, sobre el ejeOx. es x - I00 + 5r -  0.001 • r\ Halle la ve
locidad y la aceleración de dicho punto para los instantes r„ = 0; r, = I ; i2 ■> 10.

Ñola. Recuerde que v velocidad instantánea = -í* y que aceleración instantánea

dv d I  dx \ d‘x
a  ^  ~ ¿r ”  ~á¡ [ i r )  = ¿ i1'

Resp.: La velocidad v -  5; 4.997; 4.7. La aceleración a = 0 ; -0.006; -0.06.

87.

88. Empleando la fórmula de Lcibni/, halle si

a) y  -  ( I -  xJ)cos x. Resp.: y *  = (I -  xJ)cos | x  + -y- J  -  2#ixeos |x  + y  j  -

-n(n -  I)  eos (x + —

b) y  = — Resp..* -  <~ l r ~‘j l¿  -(2n ^ - [ x  -  (2n -  IJ]
v x 2*x j

Aforo. Halle primero la derivada n-ésima de eos x en a) y de J x  en H  (Vea el ejercicio siguiente para 
un ejemplo.)

89. Halle la derivada n-csima de las siguientes funciones:
a) >• -  sen x.

Resp.. y ' = eos x = sen + y  J

y" ~  —sen x = sen |x  + 2 y

>•"' -  -eos x = sen

y 1'  = sen x -  sen

( t  + 3 T  

( X  + 4  2 )

y1** -  sen |x + n *  |

b) y  -  eos 2x. R e sp .;  y *  =  2* eos ^2x +  n *  J

c> > -  T T T -

Por la circunferencia x1 + y2 = a3 se mueve el 
punto con una velocidad angular «o. Halle la ley 
del movimiento de su proyección M , sobre d 
eje Ox. si en el momento f = 0 d  punto ocupa la 
posición Mota. 0). Halle la velocidad y la ace
leración del movimiento del punto M ,. ¿A  que 
es igual la velocidad y la aceleración del punto 
M , en el momento inicial y en el momento en 
que pasa por el origen de coordenadas? ¿Cuáles 
son los mayores valores absolutos de la veloci
dad y la aceleración del punto M ,?

Figura 5-15

Resp.: La ley del movimiento del punto M, 
es x — a co', o/l; la velocidad en el momento i  es 
r -  ota sen u»t; la aceleración en d  momento í 
es —ao>2 eos tol. La velocidad inicial es igual 
a 0 ; la aceleración inicial es -ato1; la velocidad
cuando x 0 es ±ato\ la aceleración cuando x - 0 es 0. E l valor máximo de la magnitud absoluta 
de la velocidad es ato. F.I valor máximo de la magnitud absoluta de la aceleración es «o \

www.FreeLibros.org
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J )  y - y — ;  Resp :  * *  “  jn ^ x frr r
e) y = sen1 x. Resp.: / *  -  2“* ' sen ^2x + (n -  I)  -* J

90. Halle j J j -- para las siguientes funciones:

* •  1

x -  a  eos L 
y  = a  sen f. Resp.: y "  -

i

a  s c ñ  ’  f

*» i
x — a  eos5 f. 
y *» a scnJ  í. Resp.: /* - 1

3o eos4 i  sen i

*  i

x -  eos 2(. 
y — sen2 í .

Resp.: >" = 0

Halle
d> |  x - s c c i .  
dxT  para ) y - . s « . Resp.: y" “

3 cotg* t 
sen t

, l  x -  o(0 -  sen 0). ,
92. Halle ¿  pan. j y  _  fl(| _  cos0). * * * :  V" -  -  * n T ¿ ¿ ^

93. Halle si a) y» -  2px; fe) + -J, -  I.

Resp.: a) y " — p r J  *>) ~  “ Sp

94. a )  Halle y " en el pumo (0 .1), si x4 -  xy +  y4 »  I .

6) Halle y"  en el punto (1. I), si x2 + 5xy + y2 -  2x + y -  6 = 0.

c) Halle en el punto ( I. I). si x2 + 2xy + y2 -  4x + 2y -  2 -  0.

J )  Halle si x* + y2 -  a2.

95. ¿ P a ra  que valores a . fe y c la función

l  ax2 + bx +  c  si x >  x0 
tiene una segunda derivada en xc?

Resp .: a  -  3x0. fe -  - 3 x ¿. c  -  x¿

Aplicaciones geom étricas de la derivada.

96. ¿Q ue  ángulos form an con el eje de las x  las tangentes a  la curva y  =  x -  x2 en los puntos cuyas abscisas
son: u) x  a  0  ; 6) x  -  1/2 ; c) x  *■ I ?

R e s p . :  a )  45’  ;  fe) 0 ; c )  135'

9 7 .  ¿Q ué  ángulos form an con el eje de abscisas, al cortarse con éste en el origen de coordenadas, a )  las
sinusoides y -  sen x  y y -  sen 2x. fe) la tangentoide y -  tg x?

R e s p .:  a )  4 5 ° ;  are  tg  2 a  63 ° 26' 
fe) 45°

98. H a lle  los pumos en que las tangentes a  la cu rva  y  =  3x* +  4x* -  I2 x 2 -f 20 sean parale las a l eje 
de abscisas.

Resp.: (0. 20); ( I. 15); (-2 .-1 2 )

www.FreeLibros.org



n .

100.

101.

102.

103 .

104 .

105 .

106 .

107 .

108 .

109 .

1 1 0 .

1 1 1 .

1 1 2 .

¿En qué punió la tangente a la parábola y  -  x* -  7x + 3 es paralela a la recu Sx + y  -  3 -  0?
Resp.. (I. -3)

Halle la ecuación dc la parábola y  =■ x* + bx + c. que es tangente .< la recu x = y en el punto ( I. IX
Resp.: y = x3 -  x + I

Determine la pendiente (o coeficiente angular) dc la tangente a la curva xJ + y1 -  xy — 7 = 0 en 
el punto (1.2).

Resp.: m =  j y

¿En qué punto dc la curva y1 -  2x* la tangente es perpendicular a la recta 4x -  3y + 2 -  0?

Re,p.: ( j .  -  J 6

Escriba las ecuaciones dc la tangente y dc la normal a la parábola y *  v'x en el punto cuya abscisa 
es 4.

Resp.: Ecuación dc la tangente: x 4y + 4 = 0
Ecuación dc la normal: 4x + y — 18 0

Escriba las ecuaciones dc la tangente y la normal a la curva en el punto dado: a) y  = x3 + 2x* - 4x -  3 
en (-2,5 ); />) y = tg 2x en (0.0)

Resp.: ti) y -  5 = 0 ; x + 2 •  0

b) y = 2x ; y -  — *- x

LA DERIVADA 167

Escriba las ecuaciones dc la tangente y la normal a la curva . . en el punto (2. 2)
y  -  2¡ t  *  T ,

Resp.: 7x -  lOy + 6 = 0 
lOx + 7y -  34 -  0

Escriba la ecuación dc la tangente a la curva x -  l  eos i. y  = i sen i  en el origen dc coordenadas 
en el punto t = y .

Resp.. y = 0; (a + 4Xx + (ir -  4)y -  ■***2 -  0

Escriba las ecuaciones dc la tangente y la normal a la curva x1 + y2 *  2x - 6 = 0 en el punto dc 
ordenada y  -  3.

Resp.: Sx + 6y -  13 -  0 ; 6x -  5y + 21 = 0 

Escriba la ecuación dc la tengente a la curva x* + y’  -  2xy - 0 en el punto (I. IX

Resp.: x + y  -  2 - 0

Escriba las ecuaciones dc las tangentes y dc las normales a la curva y  = (x -  I Xx -  2Mx -  3) en 
sus puntos dc intersección con el eje dc abscisas.

Resp.: En ( I. 0): y  -  2x - 2; y  =
En (1  0): y = -x  + 2: y = x -  2 

En (3. 0): >• -  2x -  6 ; y  -  —

Escriba las ecuaciones déla tangente y la normal a la curva y4 = 4x4 + 6xy en el punto (1.2).

Resp.: I4x -  I3y + 12 = 0 ; I3x + I4y -  41 = 0

Demuestre que el segmento dc tangente a la hipérbola xy -  a3, comprendido entre los ejes dc coor
denadas. está dividido en dos partes iguales por el punto dc contacto.
Demuestre que en la astroide x2/J + y3/i -  a313 el segmento tangente, comprendido entre los ejes 
dc coordenadas, tiene magnitud constante c igual a a.www.FreeLibros.org
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113. Demuestre que la* tangentes al folio de Descartes x2 + y* = 3oxy en los puntos de intersección con 
la parábola y1 = ax son paralelas al eje de las y.

114. Demuestre que la suma de las coordenadas de los puntos de intersección con los ejes coordenados de 
la tangente en un punto cualquiera a la parábola xw* + y wl = au2 es constante c igual a a.

115. Demuestre que las normales a la envolvento de la circunferencia x = a (cos i + i  sen r). y = a (sen i  -  
-  f cos í) son tangentes a la circunferencia x1 + y1 = a2

116. Halle el ángulo de intersección de las parábolas cuyas ecuaciones son >’ = (x — 2 )1 y y  = - 4 + 6x -  x2.
Resp.: 40 36'

117. ¿Que ángulo forman entre si las parábolas y  = x2 y y  = x3 al cortarse?
Resp.: En el punto (0,0) las parábolas son tangentes entre sí; en el punto ( I. I)  se cortan bajo el ángulo 

de are tg y  =e 8 8’.

118. Demuestre que las curvas y  = Ax2 + 2x -  8 y y  = xJ  -  x + 10 son tangentes entre sí en el punto 
(3.34). ¿Ocurrirá lo mismo en el punto (-2.4)?

119. Demuestre que las hipérbolas xy -  a2 y x2 -  y2 ■ b2 se cortan entre si formando un ángulo recto.
120. Demuestre que el circulo x2 + y2 -  8ax y la cisoide (2a - x) y2 *■ x*.

a) Son perpendiculares en el origen.
b) Se cortan en ángulo de 45' en otros dos puntos.

121. Se da la parábola y2 • 4x. Calcule la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y sub
normal en el punto (1,2).

Resp.: S , = S, «  2; l ■= n = 2J2

122. Demuestre que la longitud dd segmento normal a cualquier punto de la hipérbola equilátera x3 -  y 2 = a2 
es igual al radio polar de dicho punto.

123. Demuestre que la longitud del segmento subnormal de la hipérbola x2 y2 - a2, en un punto cual
quiera de la misma, es igual a la abscisa de dicho punto.

124. Demuestre que los segmentos subtangentes de la elipse -I- y j-  = I y de la circunferencia x3 f
+ y2 = a2, en los puntos de abscisas iguales, son iguales entre si. ¿Que procedimiento de construcción 
de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho?

125. Halle la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y  subnormal a la cicloide
I x = afr -  sen /)
( y »  cid -  cos r)

Resp. T  -  2« sen y  tg y : N  = 2u sen y  ; S, = 2a sen3 y  tg ; S . = a sen r.

126. La ecuación de la trayectoria de una pelota es y = x — -g- .siendo la unidad de distancia un metro,
el eje de las x horizontal y el origen d  punto desde el cual se lan/a la pelota, a) ¿Con qué ángulo se 
lanza la pelota? b) ¿Con que ángulo dará la pelota contra una pared vertical, situada a 75 m del 
punto de partida? c) Si la pelota cae en una azotea horizontal de 16 m de alto, ¿con que ángulo dará 
en la azotea? d) Si la pelota se ha lanzado desde la azotea de un edificio de 24 m de alto, ¿con qué 
ángulo dará en el suelo? e) Si se ha lanzado desde la cumbre de una cuesta, inclinada hacia abajo 
en ángulo de 45°. ¿con qué ángulo dará en el suelo?

127. Halle los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales de cada una de las siguientes 
curvas:
a) y  «  5x — 2x2. Resp.: Horizontal, (5/4, 25/8)
b) 3y* -  6y — x = 0. Resp.: Vertical. (-3.1)
c) x2 + 6xy + 2Sy3 -  16. Resp.: Horizontal,(3. — I) ,( —3,1)

Vertical. (5, -3/5), (-5 . 3/5)
d) x2 -  8x> + 25y2 = 81.
e) x2 -  24xy 4- 169/ - 25.
f )  I69x* + lOxy + y* = 144,www.FreeLibros.org



CAPITULO 3

Diferenciales
Sea y  =  A x )  u n a fu n ció n  d e riv a b le  en su d o m in io , entonces

f \ x )  =» lim  
J  '  a >  o  A x

(6-1)

co n  A y  =  / ( x  +  A x )  -  A x ) -

A y
D e  la  e c u a c ió n  (6 -1)  p o d em o s c o n c lu ir  que c u a n d o  A x  se a p ro x im a  a  ce ro . .  se a p ro -

A A x
x im a  a  f \ x ) .  O  s i se designa p o r e la  d ife re n c ia  entre y  J \ x ) ,  es d ecir.

^  =  f \ x )  +  e .  A x  *  0 (6- 2)

entonces e - *  0  c u a n d o  A x  -• 0. M u lt ip lic a n d o  a m b o s m ie m b ro s d c la  ig u a ld a d  (6 -2) p o r A x  
se tiene

A y  =  f \ x ) A x  +  eAx (6-3)

P o r  tanto, s i A x  se a p ro x im a  a  ce ro . r. tiende a  ce ro  y  e A x  se a p ro x im a  a  cero. E s  d ecir. 
A y  *  / ( x ) A x .

D e f i n i c i ó n .  S i  y  =  / ( x ) e s  u n a  fu n c ió n  d e riv a b le  en su  d o m in io , entonces

a )  d x  se lla m a  d ife re n c ia l d c  x , y  se define p o r la  re la c ió n  d x  =  A x .

b )  d y  se lla m a  d ife re n cia l d c y , y  se d efine p o r la  re la c ió n  d y  =  / '(x ) • A x  o  d f _  (/i) =  f ‘ ( x 0 ) h .

L a  F ig u r a  6 -1  ilu s tra  este concepto.

■g — % - m
P M  =  d x  =  A x  

M R  =  f \ x ) Ax =  d y  

A y  =  d y  +  e A x  

R Q  =  eAx

169www.FreeLibros.org
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Nota. De dx = Ax y  dy =  f\x ) ■ Ax, a l dividir las ecuaciones entre si obtenemos

La igualdad (6-4) expresa la  derivada como cociente de dos diferenciales. A  veces se usa 
la notación dy/dx para designar la derivada de y  con respecto a x, simbolismo que no se debe 
confundir con el que acabamos de definir. Sin  embargo, a veces es conveniente considerar la 
derivada como cociente de dos diferenciales.

D if e r e n c ia le s  d e  ó r d e n e s  s u p e r io re s

Se llama diferencial de segundo orden la diferencial de la diferencial de primer orden

d2y  -  d(dy) =  d [f\x ) • A x ]  =  ( / f x ) A x ] 'A x  «  f [ x )  • A x  • Ax =  J'\ x ) •

• A x *  = f"(x )dx2; A x 1 = (dx)2

Teorema. S i y  = f(x ) es derivable para todos los valores de x  en su dominio, entonces dy =/{x)dx

Demostración. Sea y  = /fx) y x = .tfr), entonces >- = ./[$(«)] y su derivada está dada por

el cociente de dos diferenciales a pesar de ser x = g(t).

A l g e b r a  d e  d if e r e n c ia le s

1. d(c) =  0.
2. d(x") -  nx”~ ldx.
3. d(cu) = cdu.
4. d(u + v) = du + di\
5. d(uv) ■ udv + vdu.

dy = f\x)dx  si dx *  0 =» ^  «  J\x ) (6-4)

si x es o no una variable independiente.

dy _  d y_. dx 
dt dx dt

(6-5)

y su diferencial por
( 6 - 6 )

Rcm pla?ando (6-5) en (6-6) se tiene

(6-7)

La diferencial de x = g (t) es

7. d(u") = nu"~ ldu. u es función de función.www.FreeLibros.org



Ñ ola. Muestre que el teorema anterior no se cum ple para diferenciales de orden superior 
cuando se tiene una función compuesta.

En  efecto, sea y  = flx ) y  x = g il) -> y  = t\gii\). 
Com o dy = J\ x ) • dx y  y  = /[</(/)]. entonces dy  «  f\ x ) • g'it)dt.
Ahora

d3y  = d(dy) = d [/ \ x )g V )d i]d i = d [f\ x )Jx ] = d[/\x)]dx  + f\x)d{dx)=  f"(x )id x )2 + f (x )d 2x 

Recuerde que A i = di.

Análogam ente se verifica que d*y = d(d2y) -  ... -  f~\x)dx3 +3f  "(x)dx d2x  + f\x )d yx

DIFERENCIALES 171

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P ro b le m a  6-1 S i y  = x 2 -  3x + I, halle A y  y  d y : a ) para cualquier x ; b) para
x -  2, A x  ■» 0.1; c ) x  =  2. A x  -  0,01; d) x -  2. A x  -  0,001.

S o l u c i ó n ,  a) Como y = x* -  3x 4  I. entonces Ay 4  y  = (x + Ax)3 -  3<x 4  Ax) 4  1 =>(x2 - 3 x 4 l ) 4
4  Ay -  x2 4 2xAx 4  (Ax)2 -  3x -  3Ax 4  i  ~  Ay - (2x -  3)Ax 4  (Ax)2.

También dy = ftx ) ■ dx o dy -  (2x -  3) dx = (2x - 3) Ax.
F.I resultado de las partes b). c) y J )  está dudo en la siguiente tabla, con Ay > (2x - 3)Av 4  (Ax)2,

dy »• (2x — 3)Ax y cAx = Ay — dy.

X Ax Ay dy c  * Ax

2 0.1 0.11 0.1 0.01
2 0.01 0.0101 0.01 0.0001
2 0,001 0.001001 0.001 0.000001

La tabla muestra que a medida que x se acerca a cero la diferencia Ay -  dy se hace más pequeña. Por 
tanto, dy es una aproximación de Ay cuando Ax es pequeño.

P ro b le m a  6-2 H alle  el valor aproxim ado de $28 sin usar tablas.
> i _____

S o lu c ió n . Sea y = Jx .  entonces y 4  Ay = J x  4  Ax.
>__ J _ .  J _______  J „

Tomando a x 27. Ax = I, entonces y  — J 27 = 3 y ^28 = J x  4 Ax o N/28 = y  4 Ay.
Se obtiene una aproximación para Ay hallando dy:

dy -  / Í X )  dx = -JjTJT dx

Como dx — Ax y Ax = I  se toma a dx = I. Asi:

Como Ay a  dy se tiene Ay es 1/27. Por tanto:

y  + Ay *  3 4  2‘?  o y 4 Ay -  3.037; ^28 -  3.037www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  6-3 Halle el volumen aproximado de un recipiente esférico, cuyo radio
exterior es de 4 cm y  su espesor 1/4 cm.

S o lu c ió n . Sea r -  radio en centímetros de esfera.
V *» número de centímetros cúbicos en el volumen de una esfera.
—AK = número de centímetros cúbicos en el volumen del recipiente esférico.

V = y  xr*; por tanto. dV — 4nrJ dr

Al sustituir r = 4 y dr = -1/4, en lo anterior, se obtiene

dV = 4jt<4),<- 1/4) -  I6n

Concluimos que el volumen del recipiente esférico es de aproximadamente I6x cm1.

P r o b le m a  6 -4  Un crfor <jc q.O! cm se comete a l medir el radio de una esfera
de 12 cm. ¿Que error se produce a l calcular el volumen de la esfera? Obtenga una respuesta 
exacta y  una aproximada empleando diferenciales.

S o lu c ió n . Exacta. Volumen calculado - r + A r = -y nfr + A/»’ = y  x(12J)I)1 = 7256.34 cm*.
Siendo i' y r el volumen y radio verdaderos, mientras que Ai' y Ar son los errores del volumen y radio. 

Volumen verdadero = t  = -y «• 121 -  7238,229 cm*.
Error en el volumen = Ai> = 18,111 cm1.
Aproximada, d i es una aproximación de A r y de r  -  y  nr1 se tiene

dv = 4*r‘dr = 4jrrJAr = 4irfl2, > 0,01 = 18.096 cm‘

La diferencia entre el valor exacto y el valor aproximado, calculado empleando diferenciales, es 
de 0.015 cm1.

P r o b le m a  6-5 a) S i y  = baile dy. b) S i 2x2y 2 -  2xJ  + 5y3 + 6xy2:

= 5. con x 'y  y  funciones de una tercer variable t. halle ax

S o lu c ió n . J y  =  « k  t i l  t

- * ! w  ^  4  4‘ ‘* "  + ' * *  4 
4- 6y2dx + 12xydy = 0...

P r o b le m a  6-6 Muestre por inducción que d”f{x ) = </[«/"“  ’/ J  para n ¿  1.

S o lu c ió n . Para n =  I se verifica.
Si se verifica para un n dado, se tiene que d[d"ftx) - 4 / “ (x>Ax'] = AxV/"(x) = A .rV 'T  (*IAx 

= A .x- "/- "(x ) = d-'/lx).

P r o b le m a  6-7

área aumenta de 9 m2 a 9.1 m2?
¿En  cuánto aumenta aproximadamente el lado de un cuadrado si suwww.FreeLibros.org



S o lu c ió n . Si X es el área del cuadrado y y el lado del mismo tendremos que y = Jx . Por las condicio
nes del problema, x 9; Ax = 0.1.

Calculamos aproximadamente el incremento Ay dd lado del cuadrado

Ay %  dy = y'Ax - ——  • 0.1 - 0.016 m
V *
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P r o b le m a  6-8
H alle el valor aproximado de sen 31°.

So lu c ió n , y = sen x »  Ay -  sen (x + Ax) -  sen x. dy = cos x • Ax; Ay =:</)•■* sen (x + Ax) = 
-  Ay + sen x = dy + sen x = cos x Ax + sen x.

Tomando a x  *  are 30 y Ax = are Ia -  it/180 tendremos que sen (x + Ax) sen 31° % sen 30 +

4 f i o c<* 30 = 0<5 4  00,7 sr  "  0•5,5•

P r o b le m a  6-9
¿Para  qué valores de x se puede usar ffx  en vez de $ x  + I  si el error

permitido debe ser menor de 0,001 ?

S o lu c ió n . Cuando y -  x Ui y dx = I. dy -  J-x~4'5rfx = | x - 4,>. 

Si y x ‘ w < 10-* => x-‘ , J <5-IO-J  y x-4 < 55-IO-‘ »

Si x -  < 10-5* 10 “  x< > y x > -  752.1.
v/31250

P r o b le m a  6-10
Halle el valor aproximado de sen 31°.

S o lu c ió n , sen 31; -  sen (30 +  Ia)  = sen (n/6 + x/180); flx ) = sen x. x -  x/6 y h = it/180 Entonces 
dflx. h) = hf\x) = h eosX y d(x + h) s: f[x ) -*• dfix.h\ que se convierte en:

sen 31 *  sen x/6 ♦- x/180 cos x/6 -  ~  + = 0.5 + 0.0512 = 0.51512

Una tabla con cinco decimales da sen 3 I" = 0,51504.

P r o b le m a  6-11
Un tubo de hierro de 10 pies de largo tiene un diámetro exterior de 4 

pulgadas y  de espesor 1/4 de pulgada. Emplee una diferencial para aproximar el peso del tubo 
si el hierro pesa 450 libras por pie cúbico.

S o lu c ió n . E l diámetro interior del cilindro es 4 -  2 - j  -  7/2 pulgadas; la longitud es / = 10 pies;

el radio exterior, r  = 1/6 pie; el espesor, dr = 4 ~  -  - 1/48 pie.

E l volumen del cilindro es V(r) = I0xr’ ; entonces dV(r,dr) -  V'(r)dr = 20xrdr y dV{ 1/6, -1/48) =

Este es el valor aproximado del volumen dd cilindro de 10 pies si el radio se reduce de 2 pulgadas a 7/4 
de pulgada. Entonces d volumen dd hierro es aproximadamente IOx/144 pies cúbicos y el peso del tubo apro
ximadamente (IOx/144). 450 = 98.2 libras. Empleando incrementos, se halla que d peso es 92,04 libras. Si se 
toma el radio interior como r y empleamos diferenciales como una aproximación, se halla que el peso es 85.9 
libras.

Asi, si aproximamos el peso usando diferenciales, tenemos un error en exceso de 6 libras, es decir, un ex
ceso de 6.5 0/o.www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  6-12 HaJ|c c| v0|umcf) d c  b o ja s  de accr0 SUponicntio que son esferas perfectas, 
midiendo su diámetro en una producción en serie.

So lución . La máquina que se emplea para medir el diámetro no da el valor exacto dc </, sino un valor 
aproximado d + h. El error relativo en csui medida o  h/d. El volumen dc la «fera es k(d) = «/*.

dV[4. h)~--  d2h. E l error relativo en el volumen es

AK(d.A) _  dV(d.h)
, r l—  - 3

Esto dice que el error relativo en la medida del volumen o  tres veces el error relativo en la medida original 
del diámetro.

P ro b le m a 6 - 1 3  eJ ¡ncrcmcn|0 y ¡a diferencial
dy dc la función y  = x2 para x = 20. Ax »  0,1. ¿Cuál es el por
centaje de error de la aproximación dc A y =c dy?

So lución . Ay = (x + Ax)* -  x1 - 2xAx ■+ (Ax)2; dy -  (x2)’Ax - 
-  2.xAx. Entonces. Ay 2<20X0.1) + (0.1)' = 4.01.dy -  2(20X0.1) 4.00:
si x ®  20 y Ax - 0.01. El porcentaje dc error en la aproximación Ay *  dy es

Remplazar Ay por dy «  equivalente a rempla/ar el úrea rayada por el área 
de los rectángulos dc área xAx y despreciar la del cuadrado pequeño (Ax)2.

Ax

EJERCICIOS P R O P U E S TO S
1. Si A  es el área de un cuadrado dc lado x, halle d A . Construya una figura que muestre el cuadrado, J A  y  A  A .

Resp.: dA -  Ixdx
2. H a lle  un valor aproximado del error que puede cometerse al calcular el volumen y el área dc un cubo 

dc arista 6 cm si se comete un error dc 0,02 cm al medir la arista.

R e s p .:  Volumen. ±2.16 cm 2; Área. ± l.4 4 cm 2

3. Las  fórmulas para el área y  el volumen de una « fe ra  son S = 4nr‘ y  V *= 4/3xr*. S i  al medir el radio 
se obtiene 3 m: a) ¿ c u á l»  son los e r ro r»  máximos aproximados de S  y  V si las medidas son seguras 
hasta 0.01 m ?; b )  ¿cuál «  en cada caso el error máximo expresado en tanto por ciento.

N o t a .  S i  d u  e s  el error dc u. la razón d u /u  =  error re lativo ; 100 — error expresado en tanto por
ciento. u

R e s p  : a )  S. 0.24* m 2; V, 0,36* m». 6) S, 2 /3% : V, I %

4 .  D cm u «trc  por medio dc d iferencia l»  que. aproximadamente.

J  I d x

X  +  dx  "  X  X 7"

5. Halle una fórmula aproximada para el volumen dc un tubo cilindrico delgado de extremos abiertos si 
el radio «  r ;  la altura. /. y el espesor, e . R e s p  .  2 „ r le

6. Se ha dc construir una caja en forma dc cubo, de I dm ’  dc capacidad ¿Con qué precisión debe cons
truirse la arista interior para que el error en d  volumen no sea m ayor dc 3 cm* dc más o  dc menos?

R e s p . :  E rro r, 5  0.01 cm

7. S i y  -  x2/* y  el error posible en la medición de x  «  0.9 cuando x  = 27, ¿cuál o  el error posible del valor 
dc y? Emplee o te  r»u ltad o  para obtener va lo ro  aproximados dc <27.9)2/* y (26,1 )2' J .

R e s p .: 0.2; 9,2; 8,8www.FreeLibros.org



D IF E R E N C IA L E S  1 7 5

8. Usando diferenciales halle un valor aproximado dc cada una dc las siguientes expresiones: 

a) v/66. c) ,/T20. e) 1/96. g) f e .

h) v'98. d) VioTO. f )  I//5T. h) y í5 .

9. Dados sen 60° = 0,86603, eos 60° -  0,5 y Ia -  0,01745 radianes calcule, empleando diferenciales,
los valores de cada una dc las siguientes funciones, con cuatro decimales: a) sen 62’ ; b) eos 61J ;
c) sen 59°; J )  eos 58:

Resp.: ü) 0,8835; b) 0.4849; c) 0.8573; d) 0.5302

10. El tiempo de una oscilación dc un péndulo se da por la fórmula

midiéndose la longitud del péndulo / en metros, ( en segundos, y siendo g -  9,8. Halle: a) la longitud 
de un péndulo que oscila una vez por segundo; b) la alteración en t si d  péndulo en a) se alarga 3 mm;
c) ¿cuánto se adelantaría o atrasarla en un día un reloj con esc error?

Resp.: a) 0,993 m; b) 0,00152 s; c) -2m in l0 s
11. ¿Con qué precisión debe medirse el diámetro dc un circulo para que el área resulte con un error menor 

dd uno por ciento? (Vea nota dd Ejercicio 3.)
Resp.: Error. á l/2 °/0

12. Demuestre que si se comete un error al medir el diámetro dc una esfera, el error relativo del volumen
dc la esfera es tres veces d  error relativo dd radio. (Vea nota dd Ejercicio 3.)

13. Demuestre que el error relativo dc la enésima potencia de un número es n veces d  error relativo dd 
número.

14. Demuestre que el error relativo de la raíz enésima dc un número es — dd error rdativo dd número.n
15. Cuando un bloque cúbico dc deno metal se calienta, cada arista aumenta 1/10 por 100 por grado dc

elevación dc temperatura. Demuestre que la superficie aumenta 2/10 por 100 por grado y que d  volumen 
aumenta 3/10 por 100 por grado.

16. Suponga que la parte principal del incremento dc fix) correspondiente a Ax *  0.2 es 0.8. ¿Cuál cs.f\x)l
1 7 .  Encuentre el valor dc a tal que dfia) -  - 0.8 si fix ) = x ' y á x  =0.2

Resp. a = -2
18. Encuentre d  incremento Af  y la diferencial df dc la función fix ) -  x ' — x en x ■ I para Ax = 1, 0.1

y 0.01.

1 9 . ¿Cuánto varia el área S  de un sector dreular dc radio r -  100 cm y ángulo central 0 - 6 0 °  cuando: 
a) r se incrementa I cm; h) 0 decrece 0.5o? Dé una solución exacta y una solución aproximada 
basada en diferenciales.

Resp.: a) AS -  cm*. dS -  J í p .  cm’

b) AS -  ds = -  cm’

20. Halle el valor aproximado dc tg 45° 3’ 20". Resp.: I.00I9
21. Halle la diferencial dc cada una de las siguientes funciones:

a) > -  x* -  3x. Resp.: dy = 3(x’ -  I )dx

R e s p . :  d y  -  |  ^ d x

c) y  — s!ax + h. Resp.: dy -  - a d x

2 f a x  +  b

www.FreeLibros.org
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X> +  !
¡ P T T '

- t A i/ )  y 

g) y

*> y ~ ) f e H -

22. Si x2 + y2 = a2 dcmucsirc que dy = -  y  dx.

23. Halle dy en función de x. y  y dx de cada una dc las siguientes ecuaciones: ^  +

a) 2x2 + 3xy + 4 /  - 20. Resp"  dy ~  ”  “ 37 - T S ^

ó) x> + 6xy2 + 2y* = 10.

c) x + 4/xy + 2>’ “  "•
d) s/x + V y  -  v '¿-
e ) x 1' »  +  y*2* -  « * * .

/) sen <x -  y) = eos (x + y).
24. Expíese la diferencial dc la siguiente función compuesta en términos dc la variable independiente y su 

diferencial:
s = eos2 :  -  -j í f2 “

i  I2 -  I Resp.: -  -y sen — y—

25. Calcule J 'y  *  y = ce»Sx. * *  * ) - - - » « 5*J ' '
- ¿ X a

26. Si u = / l -  x* halle d2u. Rí5P "(1 _

384dx*
27. Si r -  ~ T  halle d V  R« p - ( f ^ x)1

28. Si u = 3 sen(2x + 5» halle <Tu. * " P : 3-2‘ sen (2x + 5 + f  )dx«

www.FreeLibros.org



CAPITULO

Razones y velocidad
Existen muchas aplicaciones del concepto de razón promedio y razón instantánea. Por razón 
promedio se entiende la relación

J[x ) -  f[x q) cambio de ordenadas
x -  x0 cambio de abscisas

y  por razón instantánea el limite

lio, M - - J M
x -  x0

Existen muchas aplicaciones de estos dos conceptos. Por ejemplo, la cantidad de agua Q (en 
litros» que hay en un recipiente es función del tiempo r. S i el agua entra y  sale, Q cambia en una 
cantidad AQ de un tiempo i  a  un tiempo i  + Ai. Entonces la razón promedio de cambio de Q 
con respecto a i  es

~  (I/m in) y la razón instantánea =  lim ^  (l/min).

PR O BLEM AS R E S U E L T O S

P r o b le m a  7-1
Dos barcos salen simultáneamente de un puerto: uno viaja hacia el 

Sur a una velocidad de 20 km por hora, el otro hacia el Este a una velocidad de 3 km por 
hora. A l final de 3 horas, ¿cuál es la velocidad de separación de los dos barcos?

So lución . Sea : la distancia entre los dos barcos y l  el tiempo transcurrido en horas desde que dejaron 
el puerto. Entonces

z2 = <200’ + (30r)2; ~  x* = !300r2 -* i  - v'l30Óf 

1300 30.06 km por hora aproximadamente.

P r o b le m a  7-2
A un cono recto circular invertido le entra agua a razón de 2 cm1 

por minuto, l-t altura del cono es dos veces su diámetro. ¿A  que rapidez sube la superficie del 
agua cuando la misma alcanza una profundidad de 10 cm en el cono? (Vea Fig, 7-1.»

177www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Sea V «J volumen del agua en el cono, h su profundidad, r el 

radio superior, l  el tiempo en minutos. Entonces V = -y nr¡ h con h = 4r;
por tanto. 

V k , j  dV d i  nh* \ Jh
4 ~  I ,  m^ V W F T

dv
Í6 —  h2 —  16 h d,

Al remplazar las cantidades conocidas por sus valores se tiene

2 = 16 101 T ,
dh dh

ÍT n,‘, “  - 0,102 cm por minuto

P r o b l e m a  7 -3  _ . ,  . ..  . ,
_________    S e  a r r o ja  u n a p ie d ra  en u n  e stan q u e  d c  a g u a  t ra n q u ila . E l  ra d io  d c  la

o n d a  e x te rio r a u m e n ta  a  u n a  v e lo c id a d  d c  4  pies p o r  se g u n d o , c u a n d o  e l ra d io  es d e  10  pies. 
¿ A  q u e  v e lo c id a d  a u m e n ta  el á re a  del c ir c u lo  d c  a g u a  p e rtu rb a d a ?

S o lu c ió n . A . dA d , ,, dr
"  -  s  = i r ( l i r 2nr-¿, 2r • 10 • 4 80n = 251.33 pic/s.

P r o b l e m a  7 -4  cometa está a 80 pies dc altura sobre el nivel del suelo. Horizon-
talm cntc se aleja a  una velocidad dc 4 pies por segundo del niño que la sostiene. ¿A  qué velocidad 
el niño está soltando la cuerda, cuando la cuerda mide 1 (X) pies?

S o lu c ió n . Sea x la distancia horizontal a la cometa. :  la cuerda soltada y i  el tiempo en segundos. Entonces:

s* = xJ  + 80*

Por el teorema dc Pitágoras, x - 60 cuando z ~  100. A l remplazar los valores conocidos se obtiene

2.4 pie/s.100 - J -  - 60(4). Entonces. ~

P r o b l e m a  7 -5
Un punto se mueve sobre la parte su

perior dc la parábola semicúbica y 2 = x* de tal manera que 
hace que su abscisa aumente 5 unidades por segundo cuando 
x  ■ 4. ¿Con qué rapidez cam bia la ordenada? (Vea Fig. 7-2.)

S o lu c ió n . Derivando y3 -  x* con respecto a t se obtiene 2y - 

— 3x2 ~jj~- Cuando x = 4, y  = 8. A l remplazar estos valores se obtiene:

2 ( 8 )  j y  • - 3 (4 2 )  • 5  »  =  1 5  unidades p o r  segundo

P r o b l e m a  7 -6  , ,  , ,  _
---------------------------------------- U n a  e sca le ra  d e  3  m  d esca n sa  c o n tra  u n

m uro sobre el nivel del suelo. S i se aleja el extremo inferior de 
la escalera a una velocidad dc 1,20 m/s, ¿a  que velocidad des
ciende el extremo superior en el instante en que está a 2,40 m 
del suelo?

Figura 7-2www.FreeLibros.org
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Solución. Sea y la altura sobre el suelo y x la distancia que la separa dd muro. Cuando y = 2.4, x -  1,80. 
Además.

+ 9 - . I x ^  + 2, 4 1 - 0

Remplazando los valores conocidos se tiene que

2 • 1,80 ■ 1.20 + 2 • 2.40 ^  - 0 - 0.90 m/s

P ro b le m a  7-7
Un hombre de 1.80 m de estatura se aleja a una velocidad de 3 km por 

hora de una luz que está a 4.5 m sobre el nivel del piso. Cuando su distancia horizontal de la 
luz es de 3.6 m : a) ¿A  que velocidad crece su sombra? b) ¿A  que velocidad se mueve la 
parte más alejada de la sombra con respecto a la luz? (Vea Fig. 7-3.)

So lución , a) Sea x la distancia horizontal que separa al hombre de la luz y y la longitud de su sombra 
Por semejanza de triángulos se tiene

2.7 y +> 1.8í - » 4
Remplazando los valores.

1.8(3) = 2,7 ~  -> = 2 km/h

h) Necesitamos saber con qué rapidez cambia x + y.

di U  + y)
dx dy
~dí T IT =3 + 2 = 5 km/h

P ro b le m a  7-8 ,, , . , . . . . .
Un hombre esta parado en un muelle y hala un bote por medio de

una cuerda. Sus manos están a 3 m por encima del amarre del bote. E l bote está 3.6 m del muelle.
Si el hombre hala la cuerda a una velocidad de 90 cm/s, ¿a que velocidad se aproxima el bote
a l m uelle? (V ea Fig . 7-4.)

So lución . Sea x la distancia del bote al muelle y ;  la longitud de la cuerda Cuando x = 3.6. 1 = 4.7. 
Entonces:

dz
di -0.90 y x* + 9 - z i y 2 x - £  = 2z-£-

Remplazando los valores conocidos se tiene

3.60 y -  -  4.7 (-0,90) ~  -==- = -1.17 m/swww.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  7-9
En una fábrica dc cemento se deposita arena de tal manera que forma 

una pila cónica cuya altura siempre es igual a los 4/3 del radio dc la base, a ) ¿Con qué rapidez 
aumenta el volumen cuando el radio de la base es dc 90 cm y  el cual aumenta a su vez a una velo
cidad dc 1/8 cm por m inuto? ¿>) ¿Con qué rapidez aumenta el radio cuando tiene 1.80 m y 
su volumen aumenta a una razón de 3 m 3 por m inuto?

S o lu c ió n , a) Sea r = radio dc la base y h ** aliura dc la pila en el iicmpo i.

Como h = 4/3. r. V  -  ±  xr*h = J  * r ‘ y J  nr'

Cuando r •  90 y ~  = - i =» ^  - 1350a cm’/min.

M Cuando ,  = y  .  3 .  *  .  i g .  .  ^

P r o b l e m a  7-10
En un tiempo f0 la  longitud del lado dc un cuadrado es dc 8 cm y 

cada lado del cuadrado aumenta en longitud a  razón de 0.2 cm por minuto. ¿Cuál es la razón 
dc cambio del área del cuadrado con respecto al tiempo y  con respecto a la longitud del lado 
en el tiempo f0?

S o lu c ió n . Sea x(i) = longitud dc un lado en el tiempo /; /!(/) = área del cuadrado en el tiempo /. Sea 
xpo) — 8 cm; .x(f0) = 0.2 cm/min; AU) = **|l); .*1'(t> • 2<tfL'(i) Entonces la ra/ón dc cambio del área con 
respecto a la longitud de un lado en el tiempo es /Í(í0) -  2x</0>x(/o) = (2*8X0.21 3.2 cmVmin. i*  razón
dc cambio del área con respecto a la longitud dc un lado en el tiempo r0 es „  = 2 • (8) = 16 cm.

P r o b l e m a  7-11
Determ ine la razón dc cam bio de la  energía cinética de una partícula 

con respecto a su velocidad. Muestre que la razón de cam bio dc la energía cinética con respecto 
a l tiempo es la fuerza que actúa sobre la  partícula por la velocidad.

S o lu c ió n . Sea m -  masa dc la panícula; i<t) = velocidad dc la partícula en el tiempo r„; FJi) = energía 
cinética dc la partícula en el tiempo i.

La energía cinética dc la partícula está dada por E  = 1/2 mv2. Por tanto. D ,E  -  £>,<1/2 mra| -  m  y 
D,F. -  E  mvi = mía, con u(f) -  Ht\. que es la aceleración dc la partícula en el tiempo i. La segunda ley 
dc Newton dice que F  -  mu; entonces

D,F. = É  -* Fv

P r o b le m a  7-12
Halle el error aproxim ado en el volumen de una esfera dc radio r cm.

debido a una dism inución en el radio del I por 100. ¿Cuál es el error relativo o porcentaje?

S o lu c ió n , '/(r) ~  *  jtr» y dV{r) - P  (z|A.x = 4nr:Ax. Se da ^  = 0.01. El error es AVfrj. &V{r) 5
i  dP(r) -  4xr*Ax | a>_aot, -  0 . 0 1 cm3.

E l error relativo o porcentaje es *  -dW  = = 0.03 = 3 %>.

P r o b l e m a  7-13
Empezando en e l origen, un punto P  se mueve a lo  largo de la pa

rábola y  x~ de manera que su coordenada x aumenta 3 unidades por segundo. Sea Q  el punto 
que determina sobre el eje X  la recta que pasa por (0, -  4) y P. a) H alle la velocidad dc Q
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F i g u r a  7 - 5

cuando P  está en (1,1). b) H alle la velocidad de Q  cuando P  está en (3.9). c) Explique geo
métricamente cuándo la velocidad de Q  es positiva y cuándo es negaliva.

So lu c ió n . Sea P  (x(rX ><<)! y Q  = (?<0. 0» Primero exprese q(i) en términos de x(iX Esto se puede 
hacer escribiendo la ecuación de la recta que pasa por (0. -  2) y P  y hallando su intercepción con el eje A'. 
Otra forma es empleando triángulos semejantes:

9 x 4.» j 4x
T  c  ~  1 -  4 T 7  y como y  -  -  <r -  4 ^ r ?

Como q y x dependen de i  se escribe qit) = ¿r-  Derivando obtenemos q'U) ** • x'dX

Como x’fl) «  3. para todo ». ,(» ) -  ^  .

ü) Cuando P  esta en ( I. IX = I =» q'(i) 36/25. La velocidad es de 36/25 unidades por segundo.
b) Cuando P  está en (3.9X x(l) = 3 -> q'U) = -60/169 unidades por segundo.
c) De la fórmula de q'U). la velocidad es positiva si 0 S  x < 2 y negativa si x > 2 E l punto Q  se mueve 

a la derecha hasta que PQ es tangente a la curva. De ahí en adelante Q se mueve hacia la izquierda.

P r o b le m a  7 -1 4 Un balón esférico pierde aire a razón constante de 2 cm’ /s. ¿Con qué 
rapidez decrece el radio del balón cuando su diámetro es de I m?

So lu c ió n . Sea R el radio y V  el volumen del balón; entonces V = ¡tR*. Derivando con respecto a
i  se obtiene

dv  , . Dr JR  dR \ dV 2
7 T  "  4" f i  - J ,  ~  7 ,  ~  i , --------------

dV
puesto que - -2  cm*/s por hipótesis. Cuando el diámetro del balón es de I m. su radio es de 50 cm. 
En este momento.

W  m -  4nRT -  -  50Ó0ÍT 5 0.0°006 cm/S 

es decir. R disminuye a una velocidad aproximada de 0.00006 cm/s.

U n peatón, andando en linca recta a la velocidad de v m/s. iluminado
por un haz de luz horizontal producida por un foco situado en el infinito, proyecta su sombra 
sobre un muro circular de rudio R. H alle la expresión de la velocidad de dicha sombra en elwww.FreeLibros.org
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muro, en función del ángulo a que forma la sombra con la dirección del movimiento del peatón 
y del tiempo transcurrido desde el instante en que esté alineado con el foco y el muro.

sen i sen fiSo lu c ió n . Sea OM = vi. por el teorema del seno: —^ . y AB pR y sen p = 

luego p -  are sen *f a . Entonces AB = R are sen

i»/ sen a

dÁB -  R
J/ | ~ 03Í, ÍCBr 3

i  Rv sen i

P r o b l e m a  7-16 Un móvj| describc una lrayecioria elíptica de semiejes a  y b con 
velocidad tangencial constante v m/s. Un foco luminoso situado en el centro de la curva le sigue. 
Determine la velocidad angular del foco luminoso para que el vehículo este constantemente 
iluminado.

So lu c ió n . La ecuación de la elipse en coordenadas polares se obtiene mediante el sistema

x = eos 0 
y = p sen 0

í  + í r -
ab ^  0 + a1 sen1 0

La velocidad angular del foco es ; derivando la expresión anterior con respecto a i  se obtiene

Í 1 (a1 -  b1) sen 20 _ . dO
2/ 6* eos5 0 + u* sen^

La velocidad r  del n * ,¡l e, .  -  £  -

eos 0 20

2¿b 2 eos7 0 *  a3 scnJ 0
— sen 0v’V  cosJ 0 + u7 sen7 « j  ~www.FreeLibros.org
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Análogamente.

dy I d 0 \  c2 sen 20
d T ^ l F

eos Oyjb2 eos2 0 + a1 scn!  0  J
2 N/¿r cos3 0 + a2 sen2 U 

¡  I I  JO \ 2 f  c* sen3 20 f  Mb2 eos3 0 + u2 sen2 O)21 
1 •  7 P - U  /  l  « F e o s 3 0' +  a 3 sen1 Ú  ~ l

di
2iah J b2 eos2 0  + a1 sen7 0

v'cr s¿ñT 20 + 4(¿>‘ eos1 0  + a3 sen2 0)

ro  e m a  - D q s  |a ( J o s  ^ ^ ^ ¡0 5  ,jc un rectángulo se alargan a razón de 2 cm/s. 
m ientras que los otros dos lados se acortan de tal manera que la figura permanece como rectán
gulo de área constante A  de 50 cm2. a ) ¿C uál es la velocidad de cambio del perímetro P  cuando 
la longitud del lado que aumenta es de 5 cm ? b) ¿D e 10 cm ? c) ¿Cuáles son las dimensiones 
cuando el perímetro deja de crecer?

S o lu c ió n . Sea x - la longitud de los lados que se alargan y  y  -  la longitud de
A  = Xy -  50 y  x - %  + y 4 f  =  0-

que se acortan

2<* + j’> y 4 r - 2 ( a r  +

a) Cuando x = 5. y =

5 * 1  
3 dt

• -  50 y 

2. entonces.

10(2) = o - 4 ?  = - 4 y d¿¡- =  2(2 “  4> = “ 4 0,1/5 (dccrccc)-
dxb) Cuando x = 10. y = 5 y

dl

2. entonces.

dp

2 cm/s (crece).

c) E l perimetro deja de crecer cuando ■" -  0. es decir, cuando dJ~  = -  ~  -  -2. Entonces 

x( — 2) + ><2) = 0 y el rectángulo es un cuadrado de lado x = y = XJ2  cm.

P ro b le m a  7-18 j j n  pCsQ p  cue|ga una polea, como lo muestra la Figura 7-8, 
una altura de 20 cm sobre la superficie del suelo. E l otro extremo es tirado por un montacargas 
y está a una altura de 9 cm del suelo. S i el montacargas se aleja a una velocidad de 9 cm/s. ¿a  qu¿* 
velocidad sube el peso cuando está a una altura de 6 cm del suelo?

So lu c ió n . La Figura 7-8 muestra las distintas longitudes.

Se debe hallar cuando = 9 y x = 6.

Como y2 = (30 + x>2 -  I8 3 dy m 30+_x _ dx 
di y dt '

Cuando x -  6. y = 18̂ /3 y = 9 — 9 - dx
di w  -  ? V 3

www.FreeLibros.org
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Se tiene un reloj dc arena dc 3 cm de radio y  6 cm de altura. Se pasa 
la arena a un solo lado y se voltea para que la arena comience a flu ir a razón dc 2 cm3/*. Suponga 
que la arena en la parte inferior forma un tronco dc cono. ¿Cuál es la velocidad de aumento 
dc h para una altura dada?

Problema 7-19

So lu c ió n . Sea r el radio del cono que indica la Figura 7-9.

. dV dV dhPor la regla en cadena tenemos que -j j - — • -jp.

Como se conoce ^  2 cm’/s. lo que se necesita para obtener la
solución es -4^. Para esto es necesario hallar una función que relacione ah
Vy fe y ésta se obtiene dc la fórmula que da el volumen dc los dos conos 
truncados como diferencia del volumen de dos conos:

ir|3i|6 - ~  (6 -  h)

y  está relacionada con r y h: por tanto, se requiere otra relación que de 
el volumen únicamente en función dc fe Por semejanza dc triángulos 
se obtiene

r  -  (6 — h) o  r = —~2 ~~

Por tanto, el volumen está dado por V = 18n - y  n 4 ^ “  (6  — /i) =

•  W  -  0  -  f2  " P * 6 -  h)1 (~ 1)1 " T * 6 -  h )‘ • T í  "  ' i  7:16 "  h)’

Figura 7-9

Remplazando los datos se obtiene:
dh 8
di ~  K{ 6 -  h)1 Cm/S

E JER C IC IO S  P R O P U E S T O S

Razones y  velocidades

1. La ley del movimiento dc un punto sobre el eje X  es *  3/ - l i. Halle la velocidad del movimiento
dc dicho punto para los instantes -  0, f, -  I y l ¡  -  2 (.« se da en centímetros; í, en segundos).

Resp.: 3 cm/s; 0; -9  cm/s

2. Por el eje X  se tienen dos puntos que tienen, respectivamente, las leyes dc movimiento x = 100 4- 5f 
y .» c  - i i1 donde 1 ¿  0. ¿Con qué velocidad se alejarán estos puntos, el uno del otro, en el momento 

dc su encuentro? (x se da en centímetros; f, en segundos).
Resp.: 15 cm/s

3. Un hombre camina a 7 '/ , km/h hacia la base dc una torre que tiene 18 m dc altura ¿Con que rapidez 
se acerca a la cima de la torre cuando su distancia dc la base es 24 m?

Resp.: Se acerca a 6 km/Ti

4. Un punto se mueve sobre la parábola y1 = I2x, dc manera que la abscisa aumenta uniformemente 
2 cm/s ¿En que punto aumentan la abscisa y la ordenada a la misma razón?

Resp.: (3.6)

5. Halle los valores de x para los que la rapidez dc variación dc la función x’ -  I2x; + 45x - 13 es cero.
Resp.: 3 y 5www.FreeLibros.org



4. U n o  d e  los exiremos de una escalera de 15 m  se apoya contra una pared vertical levantada en un piso 
horizontal. Suponga q ue  se em puje el p ie de la escalera ale jándola de la pared a razón de 0.9 m /niin : 
u) ¿C o n  q ue  velocidad baja la extrem idad superior de la escalera cuando  su p ie dista 4 m  de la pated?
b )  ¿C u án d o  se m overán con la m isma velocidad las dos extrem idades de la escalera'’ c )  ¿C uándo  
baja la extrem idad superior d e  la escalera a razón de \ 2  m/s?

N o t a .  Recuerde que si la d istancia aum enta con el tiem po, la  velocidad es positiva, y  negativa si la 
d istancia d ism inuye con el tiempo.

R e s p . :  a )  0.25 m/m in; h )  cuando el p ie de la escalera d ista  7 ^ / 2  m  de la p ared ; c )  cuando  el 
pie d ista  12 in  de la pared.

7 .  U n  buque navegaba hacia el Su r a  una velocidad de 6 m illas por ho ra ; o tro  navegaha hacia el Este a 
una velocidad de 8 m illas por hora. A  las cuatro  d e  la tarde el segundo cruzó la ru la  del prim ero en el 
punto  por el q ue  éste hab la  pasado dos horas antes, a )  ¿C ó m o  variab a  la d istancia entre los buques 
a  las tres de la tarde? h )  ¿ C ó m o  a  las cinco  de la tarde? c) ¿C u án d o  no  variab a  la d istancia entre 
ellos?

R e s p . :  a )  D ism inu ía  2.8 m illas por h o ra ; b )  aum entaba 8,73 m illas por h o ra ; c )  a  las 3 h  17 min 
de la tarde.

8 . Las  aristas de un tetraedro regular miden 10 c m ; s i aum entan 0.1 cm  por m inuto, calcule la rapidez 
de aumento del volumen.

9 .  S i en un cierto instante las dimensiones de un rectángulo son u  y b . y su rapidez d e  variac ión  es n i y  n.
respectivamente, demuestre que la rapidez d e  variación del área es u n  +  b m .

1 0 . E l  d iám etro  y  la a ltu ra  de un c ilind ro  circu lar recto son. en un cierto  instante. 10 y 20 cm . respectivamente.
S i el d iám etro  aum enta a  razón de I cm  por m inuto, ¿que  a lte rac ión  de la a ltura mantendrá el volumen
constante? n ,, . . ..

R e s p . :  U n a  d i s m i n u c i ó n  d e  4  c m m i n

11. E l rad io  de la base de cierto cono aum enta a razón de 3 cm  por hora y  la a ltura d ism inuye a  razón de 
4 cm  por hora. C a lcu le  cóm o varia  el área to ta l del cono cuando  el rad io  mide 7 cm  y  la a ltu ra  24 cm.

R e s p .:  Aum enta 9 6 *  cm '/h

1 2 .  E n  cada uno de los extremos d e  un c ilin d ro  de rad io  r  y a ltu ra  h  se co loca un hemisferio de rad io  r. S i  r  

aum enta a  razón de 50 cm  por m inuto, ¿a  qué razón debe /i d ism inu ir para mantener lijo  el volum en  
del só lido  en el instante en que r  =  10 m  y h  — 2 0  m ?

13. Desde la boca de un pozo profundo se deja caer una piedra, y  después de l  segundos se deja  caer otra 
piedra. Dem uestre que la d istancia entre las p iedras aum enta a  razón de g l  cm  por segundo.

1 4 .  U n  gasóm etro contiene 1000 m * de gas a  la presión de 300 g f por cm 1. S i la presión d ism inuye a  razón 
de 3 g f por cm J  por hora, ¿con que rapidez aum entará el vo lum en? (D ése  por sentada la  ley d e  Bo y lc :

** R e s p . :  10 m \ ’h

15. La  ley ad iabática para la expansión del a ire  es P V i A = c. S i en un tiem po dado  se observa que el vo lu 
men es d e  10 m ‘  y la presión es de 50 kgf por centím etro cuadrado, ¿cu á l es la a lteración de la presión 
si el vo lum en d ism inuye un m etro  cúbico  por segundo?

R e s p . • Aum enta 7 kgf/cm1 por segundo

1 6 .  Se  echa agua en un recipiente hemisférico de 35 cm  d e  d iám etro  a  razón de 16 cm ’  por segundo ¿Con
qué rapidez suite el ag u a : a )  cuando ha llegado a  m ed ia  p rofund idad , ó) en el m om ento d e  re
bosar? ( E l  volum en d e  un segmento esférico de una base es n r h *  -  1/3*6’. siendo h  la a ltura del seg
mento.)

17. E l gas de un g lobo esférico se escapa a  razón de 1000 cm ’  p o r m inuto. En  el instante en que e l rad io
es 25 cm ; a )  ¿con que rapidez d ism inuye el r a d io ? ;  b ) ¿con qué rapidez d ism inuye el área d e  la

superficie. R e s p . :  b )  80 cm ’ /min

1 8 .  U n a  vía de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo  de 60". U n a  locom otora dista 160 m  del cruce 
y  se ale ja  de él a  la velocidad de 100 km  por hora. U n  au tom óvil dista del cruce 160 m  y se acerca a  él 
a  la velocidad d e  50 km  por h o ra  ¿A  q ué  razón se a lte ra  la d istancia entre los dos?

RAZONES r  vElOCIDAD 185
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19. L a  longitud d e  una artesa horizon ta l es de 2.5 m ;  su  sección transversa l es un triáng u lo  rectángulo  isós
celes. S i  se cchá  agua en la artesa a razón dc 1/8 m* p o r m inu to , ¿con q ue  rap idez sube la  superficie del 
agua cu an d o  el agua tiene 1/2 m  dc p ro fu n d id ad ? R e $ p  . $ cm/min

2 0 . E n  el e je rc ic io  an terio r, ¿co n  q ué  rap idez debe echarse el ag u a  p a ra  q ue  el n ivel suba 4 cm  por m inuto  
cuando  el agua tiene una p rofund idad  d c  75 cm ?

21. 1.a long itud  d c  una artesa horizon ta l es dc 4 m ;  su sección transversal es un trap ec io ; el fondo  tiene 
un m etro  d c  a n ch o ; el seno del ángu lo  en tre  sus ca ras latera les y  el p lano  horizon ta l es 4/5. Se  echa agua  
en la  artesa a razón dc 1/4 m ’  p o r m inuto. ¿C o n  q ue  rap idez sube el n ive l del agua cuando  el agua tiene 
6 0  cm  d e  p rofund idad?

2 2 .  E l segmento q ue  la tangente a  la ram a positiva  d c  la h ip é rbo la  xy =  4  d eterm ina  sobre el eje d e  las x 
aum enta 3 unidades por segundo. Sea O B  la o rdenada a l origen. H a lle  la ve loc idad  d c  B  después de 5 se
gundos d e l instante en que la tangente pasaba por el origen.

R e s p . :  -  ~  d e  un idad  p o r segundo

23. U n  punto  P  se m ueve a  lo  la rg o  dc la p a ráb o la  y 1 x  d c  form a que su abscisa aum enta dc una m a
nera un iform e k  un idades p o r segundo. L a  p royección  dc P  sobre el eje dc las x  es M .  ¿C o n  q ue  rapidez  
aum enta el á rea  del triáng u lo  O M P  cuando  P  está en e l punto  de abscisa x  =  a ?

R e s p . :  ^ k j  a  unidades por segundo

2 4 .  U n  coche dc ca rre ras v ia ja  a  una ve loc idad  constante dc 90 m illas p o r ho ra  sobre una p ista  circu lar. 
Sup on g a  q ue  hay  un a  fuente dc luz en el cen tro  d c  la  pista y  un a  va lla  tangente a  La pista e n  un punto  
P .  ¿C o n  q ue  rap idez se m ueve la som bra del coche  sobre  la v a lla  cuando  el coche ha re co rrid o  1/8 d c  la 
pista desde P? R ap  ; |80 m , „ a s  ^  hora

25. La Figura 7-10 muestra el mecanismo dc una máquina Suponga que el volante dc radio R  gira con 
velocidad angular constante ot en el sentido dc las agujas del reloj. ¿Con que rapidez se mueve el pistón 
cuando el volante ha girado un ángulo a?

i
F i g u r a  7 - 1 0

Resp.: Rut j  sen a R  sen 2a
2 JP  ~  R* señ^a

26. Una linea recta paralela al eje de las y  se mueve dc la posición x  = - 1  a la posición x = I a una razón 
constante c. intcrsectando el circulo unitario x 2 + >■* = I  y dividiéndolo en un área a la izquierda S 
y un área a la derecha n -  S. ¿Con qué rapidez crece S  cuando la recta está en la posición x -  1/2?

Resp.: J3  v

2 7 .  Una viga de longitud / con su extremo superior atado a una polca se apoya en una pared y su extremo 
inferior descansa sobre un carro (vea Fig. 7-1I). ¿Cuál es la aceleración del carro cuando está a x unidades 
dc la pared (parte inferior) si se suelta la soga a razón dc v unidades por segundo?

Ñola. Recuerde que 

l  = tiempo.
aceleración es “  '¿T  ( ' ¿ r )  = sictu,°  r "  velocidad, x = distancia y

2 8 .  La ley del movimiento dc un punto material, lanzado en el plano vertical xOy. formando un ángulo a 
respecto al horizonte, con una velocidad inicial V viene dado por las fórmulas siguientes (sin tomar 
cu consideración la resistencia dd aire):

F0í  eos a. y F 0r sen awww.FreeLibros.org
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donde i  e s  el tiem po y  g  la aceleración de la fuerza de gravedad. H a lle  la  trayectoria del m ovim iento y 
su alcance. Determ ine tam bién la m agnitud de la velocidad del m ovim iento y  su dirección. (Vea Fig , 7 -12 .)

R e s p . :  La  ecuación de la  trayectoria es y  -  x  tg a  -  j — x 2 .  E l  alcance es igual a
^ » ' O C O S  3

— ^ --------- . L a  velocidad (su m agnitud), J V &  -  2 V 0  g t  sen a  +  fpf5 ; d  coeficiente angular (pendiente)

del vector velocidad. tt ~  .
V o  cos a

I n d i c a c i ó n .  P a ra  determ inar la  trayectoria hay que e lim in a r e l parámetro I  del sistema dado. E l alcance

es la abscisa del punto A. L a s  proyecciones de la  velocidad sobre los ejes, V , -  d~  y  V =  La
 ________________________  ul ’  di

m agnitud de la  velocidad. 1 / ( 4 * )  +  (  vector de la  velocidad está d irig id o  por la tangente
a  la  trayectoria.
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CAPITULO

Funciones crecien tes y decrecientes. 
P reservac ión  del orden

S i e x a m in a m o s la  fu n ció n  / ( x )  =  c x  y a  < b, c n io n c c s  f (a )  <  f {h J o  f (b ) < f (a ), según q u e  c  sea 

p o s itiv o  o  n eg a tivo . E sto  m uestra  q u e  existen fu n c io n e s que p reservan  e l ord en , a s i c o m o  funciones 
q u e  no lo  p reservan .

L a s  fu n c io n e s d e l t ip o  x* c o n  n im p a r  co n se rv a n  e l o rd e n  en to d o  su  d o m in io , y  s i n  es par 

co n se rv a n  e l ord en en la  p a rte  p o s it iv a  d e l e je  X  y  lo  in v ie rte n  en la  parte negativa.

D e f i n i c i ó n .  Sea /  u n a fu n c ió n  R  -  R  y  S e  ^  se d ic e  q u e :

a )  / c o n s e r v a  e l o rd e n  (resp ectivam en te, in v ie rte  el orden) 
so b re  S  o  p a ra  to d a s la s  p a re ja s  | x „  x 2 e  S , x ,  <  x 2 / ( x , )  <  

J { x 2 )  [resp ectivam en te, x ,  <  x 2 = > / | x , )  > / ( x 2)].

h )  f  co n se rv a  e l o rd e n  lo ca lm e n te  (resp ectivam en te, in v ie n e  
e l o rd en ) en x 0 e & , o  existe un b ¡  =  b¡{x0)  t a l q u e  p a ra

=> / (x ,)<  
/ ( x 2 ) < / x 0)

X ,  <  X a  <  X-x 2  e  ] x 0 -  ó f .  x 0 +  5 , [ n  

< / ( x o )  <  f { x 2 )  [resp ectivam en te, x ,  <  x0 <  x 2

<  / (x ,)J .

A x , ) X 2

A x 0 ) X0

A x , )

A x t )

x 0

A*>)

f  conicrv» localmente 
e l orden en x 0

F ig u r a  8-2

/  invierte localmente 
el orden en

F ig u r a  8-3

A * > )

A x , )

f  cooierva el orden 

F ig u r a  8-1

F ig u r a  8-4

E n  co o rd e n a d a s ca rte s ia n a s  la  p re se rv a c ió n  c  in v e rs ió n  d e l ord en e q u iv a le  a  que 

- sea p o s it iv o  o  n eg a tivo . E s  d e c ir , que el s ig n o  d c  la  d e riv a d a  in d ic a  c u á n d o  la
x  -  x 0

fu n ció n  co n se rv a  o  in v ie rte  el ord en .
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FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES PRESERVACION DEL ORDEN

T e o r e m a .  S e a / u n a  fu n ció n  R  -• R  co n v e rg e n te  en x 0. E n to n c e s  a )  l i m /  > 0  [resp ectivam en te, 

<  0 ] => existe u n  6 ,  »  ó / x 0) tal q u e  p a ra  x  /  x 0, x  e ] x 0 -  ó , . ' x ' 0  +  ó/ [ n  & ¡  = > /f x )  >  0 
[re sp e ctiv a m e n te , <  0 ] ,  h ) J fx )  >  0 [re sp e ctivam e n te , <  0 ]  so b re  = >  I im  / >  0  [resp ec
tiv a m e n te , £  0 ] ,

D e m o s t r a c i ó n ,  a )  Sea L  =  l im  /  S e  v a  a  d e m o stra r e l teorem a p a ra  e l c a so  L  >  0, p o rq ue 

p a ra  el c a so  L <  0  es la  m is m a  d e m o stra c ió n  que p a ra  - /  L a  c la v e  d e  la  d e m o stra c ió n  es

T > °
L  >  0

Según la Figura 8-7, si L  > 0 se puede aceptar L/2 com o el error 
prescrito para / í x )  -  L .  y  obtener Ó, = ó ,  \ ¡ J 2 , x 0 )  tal que

0 <  |x  -  x 0 | <  ó , ~  |/lx) -  L |  <  L/2  (8-1)

Com o |u  — /> | < c o b  — c  < a  < h + c, (8-1) se transform a en 

x 0 -  5 ,  <  x  <  x 0  +  6 f  y  x  x Q  

dc donde se deduce la  relación

x 0  -  6 /  <  x  <  x 0  +  6r  y  x  *  x 0  =>J[x) > L/2 ( 8 - 3 )

L  -  L / 2  <  A x )  <  L / 2  +  L  

( 8- 2 )

X I

*o ♦ *>!' 

*0 - *n

Figura 8-7

L o  que c o m p le ta  la  d e m o stra c ió n  d e  a ) .  L a  id e a  g e o m é trica  d c  la  d e m o stra c ió n  la  d a  la  F ig u r a  8-7. 
E l  h e ch o  d c  que e l lim ite  ¿ e s t é  a  u n a  d is ta n c ia  p o s it iv a  d e  0  hace q u e  los v a lo re s  fu n c io n a le s  A x )  

estén a  u n a d is ta n c ia  m e n o r que L / 2  c o n  respecto a  0.
b )  E s ta  c o n c lu s ió n  e s  co n se cu e n c ia  de a )  s im p le m e n te  n eg á n d o la. E s  d e c ir , s i se niega 

que L  >  0, en to n ces L  <  0 ;  p o r tan to , / ( x )  <  0  en a lg ú n  e n to rn o  d c  x ^  lo  c u a l c o n tra d ic e  la 
h ip ó te s is  A x )  >  0  so b re  &  f .

T e o r e m a  d e l  i n c r e m e n t o  lo c a l

Sea /  u n a  fu n ció n  R - R y  d e riv a b le  e n  x 0 e  9 r  E n to n c e s  f { x 0 )  >  0  (respectivam ente, 
<  0) = > / c o n se rv a  e l o rd e n  lo c a lm c n tc  (resp ectivam en te, in v ie rte  e l o rd en ) e n  x 0 .

D e m o s t r a c i ó n .  Se v a  a  d e m o stra r so la m e n te  e l c a so  / ( x 0 )  >  0, puesto  q u e  e l caso  J \ x 0 )  <  0 
es co n se cu e n c ia  d e  e stu d ia r a  - /  L a  c la v e  d e  la  d e m o stra c ió n  es e l h e ch o  d c  q u e  lo s  a p ro x i
m an tes d c  / ' ( x c), es d e cir, lo s  co cie n te s [ ( /( x )  -  / ( x 0) ] /(x  — x 0 ). debe f in a lm e n te  hacerse p o s i
t iv o  s i e l lím ite  f ' ( x 0 )  es p o sitivo .

0  _  A X )- A X 0)
X  -  X owww.FreeLibros.org



En particular se tiene que ÓQ «  <50(x0), tal que sobre © /.se tiene

0 < \ x — xn \ < ¿q => A x ) >  0
A Aq
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A x )  -  A x q )  

X -  x0
> 0

x -  x0 < 0 y  y?x) -  A x0) < 0 
o
x - x o > 0 y j i i ) -  A x0) > 0

Para x , y  x2 e ]x 0 -  ÓQ, x0 + <50 [sc tiene dc (8-4) y  (8-5) que

x ,  <  x 0 <  x 2 ^ A x x)  < A x 0) y  A x 0)  < A x t)

Según (8-6) y la parte b) dc la definición, queda demostrado el teorema. Las Figuras 8-8, 
8-9 y  8-10 dan una idea geométrica dc la demostración.

F i g u r a  8 -8 F i g u r a  8 - 9  F i g u r a  8 -1 0

E X T R E M O S  D E  L A S  F U N C I O N E S .  M A X I M O S  Y  M I N I M O S

E l concepto de derivada es el instrumento fundamental para minimizar o maximizar un fe
nómeno físico, es decir, para obtener un resultado óptimo dc un conjunto dc posibilidades.

S i se hace rebotar una bola de caucho, observamos que en el primer rebote alcanza su 
altura máxima y ésta disminuye en el segundo y asi sucesivamente hasta detenerse. Los dis
tintos máximos asi obtenidos se suelen llam ar «máximos locales». S i en el conjunto de máximos 
locales existe uno que sea mayor que todos los demás, llamamos a este máximo «máximo global». 
Cosa análoga podemos decir para los mínimos. En  términos del grafo cartesiano, el máximo 
global es la proyección del punto más alto del grafo sobre el eje dc las y. Análogo para los mí
nimos. (Vea Fig. 8-11.)

F ig u r a  8 -11www.FreeLibros.org
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Definición. Sea /  una función R  -* R . x0 e  Q Decimos que:

a) f ( x 0) es el máximo global de/(respectivam ente, m ínim o) sobre ® f <»x e S í f "> f(x ) < 
^ A x 0) [respectivamente. > /(x0)].

ó) A xo) es cl máximo local (respectivamcnic, m inimo) de f o  cxisic un = á ,(x 0) lal 
quc/(x0)cs el máximo global (respectivamente, m ínimo) de la  rcsiricción d c/a  ] x 0 -  6f .x Q + <*,[. 
según a).

Por lo común, para calcular los máximos o  mínimos se hace la derivada igual a cero y 
se resuelve la ecuación resultante. Las funciones | x | y | sen x  | muestran que los extremos se 
pueden presentar en puntos interiores en los cuales la función no es derivable o también en los 
puntos extremos.

Teorema. Del extremo estacionario. Sea / : [a , 6 ] -* R. Entonces x0 6 ]a , b [ y  f  es derivable 
en x0 y  f x 0) un extremo local d e f  =>/'(x0) = 0.

Demostración. Neguemos la conclusión. Es decir, que f ( x 0) ¿  0. / (x 0) es un extremo local 
y  x0 un punto de derivabilidad en cl interior de ]a , fe[. Entonces f ( x 0) > 0 o / '(x 0) < 0.

En cualquier caso, el teorema del incremento local se aplica. En  el primer caso cl teorema 
afirma que existe un entorno de x0, digamos ]x 0 — ó, x0 + ó [ tal que para todas las parejas x ,. 
x 2, entonces / (x ,) < / (x 0) < / (x 2) cuando x , < x0 < x2. Esto niega la hipótesis de que / (x 0) 
es un extremo local, porque J\x0) ni domina ni es dominado por valores funcionales de todos 
los puntos de un entorno de x0. Lo  mismo para el segundo caso.

Este teorema no es suficiente para hallar los extremos de una función; situación que se 
resuelve al estudiar cl signo de la segunda derivada.

Definición. Por punto critico se entiende un punto estacionario, es decir, de derivada cero, 
un punto donde no existe la derivada o un punto extremo del dominio.

E l siguiente teorema asegura la existencia de valores máximos y minimos según determ i
nadas condiciones. Esto garantiza que no se trabaja en cl vacio.

Teorema. Sea /  una función continua sobre [a , fe]. Entonces /  tiene un máximo y un minimo 
sobre [a , fe]. (N o  se da demostración.)

Nota 1. U na función definida en un intervalo cerrado puede no tener máximo, o no tener 
m inimo o ninguno de los dos si la función no es continua en todos los puntos del intervalo. 
P o r ejemplo, suponga que /  se define sobre [a . fe] p o rfx ) = x si 0 ¿  x < l y  /(x) ** ]  si x  »  I. 
Esta función tiene un minimo en [0 .1] y  no tiene máximo. /  no es continua en 1.www.FreeLibros.org
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Nota 2. Una función puede ser discontinua sobre un intervalo cerrado [o, b ] y. sin embargo, 
tener máximo y  m ínimo. (Vea Fig. 8-14.)

Estos ejemplos dicen que la  hipótesis de que la función sea continua sobre un intervalo 
cerrado [a , b]  es apenas una condición suficiente, pero no necesaria. S i la función no es continua 
o el intervalo no es cerrado puede o  no existir un máximo.

o
F i g u r a  8 -1 5

T
F i g u r a  8 - 1 6

S i la función f e s  continua sobre el intervalo  cerrado [a , b ]  y  si / tie n e  un máximo en x 0, 
puede suceder que: a ) x0 = a o x0 = b ;  b) a  < x0 < b y f { x 0) = 0. o c ) a  < x0 < b y / n o  
es derivable en x0. L a  Figura 8-15 muestra las tres posibilidades.

Nota 3. S i / (x 0) = 0. entonces /  no tiene necesariamente un máximo o mínimo en Xo. Por 
ejem plo,/(x) = xJ  en [- 1 , I ]  (F ig . 8-16)/(O ) = 0. Sin  embargo, en 0 no tiene ni máximo ni 
mínimo.

Resumen de las técnicas para hallar máximos o mínimos

1. Trate de expresar la cantidad que se va a  m axim izar o  m inim izar com o función de 
alguna cantidad que se presente en el problema, como una distancia, un tiempo, un ángulo, etc.

2. S i al comienzo necesita dos variables, digamos x y y, para expresar la cantidad que se 
va a  m axim izar o m inim izar, halle una segunda relación entre x  y  y  y  empléela para elim inar 
una de las variables.

3. Determ ine qué valores de la variable son adm isibles en el problema. En  otras palabras, 
halle el conjunto de valores sobre el cual se considera la función.

4. Considere los puntos donde la  derivada es cero; la segunda derivada, puntos de infle
xión, extremos, etc.

5. Para ver dónde existen máximos o mínimos, localice los puntos donde:

a) la  derivada es cero,
b) la  derivada no existe.
c ) el dom inio de la  función tiene uno o dos extremos.www.FreeLibros.org
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P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b le m a  8-1

a) / (x ) = x 3 -  6x2 + 9x + 1; b) /(x )

Para las siguientes funciones:

x 2 -  4 si x  < 3
-  x  si 3 S  x . c ) / (x ) -  x4' 3 + 4x 1/3

halle los extremos locales de/  aplicando la primera derivada. Determine los valores de x en los 
cuales ocurren los extremos locales, también los intervalos en los cuales / e s  creciente y en los 
que es decreciente. Haga un dibujo del grafo.

S o l u c i ó n ,  a) / '(x) = 3xJ  -  12x + 9 / ' existe para todos los valores de x.

f\x) = 0 « .  3x2 -  12x -t 9 - 0 o 3(x — 3)(x -  |) = 0 =* x l.x  = 3

Asi los valores críticos de/son I y 3. Para determinar si/tiene un extremo local en uno de estos puntos, apli
camos el criterio de la primera derivada. Los resultados se dan en la Tabla 8-1.

y

T A B L A  8-1

/(x) m Conclusión

X  < 1 + /  es creciente
X  =  1 5 0 /  tiene un máximo local

1 < X < 3 — /  es decreciente
x -  3 1 0 /  tiene un mínimo local
3 < x + /  es creciente

F i g u r a  8 - 1 7

b) Si x < 3,/'(x) -  2x. Si x > 3./'(x) -  - 1.
Como /L(3) = 6 y f ,0 )  = - 1 concluimos que /'(3) no existe. Por tanto, 3 es un punto critico de f . f  «  0 

cuando 2x -  0 o x 0. Por tanto, cero es un punto critico de /.www.FreeLibros.org



Aplicando el criierio dc la primera derivada, d  resultado se resume en la Tabla 8-2.
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T A B L A  8 -2

Ax) /Tx> Conclusión

x < 0 _ /  es decreciente
x = 0 -4 0 /  tiene un mínimo local

0 < x < 3 + /  es creciente
x -  3 5 no existe /  tiene un máximo local
3 < x — /  es decreciente

c) f\xi = 4/3x,/J + 4/3x-** = 4/3x'1'*(x + I).

T A B L A  8 -3

Ax) flx ) Conclusión

x < - 1 /  es decreciente
x = - 1 -3 0 f  tiene un mínimo local

- 1  < x < 0 + /  es creciente
x = 0 0 no existe /  no tiene extremo local en x = 0
0 < x + + /  es creciente

H alle  los extremos de la función y  = 2x + 3

So lu c ió n . /  = 2 + - | r - - | r ^ + l ) .
/ x  jx

Igualándola a cero obtenemos yjx + I = 0. Entonces x -  - 1 es un punto estacionaria Si x = - ! - / « .  
donde h puede ser cualquier número positivo suficientemente pequeño, entonces y’ > 0; si. por el contrario. 
x = — I + h se tiene /  < 0. Por consiguiente, x , = - I es un punto máximo dc la función, además max/ a  1.

j

Igualando a cero el denominador de la función, obtenemos N/x = 0 es el segundo punto critico dc la 
función para el que no existe derivada y. Cuando x -  -h, evidentemente tendremos /  < 0; cuando x = h 
tenemos /  > 0. Por consiguiente, x , = Oes un punto mínimo dc la función, además min/ = 0 (vea Fig. 8-18/

P r o b l e m a  8 -2

F ig u r a  8-18 F ig u r a  8-19www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  8-3 H alle los valores m inimo y  máximo globales de la función /(x)
= x* -  3x + 3 en el segmento - 1 J £  x £  2 j.

So lu c ió n . (Vea Fig. 8-19.) Como y ■ 3xJ  - 3. los punios críticos de la fundón son x, = — I y x, — I. 
Comparando los valores de la función en estos puntos con los valores de la función en los extremos del in
tervalo dado,

>1-1)- 5; >11)- I ;  >1-li> = 4 ¿ ; ><2j) = l l ¡ .

llegamos a la conclusión (Fig  8-19) de que el valor minimo global de la función m = I se alcanza en d punto 
x = I (en el punto mínimo) y d  máximo global <Vf = 11 ¿ en el punto x - 2 } (en el punto extremo derecho 
del segmento).

F ig u r a  8-20 F ig u r a  8-21

P r o b le m a  8-4 |.|aj|c c| m¡nimo global de J\x ) = (x  -  a)2 + b sobre R . siendo a  y  b
números reales. Aplique el resultado a /(x ) = x2 -  4x + I.

S o lu c ió n . Como/ es derivable sobre R y no existen puntos extremos, los únicos puntos críticos son los 
puntos estadonarios, es decir, las soluciones dc/tx) = 2(x - a) «= 0. Así, x a es el único punto critico.
j[a ) -  b es d  mínimo global, porque x c R =• (x - a)¡  ¿  0 =* (x -  a)2 + b > b. Como (x - o)2 ♦ b =
= b <* x a es evidente que el minimo global se obtiene solamente cnx0 -  a

Como x* -  4x + I -  (x1 -  4x + 4) -  3 = (x -  2)2 -  3. la función fix ) -  x¡ -  4x + I tiene un
minimo global igual a -3 en x0 = 2

Halle el máximo global de/(x ) = I  + 12 |x| -  3xJ  en [- 1 .4 ].

So lu c ió n . / es derivable sobre R  - {0}. porque |x| no es derivable en x = 0. Esto muestra que 0 es punto 
crítico. También -1.4 son puntos críticos porque son puntos extremos.

Como f(x ) -  ( I + 12x -  3x2)' = 12 -  6x si x > 0 y/ (x ) -  ( I  -  I2x -  3x2)’ = -12 -  6x si x < 0. 
vemos que x = ±2 E! conjunto de puntos críticos es {a  -  I. 4. 2}. porque -2 está excluido del dominio. 
/  es continua en el intervalo cerrado y acolado [-  1.4], d  teorema del valor extremo asegura que ambos ex
tremos globales se producen.

De/(0) -  l./ l- l)  -  10./14) = I y J[2 ) = 13 se tiene max /  -  13 y min /  = I, Observe que el máximo 
se produjo en un punto cstadonario y el minimo se obtuvo en un punto extremo no dcnvablc.

P ro b le m a  8-5

www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  8-4
Halle el máximo global de /(x>

el minimo global de /(x ) ■ eos x + |x| sobre R.
xJ  -f- I

2x

-  I sobre R . b) Halle

So lu c ió n , a) Como/es derivable sobre R y como/lx) = -  fc * ~  -  0 <> x -  0. Según el teore
ma del extremo estacionario, el único punto critico es 0. Si existe un máximo se debe tener quc/?0) = 0, para 
esto vamos a verificar que f[x) £  /(O) para todo x e R :

/Ix) S/|<» o  - I S O *  ' ~ J* l  |  '* S  0 *  —x7 £  0 *> x e R

b) Como eos x y |x| son dcrivablcs sobre R  -  {0 }, entonces/es derivable sobre R  -  {0 }./no  es deri- 
vablc en 0, porque de otra manera |x| -  (eos x + |x|) - eos x serla derivable en 0. Por tanto, 0 es un punto 
crítico.

Para x > 0,/(x) = (cosx + x)' = -sen x + 1. pero para x < 0,/(x) -  (eos x -  x)' -  -senx -  I;

por tanto,/' = 0 o  -sen x + 1 = 0 o -sen x — l = 0 < > x = ± y  + 2*/*. n entero.

Por tanto, el conjunto de puntos críticos es J 0, y ± y  + 2nn Como/10) = I y /  |± y  + 2/nt J  =

= I ± -y + 2nn I > I esto muestra que /JO) = I es el minimo global.

P r o b le m a  8-7 H alle la distancia mínima del punto (a, 0) sobre el eje A' al grafo de

y -  >Jx-

So lu c ió n . La función que se va a minimizar está dada por la fórmula

d{x) = |/,x -  a)2 + i/x  -  0)1 = J (x ^ a )2 + x 

cuyo dominio es [0. +co[. Como tf(x) = |x  — o + y  J [(x -  a)1 + x]~1,1 existeparax > 0yif(x) = 0«- 

o ( x - ú ) + - J -  = 0 y x > 0 « x  = a -  y y x > 0 .  E l conjunto de puntos críticos es j 0, a  — j  j, si 

a > y .  pero {0 ) si a < y .  Vamos a ver que el minimo se obtiene c n a - y á a ^ y ,  o en 0 si a < y .

a) a £  y  : <Hx) £  d |u -  y )  « ( i - o p + x i n  - j « « ‘ - ( 2a - l ) x  + fll - f l  + | ? 0 »

o  x1 -  (2a -  l )x  + |a  -  y  j  S  0 o  |x -  (a  -  y  ¿  0 o  x e R.

b) a < y  : d(x> £  d(0) «■ (x -  a)1 + x ¿  a2 o  x2 -  2ax + a ‘ + x ¿  a2 <> x(x -  2a + I) £  0 o

o x i 2a - l .www.FreeLibros.org



Pero « ^ 0 y a < - j » x 2 2 f l - l ,  x ¿  0 y a  < «» d(x) 2* 4(0) La distancia más corta

68 d (“  ~  T  )  = |^* ~  T  si a ¿  T ' P " 0 J(0i “  a si a < ~ i'
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P ro b le m a  8-8 , . . . .
------------------ H alle la  longitud de la escalera, de
longitud máxima, que se puede pasar por la esquina dc 
un corredor cuyas dimensiones se indican en la Figura 
8-24; se supone que la escalera se transporta paralela al 
suelo.

So lución . La longitud dc la escalera /tfl -  a  sec 0 + fe 
coscc0. AB  es un máximo cuando:

c/(/fl ¿f)-jg- = a  scc 0  tg 0 -  ¿> coscc 0  cotg 0 = 0 -» 

a sen3 0 -  b eos* 0  => tg 0 = *fbja

Entonces scc 0 = ^~~a\n ^—  y co5cc 0 = r "  - Por ,an,°- = a  sccO + b coscc 0 es. efecti
vamente, un máximo. Tenemos que mostrarlo analíticamente.

En efecto, d  ángulo 0 hace la longitud AB  mínima, es decir, que limita la longitud que puede pasar ai 
valor dc AB  para 0 = are tg Jb/a.

P ro b le m a  8-9
    H alle las dimensiones del cono recto circular, dc máximo volumen.

que puede ser inscrito en una esfera de radio a. (Vea Fig. 8-25.)

n f  H  + 2ah -  2h¡

S o l u c i ó n .  Sea reí radio dd cono, h la altura y Ksu volumen: r’ + (fc -  fl)J = a1; 2r + 2</i -  a) —  = 0 **

. 0 o •

2/3

a -  h

De r1 = a3 -  {h -  a)5 se obtiene ^  = ”^ /4d ~  hl  = 0 y h = 0 o 4/3a La altura h -  0 obvia

mente da un mínimo local; cuando h = 4/3a, entonces r -  / a 1 -
' r j

Pa ra  verificar si (r  -  a, h = 4/3o| es un máximo o no. es necesario considerar solamente valores 

dc h próximos a 4/3a tal que h > a. Entonces si r < 2^ -  a  ^  h > - j a y d~  > 0

< T  a y "^¿F < 05,0 mucs,ra Muc 04,35 dimensiones dan d  valor máximo.

www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  8-10 H alle  la altura y el radio de la  base de un cono recto circular, de 
volumen m ínim o, que circunscribe una esfera de rad io r. (Vea Fig, 8-26)

S o lu c ió n . Sea *  el radio de la base del cono y y la distancia del vértice del cono al centro de la esfera. 
Entonces y  + r  es la altura del cono. La Figura 8-26 muestra que los triángulos ABC  y ADE son semejantes; 
por tanto.

v V  -

Ahora r  .  ±  + , )  = F) -

Solamente los puntos estacionarios de F(y) son puntos críticos. Puesto que

„w  _ ^ , , ^ - 3 1  „ „ „  y 3r

E l único punto critico en ]r,co[ es y0 3r. Luego y0 + r ®  4r. E l radio mínimo está dado por

x0 = ri4r)t¿9r2 -  r2 = r/2, puesto que ■—  < 0 si y + r  < 4r y ■ > 0 si y + r > Ar.

P ro b le m a  8-11 H a|jc  ^  rc]acj¿ n quc cxjs(c cntrc |a  altura y  el radio de la base de
un cilind ro  recto circular de volumen dado V  para que su superficie sea minima.

S o lu c ió n . Sea r el radio de la base y h la altura. Entonces el volumen está dado por V  -  nr3h: por tanto.
h = V/nr2.

Para cualquier r  la superficie S(r) está dada por

S(r) = 2nr2 + 2nrh «- 2nr2 + 2nr -~T  — 2nr2 + , r 6 JO. + co[

Los únicos puntos críticos son los ceros de S ' como

S-(r) = 4nr -  ^  = 0 => 4xr» -  2V = 0 ~  4nr’ = 2V 

r  * |/->̂  es el radio mínimo. Si h0 y r0 son la altura y radio mínimos y como V — nr2h ■- nry | y j .  enton

ces 2. listo muestra que h debe ser el doble del radio. (Vea Fig. 8-27.)

F ig u r a  8-27 F ig u r a  8-28www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  8-12 ^  qUjcrc construir una caja de una hoja dc papel dc 12 cm dc lado,
cortando cuadrados iguales en las esquinas y doblando los lados. Halle la longitud del lado del 
cuadrado que se debe cortar para que el volumen sea máximo. (Vea Fig. 8-28.)

So lución . Sea x el número de centímetros del lado del cuadrado que se debe cortar. V el volumen dc la 
caja. Las dimensiones dc la caja son x, (12 -  2x) y (12 -  2x). V(x) = x(12 -  2x) (12 - 2x). Si x = 0, V -  a  
y si x 6. V m 0. Esto muestra que el valor dc x debe estar comprendido en [0.6].

V(x) = x(12 -  2x)(12 -  2x) -  I44x -  48x> + 4x* =» F'(x) = 144 - 96x f  I2x* - 12(x - 2)<x -  6) 
V'{x) existe para lodos los valores dc x, haciendo V'(x) -  0 ** x ■ 2 ,ox  ■ 6.

Como P(0) -  0. P(6) = 0 y P(2) = 128, entonces d máximo global es 128, que se obtiene cuando la 
longitud del cuadrado que se corta es de 2 cm.

P r o b le m a  8-13
Una isla A  está a 6 km dc una playa B  recta y en C  hay una tienda 

a 7 km dc B. S i un hombre rema a 4 km/h y  camina a  5 km/h, ¿en qué punto debe desembarcar 
para emplear el tiempo mínimo para ir dc A  a  C ? (Vea Fig. 8-29.)

So lu c ió n . Sea x la distancia entre B  y P. T  el tiempo que emplea en ir de A a C. T  = - .

| ÍP |  = J i 1 + 36. |PC| -  7 — x. T(x) -  +. 36 + JL = _* . como P  es un punto cualquiera en [0.7],
x debe estar comprendido en este intervalo.

7v(x) -  * .......  -  4  • -  4- - 0 o  5x =4v/xr T l6  o  x1 -  64 «■ x = ±8
t J F T x  5 4>/irT l 6 5 V

Haciendo 7~(x) »  0. se encuentra que x = ±8. Como -8  es una raíz extraña y 8 € [0.7]. no existen 
puntos críticos dc T  en [0.7]. Por tanto, d  mínimo global dc T  en [0.7] debe presentarse en un punto extremo

del intervalo. T(0) = ~  y T(7) = v| 5 c o m o ^  < entonces el mínimo global dc T csv *5 cn [ ° . 7J

Es decir, el hombre debe remar cn linca recta dc A a C.

Figura 8-29 Figura 8-30

P r o b le m a  8 -1 4  . . . . . .  . .-----------------  H alle las dimensiones del cilindro recto circular,
lumen, que puede ser inscrito en un cono circular dc radio r = 5 cm 
(Vea Fig. 8-30.)

dc máximo vo- 
y altura 12 cm.

So lu c ió n . S i r - O y / i - 1 2 * *  P  = 0 ;s ir  = 5 y ñ  = 0 ^  P  -  0. Esto muestra que r está compren
dido cn el intervalo [0.5] y h cn [0. 12[.www.FreeLibros.org
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V = xr2h y —  f  *  = -y-, semejanza de los triángulos ABC  y A DE. Por tanto, cl volumen se expresa 

como V(r) m - y L  (5rJ -  rJ ); V  es continua en [0,5]; V‘[r) = - !y-(IO r -  3rJ ).

Haciendo K'(r) = 0,' se tiene r<l0-3r) = 0 •  r - 0 y r  -  4 ~ .

Como V’ existe para todos los valores de r, los únicos puntos críticos de V son 0 y 10/3.

Ahora, ^(0) o. r { * ) 400s . F(5) = 0

Esto muestra que cl valor máximo de V es cuando r = -y- y h = 4.

P r o b l e m a  8 -1 5  . .  . . .  .  .. .  _ .una ventana tiene la lorma que indica la rigu ra  8-31. 
¿Cuál es la forma de la ventana para que entre cl máximo de luz para un pe
rím etro dado?

So lu c ió n . Sea x = ancho, y  = altura. A = área, P  = perímetro.

A = xy + y  = xy + P  -  x + 2y + -y- Figura 8-31

Como A  debe ser máximo, -—- =0,y como P  es constante se obtiene ^  = 0 -> xy' + y  + Jtx/4 = 0 y
I + 2/ + s/2 = 0.

Resolviendo para y e igualando resultados, y  + — -y + y  x = 2y. Es decir, cl ancho del rec
tángulo debe ser d  doble de su altura; como x -  0 o y = 0  darían áreas nulas, x «  2y debe dar cl úrea máxima.

P r o b le m a  8-16 H alle las dimensiones del máximo cilindro recto circular que se puede
inscribir en una esfera de radio 12 cm. (Vea Fig. 8-32.)

So lu c ió n . Sea x = radio del cilindro, 2y su altura y V su volumen. 
Tenemos

P -  2nx2y ; x1 + y2 -  144;
V  -  2 rx V  + 4rrxy = 0 ; 2x + 2yy‘ = 0 y - - 7

Remplazando este último valor en V' se obtiene

2 K X 1

( - 7 )
+ Anxy = 0 o  — + 2y - 0. x *  0

Entonces /2y  -  x  Este valor da evidentemente un volumen V máximo, porque x -  0 o y  = 0 darían volú
menes mínimos.

De x1 + y2 = 144 y /2y -  x se obtiene 2y2 + y2 -  144 •  y  - 4 /3  y x -4/6 .

P r o b l e m a  8 -1 7  edificios están a 150 y  100 pies, respectivamente, de los puntos
más cercanos A  y B  sobre una red eléctrica. A B  es igual a  200 pies. Los dos edificios se van a 
conectar a un mismo punto de la línea de transición. ¿Cuál es la distancia de este punto a  A 
para que se emplee cl m inimo de alam bre? (Vea Fig. 8-33.)www.FreeLibros.org
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200 -

8

Figura 8-33

S o lu c ió n . Sea x la distancia del punto dc conexión a A y y la longitud del alambre empleado. Tomemos 
50 pies como unidad.

2x . 2(4 — x) ( — I)y  =  y/x1 +  V  +  y/{4  -  x)z +  2* y  = - 0
2/x* + 9 2/(4 - x)J  + 4

O  x/(4 -  X)3 +~4 -  (4 -  x)/xJ + 9 «* x2[(4 -  x)1 + 4J = (4 -  x)1 (x2 + 9) o  4x2 = 9(4 -  x>2

Entonces -2x = 3(4 -  x); por tanto, x = 12. lo cual es imposible. 2x = 3(4 -  x) da x «  12/5 unidades, 
x — 120 pies. ¿Por qué es mínimo?

P r o b le m a  8 -1 8  Un ,jene ^  forma que indica la  Figura 8-34. Am bos lados
forman el mismo ángulo con la base. ¿D c que ancho = a  debe ser la parte superior para que el 
recipiente tenga un volumen máximo?

S o lu c ió n . Sea x el ancho dc la parte superior y A el área dc la sección. A se debe maximizar. La profun
didad del recipiente es

* 1  ,  ' [  <« o)_(2o^2x|^ t  + ]ú x _ x, 1 ,  .  0
dx 4 l2N/3írT2¿i^“P N J i j í a *  + 2ax -  x ¡

JA JAComo x debe ser positivo, x = 2u es la única solución. Si x < 2u ~* ^  > 0. Si x > 2o, entonces < 0,
entonces x - 2a para que el volumen sea máximo.

Jx

Figura 8-34

  __  e m a _______ Un hombre está en una isla a  6 km dc una playa. Desea llegar a  un
punto sobre la playa situado a 10 km del punto más cercano a la isla. S i rema 3 km./h y camina 
a 5 km/h. ¿cuál es la rula más rápida? (Vea Fig. 8-35.)

S o lu c ió n . 0 £ « S  10. E l tiempo empleado en el viaje es: rcma.,/36 + x1 km. y como rema a 3 km/h. el 
tiempo empleado en remar cs/36 + x*/3 h. La distancia que camina es 10 x, y como camina a 5 km/h, d 
tiempo empleado en caminar es (10 -  x)/5 h. El tiempo total es v’36 f  x*/3 + (10 - x)J5.www.FreeLibros.org



FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES. PRESERVACION DEL ORDEN

Sea J\x) -  . Se va a calcular d máximo global de /(x) sobre [0,10],

ñ x ) “  -  T  Hadcnd0^  "  ° '  ̂  ob,ienc^ = 5  = T  *  *  = T-  -  T

E l único valor de x en el intervalo [0.10] para d  cual f (x )  -  0 es x *= 9/2. Vamos a ver si en x = 9/2 
hay un máximo o mínimo local. Como /(x) es continua sobre el intervalo cerrado [0.10] tiene un minimo en 
el. y además /(x) es derivable para todos los_ valores de x; entonces /(x) tiene el mínimo en uno de los tres 
puntosO. 10o 9/2. Ahora/(0) -  4./]IO) -  ,/ í36/2./(9/2) = 18/5. E l mínimo de estos tres puntos es 18/5; por 
tanto, el mínimo se presenta en x = 9/2.

Esto dice que la vía más rápida es: remar hasta d  punto situado a 4 km del punto más cercano a la isla 
y después caminar.

P r o b l e m a  8-20 ¿Cuál es el cono recto circular de volumen minimo que se puede 
circunscribir a  un hemisferio de radio a ?  (Vea Fig. 8-36.)

So lu c ió n . Sea r  -  radio de la base del cono y h su altura.

r -  a/cos 0. h -  af sen 0; V = V(0) = y  nr'h  =

Como lim y(0) = lim K(0) = + »  se deben considerar los valores de 0 en el intervalo ]0. n/2[. Es evidente 
#-o*

que el cono tiene volumen mínimo cuando la función = sen 0 cos¡ 0  que aparece en d  denominador 
alcanza su valor máximo.

f\0) = -2  cos 0 sen* 0 + eos1 0 - 2  eos’ 0(1/2 - tg} 0\ que es cero para 0O = are tg = 35®. Como
v/2

/'cambia de más a menos al pasar por 0O./  tiene un máximo en Oq. Entonces K(0) tiene un minimo local en 0C, 
E l mínimo global lo debe alcanzar en un punto interior al intervalo abierto, y como no hay sino uno. 

d  mínimo es global. Entonces V(Q) no tiene máximo global en ]0. x/2[.

Como cos 0O = vp ,*e n$0 -  -4, el máximo que se puede circunscribir en el hemisferio tiene las si-
y / i

guicntes dimensiones:
r = '¿ ± a .h = J3o.

Como el volumen del hemisferio es ~ jw \  Li relación entre el volumen del cono y el hemisferio es

^ - y . 3

P r o b l e m a  8-21 H alle  el volumen del cilindro recto circular máximo que se puede
inscribir en una esfera de radio R. (Vea Fig. 8-37.)www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . EJ volumen del cilindro o  nr*h. que depende de r y k  Se puede eliminar una de estas variables 
empleando la relación r2 + (/i/2)2Ji = R* (aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo ABC).

Entonces *  -  ( A j  *),, .  rR 2 _  J í j i

Sea f{x) -  nR'h

Como el cilindro se inscribe en la esfera 0 S  h £  2R, los valores h = 0 y h -  IR  no tienen interés porque 
en este caso d  volumen del cilindro es 0. Se quiere entonces hallar d máximo de fth) sobre J0.2R(. Entonces 
el máximo se presenta en un punto interior donde f lh ) = 0. Ahora.

m  = sí m  = o -  h = ±

Entonces el valor medio se presenta en h -  porque con signo menos no tiene sentido.

4 ixR3~ . ¿ r  = volumen máximo

E J E R C IC IO S  P R O P U E S T O S

F u n c io n e s  c r e c ie n t e s  y  d e c r e c ie n t e s .  M á x i m o s  y  m í n i m o s

I .  Determine dónde es creciente y dónde es decreciente cada una de las siguientes funciones. Bosqueje 
un gj-afo de cada una.

a) x» - 3 x a + 2. f )  Xy/ H c ~ 7 . k) sen x — 3 eos (x/3).
b) x» -  3xJ  + 2x + 1  g) x + ( i- ) .  I) xV (l + x4).

c) 0 - ** )*•  h) x + |sen x|. m) senxcos2x.
d) x + |x|. 0 v/ÍA l + x). n) x — 2 sen x.
e) (sen x )(l + cosxj. f) x -  [x ]. o) (1 -  x + x*V(l + x + xa).

Resp.: c) La función es creciente sobre el intervalo [ — 1. 0J y el intervalo [ I .  +co[. Es decreciente 
sobre los intervalos ] - x ,  -  I ]  y [0. 1} (Vea Fig. 8-38.)

e) La función es creciente sobre los intervalos de la forma [-*/3  + 2/ia, ir/3 + 2*«]. donde n 
es un entero. E l grafo d c 0 $ x ^ 2 n *  muestra en la Figura 8-39.www.FreeLibros.org
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g) la  función es creciente sobre los intervalos ]  — cc. — I ]  y [ 1, + » [ .  lis decreciente sobre los 
intervalos [- '1 .0 [ y ]0. I] . (Vea Fig. 8-40.)

Nota. Creciente <> conserva cl orden: decreciente •» invierte cl orden.
.1) Pruebe el siguiente resultado: Suponga que/(O) -  p(0) y que f\x ) S  ff'(x) para todo i ¿ 0 .  Entonces 
/lx) á  yix) para lodo x £  0. (Nota. Considere h -  y  — /.)

Interprete este resultado geométricamente.
/>) Partiendo de la desigualdad cos x á  I use a) para deducir en orden las desigualdades

sen x ¿  x, cos x ¿  I -  x3/2, sen x ¿  x -  x*/6 para x ¿  0

«•) Dados los desarrollos en series de potencias de seno y coseno:

SJ x) = x - 4  + 4 - . . .  + ( - . r - 12 ^ T .

donde cl subíndice n de S , y C . indica el número de términos de la serie.
Pruebe por inducción que

S jJx ) á  sen x S  S 2„-,(x ) y C ,.(x ) S c o s x S  C j.- .lx ). para todo n  e Z *  y x > 0

d) Usando coordenadas rectangulares represente las funciones sen, S ¡ y Sy

e) Usando c) pruebe que «  0 í  «  S  t/4: entonces los polinomios

S,(x) = x — jj-  + - jj-  y C ,(x) ■ I — ¿"i' +

pueden usarse para computar sen x y cos x con aproximación a tres decimales.

f )  F.ncuentrc un polinomio que pueda usarse para calcular sen x con aproximación de siete deci
males para valores de x e  [0, it/4].www.FreeLibros.org
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g) U s e  l a s  d e s i g u a l d a d e s  d e  c) y  l o s  r a z o n a m i e n t o s  a p r o p i a d o s  p a r a  c a l c u l a r  l o s  s i g u i e n t e s  l í 

m i t e s :

l i m  ( s e n  x  -  x ) / x 3 ,  l i m  ( e o s  x  -  l ) / x 2 ,  l i m  ( x  e o s  x  -  s e n  x ) / ( x  s e n 2  x )

x-»0  x~*0

h) P r u e b e  q u e  l a  f u n c i ó n  J{x) =  j ^  t i e n e  u n a  d e r i v a d a  c o n t i n u a  e n  c e r o .

(  1  s i  x  =  0

Resp.: e) S i  0  <  x < n/4, e n t o n c e s

0  <  S3(x) -  sen x  < ~ y  < <  0 , 0 0 0 5

1 1

6  ’ 2  ’

t g  * 2 x 2
>  s i

t g * i

e  t g x
X

> ------
s e n  x

s i  0  <  x  <  n/2.

Nota.  U n a  d e s i g u a l d a d  e q u i v a l e n t e  e s  f e n  f  >  1

x ¿  cos¿ x
M u e s t r e  q u e  e s t o  p r u e b a  q u e  l a  e x p r e s i ó n  d e  l a  i z q u i e r d a  e s  c r e c i e n t e  s o b r e  0  <  x  <  n/2.

x  - f  x 4 / 3  s e n  ( l / x )  s i  x  ^  0

5. a) S e a  j[x) =  j  .

( 0  s i  x  =  0

M u e s t r e  q u e  /  ( 0 )  =  1  y ,  s i n  e m b a r g o ,  n o  h a y  u n  e n t o r n o  e n  e l  c u a l  /  s e a  c r e c i e n t e  ( e s  d e c i r ,  e n  e l  c u a l

c o n s e r v e  e l  o r d e n ) .
■

b)  S i  / ' ( x 0 )  >  0 ,  p r u e b e  q u e  e x i s t e  u n  ó >  0  t a l  q u e

x 0  -  S < x  <  x 0  = >  J[x) < / ( x 0 ) ,  x 0  <  x  <  x 0  +  ó  = >  j[xQ) < j{x )
D e c i m o s  e n  t a l  s i t u a c i ó n  q u e / c o n s e r v a  e l  o r d e n  e n  x 0  ( e s  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  e n  x 0 ) .

c) E x p l i q u e  c u á l  e s  l a  d i f e r e n c i a  ( s i  l a  h a y )  e n t r e  d e c i r  q u e / c o n s e r v a  e l  o r d e n  e n  x 0  y  q u e / c o n s e r v a

e l  o r d e n  s o b r e  u n  e n t o r n o  o  c o n j u n t o  S.
6. S i t ú e  t o d o s  l o s  e x t r e m o s  l o c a l e s  d e  c a d a  u n a  d e  l a s  s i g u i e n t e s  f u n c i o n e s .  A p l i q u e  l a  p r u e b a  d e  l a  p r i m e r a  

d e r i v a d a .

a) 8 x 3  -  9 x 2  +  i. c) x 2  +  e) t g  x  -  8  s e n  x .

b) yfx(a -  x). d)  ( s e n  x )  ( 1  +  e o s  x ) .  / )  x 3 / 2 ( x  -  1 8 ) " 1 / 2 .

Resp.: a) M á x i m o  l o c a l  e n  0 ,  m í n i m o  l o c a l  e n  3 / 4 .

b) M á x i m o  l o c a l  e n  a/2.
c) M í n i m o  l o c a l  e n  2 .

d) M á x i m o  l o c a l  e n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  t t / 3  - f  2nn, n e n t e r o ;  m í n i m o  l o c a l  e n  t o d o s

l o s  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  —  t c / 3  - f  2nn, n e n t e r o .

e) L a  m i s m a  r e s p u e s t a  q u e  e n  d) c o n  « m á x i m o »  y  « m í n i m o »  i n t e r c a m b i a d o s .

J) M í n i m o  l o c a l  e n  2 7 .

7. H a l l e  l o s  e x t r e m o s  g l o b a l e s  d e  l a s  s i g u i e n t e s  f u n c i o n e s  s o b r e  R.
a) x 2 ~  3 x  +  4 .  C) x 4  -  2 x 2  +  5 .  é) x 2 / x 2  +  1 .

b) x 4  —  2 x 2  —  1 .  d) 1  +  6 | x |  +  3 x 2 .  / )  s e n 2  x .

Resp.: a) m i n  7 / 4  e n  3 / 2 ,  n o  m a x ;  b) m i n  — 2  e n  ±  1 ,  n o  m a x ;  c )  m i n  4 e n  ±  1 ,  n o  m a x ;  d) m i n  1 

e n  0 ,  n o  m a x ;  e) m i n  0  e n  0 .

8. H a l l e  l o s  e x t r e m o s  d e  l a s  s i g u i e n t e s  f u n c i o n e s  s o b r e  l o s  i n t e r v a l o s  i n d i c a d o s :

a ^  X ^  ~x s o ^ r e  + ° o [ .  Resp.:  m i n  2  e n  1 ,  n o  m a xwww.FreeLibros.org



max Ib) sen y  sobre R  -  {0 }. Resp.: min -  I en (4n — I )J

en [± (4 n  + I>]“

c) 2 + 7 |x| -  Sx3 sobre [  -  2, 7], Resp.: min -  96 en ± 7. max 73/12 en + 7/6

d) |scn x| sobre R. Resp.: min 0 en nn, max I en ± y  + 2xn

e) x7 '+ | ■ Resp.: max I en 0. no min

/ ) 1 — |x — l|. Resp.: max I en I.  no min

9. Suponiendo que el extremo mencionado exista demuestre que: 
ti) max /  = min /  <> /  •■ constante.

Resp.: m in / sy jx ) S  max f y  min/ =  max/  r» f [x) m max/
b) A  = max/  o  —A  «  min ( — J).

Resp.: flx ) S  A => C —/ )(x) £  -A
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c) A -  max /  A  + C  = max (/  + C).

4) A m max/y C  > 0 =» CA = max (C / )

e) A  »  max/y /  > 0 ^  A3 = max/2.

Resp.: /(x) S H  ~  /(x ) + C  S  ,4 + C  

Resp.: /(x ) S  A  -* C f{x ) S  C/l

Resp. : /(x) «í ^ ~  C/(x) ¡S C-4

10.  Halle la distancia mínima del punto (a, 0) a la recta { (x. y ): y = mx. x c R ¡. m = constante.
11. Exprese el número 5 como suma dc dos números tales que la suma de sus cuadrados sea mínima. Gene

ralice para un número cualquiera n. -
Resp, 4  + 4

12. Exprese el número 5 como suma dc tres números tales que la suma dc dos dc ellos sea igual a tres veces 
el tercero y tales que su producto sea máximo.

Resp.: ^  + + 4

1 3 .  Se quiere construir una caja rectangular dc una lámina dc 8 x 5 cm, cortando un cuadrado en cada 
esquina y doblando. Halle el lado del cuadrado para que el volumen sea máximo.

14. a) Suma constante, principio del máximo producto. Dado un número positivo S  pruebe que entre 
todos los números positivos x y y. con x + y -  S. el producto xy es mayor cuando x -  y  = — S.

Prueba. Si x + y  -  S. entonces y  = S  - x y el producto xy es igual a x(S -  x) -  xS -  x2. Sea 
Ax) = xS -  x2. Este polinomio cuadrático tiene una primera derivada f \ x )  = S -  2x que es positiva

para x < - j S  y negativa para x > y  S. Por tanto, el máximo dc xy ocurre cuando x = y  S.

y  = S  — x = S. Esto puede probarse también sin el uso del cálculo. Simplemente escribimos

Ax) -  y  S 3 — |  x -  y  S  J 2 y observamos que/fx) es máxima cuando x -  y  S.

b) Producto constante, principio dc la mínima suma. Dado un número positivo P  pruebe que entre 
todos los números positivos x y y. con xy - P. b  suma x + y  es mínima cuando x -  y  - V P.

D
Prueba. Debemos determinar el mínimo dc la función ./(x) = x + —  para x > 0. La primera deri- 

P  *
vada es/Tx) = I  -j-, Es negativa para x3 < P  y  positiva para x2 > P. y asi Ax) tiene un mínimo
en x = v  P. Por tanto, la suma x + y es mínima cuando x -  y  -  Jp .

c) La media geométrica dc dos números positivos no excede su media aritmética. Esto es.
—  Iwww.FreeLibros.org
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Prueba. Dados a > 0 y b > 0. sea P  «  ah. En irc lodos los posilivos x y y. con x>> = P, la suma x + y 
es mínima cuando x '=  y =  v P. En  oirás palabras, si xy ** P . entonces x + y  ¿ yf P  + y/ p  = 2 jP .

En particular, a  + b ¿  i j p  = Z j¿ b .  asi J ¿ b  Z  -‘-(a + b\ La igualdad a: presenta solamente si a  -  b.
d) Un bloque de peso W  es movido sobre una tabla plana por una fuera que forma un ángulo 0 

con la dirección del movimiento, donde 0 s f ls « / 2 ,  como se muestra. Suponiendo que al movimiento 
se opone una fuerza de rozamiento proporcional a  la fuer/a normal con que el bloque presiona perpen- 
dicularmcnte contra la superficie de la tabla, encuentre el ángulo U para el cual la fuerza necesaria para 
vencer el rozamiento es mínima. (Vea Fig. 8-41.)

F(O)

Figu ra  8-41

Resp.: Sea F(0) la fuerza aplicada. Tiene una componente vertical hacia arriba F(0) sen 0. asi que la 
fuerza normal neta que presiona contra la tabla es N  = W  — F{0 ) sen 0. La  fuerza de rozamiento es 
uN, donde u es una constante llamada coeficiente de rozamiento. La componente horizontal de la fuerza 
aplicada es F(0) eos 0. Cuando ésta iguala a la fuerza de rozamiento obtenemos

F(0 ) eos 0 = u [W  — F(0) sen 0]

de donde

m  - eos 0 + u sen 0

Para minimizar F(6), maximizamos el denominador g(0) = eos 0 + u sen 0 en el intervalo 0 <. 0 ¿  k/Z 
En  los puntos extremos tenemos ẑ O) = I y g(n/2) = u. En el interior del intervalo tenemos

g'(0) = -  sen 0 + u eos 0

por tanto, y  tiene un punto crítico en 0 = a. donde sen a = u eos a. Esto da g{a) -  eos a  + u¡  eos a - 
= ( I + uJ ) eos a. Podemos expresar eos a en términos de u. Debido a que u2 eos* a  -  sen* a  = I -  eos* a 
encontramos ( I +• u2) eos* a -  1. y eos a = 1/^1 + u2. Asi. g(a) J l  + ~i?. Debido a  que g(a) cxce- 

a y(0) y yin/2), el máximo de g ocurre en el punto estacionario. Por tanto, la fuerza mínima requerida es

F M  = ü S L  = - U-W  -
y r - r ¿ *
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c) Encuentre la distancia más corta dc un punto dado (0, b) sobre el eje Y a la parábola x2 = 4y. 
(El número b piR.de tener cualquier valor real.)
Resp.: La parábola re muestra en la Figura 8-42 1.a cantidad que se va a minimizar es la distancia d.
donde _____________

d = V * 1 + tV -  b)2

sujeta a la restricción x2 = 4y. Es claro por la figura que cuando b es negativo la distancia mínima es 
|fc|. Cuando el punto se mueve hacia arriba sobre el eje Y. el mínimo es b hasta que el punto alcanza 
una determinada posición, arriba dc la cual el mínimo es < b. La localización exacta dc esta posición 
se determinará ahora. Primeramente observamos que el punto (x, >X que minimiza <L también minimiza 
d2. En esta situación podemos expresar d2 solo en términos dc x o solo en términos dc y. Expresaremos 
d! en términos dc y y dejamos al lector como ejercicio hacer el cálculo cuando d2 se expresa en términos 
dc x.

Por tanto, la función a minimizar está dada por la fórmula

fiy ) -  d2 -  4y + <y -  6)2 
Aunque J[y ) es definida para todos los valores reales dc y. la naturaleza del problema requiere que bus
quemos el mínimo solo entre los y  ¿  0. La derivada, dada por f\y) -  4 + 2(y -  b\ es cero solo cuando 
y  = b -  2  Cuando b < 2  llegamos a un punto crítico negativo y. que está excluido por la restricción 
y  ¿  0. En otras palabras, si b < 2  el mínimo no ocurre en un punto critico estacionario. En efecto, 
cuando b < 2 vemos quc/ly) > 0 cuando y  ¿  0. y, por tanto./es creciente para y S  0 . Dc donde d 
mimmo absoluto ocurre en el punto final y — 0. El mínimo correspondiente d es J b 2 = |h|.

Si b £  2 hay un punto estacionario en y  => b — 2  Debido a que f\ y ) = 2 para todo y, la derivada 
/ ' es creciente, y. por tanto, el mínimo absoluto dc /  ocurre en este punto crítico. E l mínimo d es 
v'4(b 2) + 4 -  2,/b -  I. Por tanto, hemos mostrado que la distancia mínima es |b) si b < 2 y 
V fc -  1 si fr £  2  (E l valor b = 2 es el valor especial al que se alude arriba.)

15. Entre todos los cilindros circulares rectos dc área lateral dada, pruebe que la esfera circunscrita más 
pequeña tiene un radio y¡2 veces el del cilindro.

16. Encuentre el trapezoide dc mayor área que puede inscribirse en un semicírculo, siendo la base inferior 
el diámetro.

Resp.: Trapezoide isósceles, base inferior el diámetro, base superior igual al radio.
17. Si a y b son los catetos dc un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es I encuentre el mayor valor de 

20 4 b Resp.: yJS
18. La esquina inferior derecha dc una página se dobla hasta alcanzar el lado mayor izquierdo. Si d  ancho 

de la página es dc 6 pulgadas encuentre la longitud mínima del pliegue ¿Qué ángulo hará este pliegue 
mínimo con el lado mayor derecho dc la página? Suponga que la página es lo bastante larga para evitar 
que el pliegue alcance la parte superior dc la página (Vea Fig. 8-43.)

9 -  /2Resp.: Pliegue — -=- v/'3 pulgadas; ángulo = are tg
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CAPITULO

Teorem a del va lo r medio 
para prim eras derivadas

Teorema de Rolle. Sea / :  [a , fe] R ./  continua sobre [a . fe] y /  derivable sobre Ja . fe[. Enton
ces f ia )  = 0 = /(fe) »  existe un c € Ja . fef tal que f\ c ) = 0.

Demostración. Según el teorema de los valores extremos y  la hipótesis de la continuidad de/ 
en el intervalo cerrado y  acotado [a , fe], se sabe que/tiene un máximo y un minimo global en [a.fe].

Caso I.  Supongamos que /  alcanza un máximo y un minimo en los puntos extremos 
a y/o fe. Entonces la hipótesis f[á ) = 0 = /(fe) dice que 0 ¿  f[x ) < 0 para todos x e [a , fe].

En  este caso,/(x) *= 0 para todo x  en [a . fe]. C om o/'es cero, todo punto entre a y fe sirve 
para desempeñar el papel del punto c.

Caso 2. Supongamos que /  alcanza su máximo o su minimo global en algún punto in 
terior de [a , fe]. Supongamos que f[x 0) es un máximo y a <  x0 < fe

E l teorema del extremo estacionario afirma que/Tx0) -  0 ; por tanto. x0 sirve de punto 
intermedio c  de la conclusión.

E l siguiente teorema es una generalización del teorema de Rolle.

Teorema del valor medio para primeras derivadas. Sea / : [o. fe] -* R ,/  continua sobre [a , fe] 
y  derivable sobre ]a , fef. Entonces existe c tal que /(fe) — f ia ) = /'(eXfe — a) y c e  Ja. fef.

Demostración. L a  demostración se basa en el estudio de la función 

£ (x) = A x ) -  [  m h Z  l a ) (x  -  a ) + ¡ la )  ]
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q u e  se d e d u c e  c o m o  s ig u e : £ ( x )  =  J [ x )  -  y , J [ x ) la  o rd e n a d a  so b re  la  c u rv a  y  y  la  o rd e n a d a  
so b re  la  r e c ia  q u e  p a sa  p o r  A B

a )  =  f í ü )  +
o — a

E n to n c e s

m  = m  -  _ 0) +/,a)j
q u e  m id e  c l d e sp la z a m ie n to  v e rt ic a l d e l g ra fo  d e  /  a  la  c u e rd a  d e  e x tre m o s (o, f{a )\  ( b . /(/»)) 
( F ig .  9 -2 ) . L a  c la v e  d e  la  d e m o s tra c ió n  está e n  q u e  la  p e n d ie n te  / ' ( x )  d e  la  c u r v a  se e sp e ra  q u e  sea 
ig u a l a  la  p e n d ie n te  [/(/>) —  f[á)\H b -  a) d e  la  cu e rd a  e x tre m a  e n  c l  p u n to  c, en  c l c u a l £ ( c )  es 
u n  m á x im o  lo c a l.

L a  id e a  su rg e  c u a n d o  c o n s id e ra m o s  c l se g m e n to  c ir c u la r  ( F ig .  9 -3 )  e n  c l c u a l se d em u estra  
q u e  c l p u n to  so b re  e l se g m e n to  c ir c u la r  en e l c u a l la  tan g e n te  e s  p a ra le la  a  la  c u e rd a  q u e  pasa 
p o r  lo s  e x tre m o s tiene la  p ro p ie d a d  d e  q u e  la  d is t a n c ia  v e rt ic a l e n tre  la  cu e rd a  y  c l a r c o  es m á x im a . 

E n  d ic h a  fu n c ió n  es £ ( a )  =  0  =  £ (/> ); p o r  ta n to , s e  p u ede a p lic a r  c l te o re m a  d e  R o lle .
L a  fu n c ió n  £ ( x )  es c o n t in u a  so b re  [ a ,  />] y  d e r iv a b le  so b re  ]o . />[ p o rq u e  f y x  —  a  so n  fu n 

c io n e s  c o n t in u a s  so b re  [a . b ]  y  d c r iv a b le s  en ]o , />[.
E s t o  h a c e  q u e  se c u m p la n  la s  tre s c o n d ic io n e s  d e l te o re m a  d e  R o lle . L u e g o  c l te o re m a  d e  

R o lle  a se g u ra  q u e  existe c  e  ] a ,  /»[ ta l q u e  £ '( c )  =  0. C a lc u la n d o  £* y  h a c ié n d o la  ig u a l a  cero 
se o btiene

0  = f \ c )  -  y a  < c < b  ^ f \ c ) -  -f l - j  ~-A a )
o  —  a  o — a

q u e  es lo  q u e  se q u e r ía  d e m o stra r.

C o m o  se v e rá , e l te o re m a  d e l v a lo r  m e d io  es u n o  d e  lo s  in stru m e n to s  m á s  ú t ile s  d e l cá lcu lo . 
C u a n d o  e l le c to r e n cu e n tre  la  d ife re n c ia ^ /» )  -  J [ a )  p ie n se  q u e  se p u ede re m p la z a r  p o r f \ c ) ( b  -  a )

c o n  a  <  c  <  b .

E n  f ís ic a  se em p lea  c l T . V . M .  (teo rem a  d e l v a lo r  m e d io ) c u a n d o  s e  d ic e  q u e  la  d ife re n c ia  
d e  te m p e ra tu ra s  e n tre  lo s  e x tre m o s d e  u n a  b a rra  es ig u a l a  la  ra z ó n  m e d ia  d e  c a m b io  d e  la  tem 
p e ra tu ra  p o r  u n id a d  d e  lo n g itu d  p o r  la  lo n g itu d  de la  b a rra , s u p o n ie n d o  q u e  la  te m p e ra tu ra  
es c o n sta n te  so b re  la s  se ccio n e s. E n  c in e m á t ic a , e l d e sp la z a m ie n to  f i b )  -  J [ á )  s e  o b tie n e  a l  m u l
t ip lic a r  la  v e lo c id a d  m e d ia  f \ c )  p o r  la  d u r a c ió n  b  — a  d e l in t e rv a lo  d e  t ie m p o . S i  se ca lie n ta  
u n  a la m b re  u n ifo rm e m e n te , sufre  u n a  d ila t a c ió n ;  e l T . V . M .  d ic e  q u e  la  lo n g itu d  resultan te  
es ig u a l a  la  lo n g itu d  o r ig in a l m u lt ip l ic a d a  p o r  la  ra z ó n  d e  d ila t a c ió n  p o r  u n id a d  d e  lo n g itu d  
en u n  p u n to  m e d io  c  so b re  c l a la m b re .www.FreeLibros.org



TEOREMA DEL VALOR MIDIO PARA PRIMERAS DERIVADAS 211

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S
P r o b le m a  9-1

Sea / (x ) =  4x3 — 9x. V erifique que se cum plen las hipótesis del 

teorema de Rolle on los siguientes intervalos: j^- y . o ]  . [o .  y j  y y .  y ] -  ,ía |k  un 

valor apropiado de c en cada uno de estos intervalos para los cuales f { c )  =  0.

S o lu c ió n . f\x) -  12x2 -  9; /es continua sobre R y derivable. esto muestra que se cumple la condición 
de continuidad y derivabilidad. Haciendo fix ) = 0 se encuentra que

4x(xJ - | ) - 0  •> x -  -  i- . *  -  0 y  x -  i .

Si se toma a u - -  y  y  6 ®  0, se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle en o j.

mente, se demuestra que se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle en jo. y  j  y  y-. y j .

Para hallar los valores adecuados de c hacemos/Te) -  0 y se obtiene

12c1 -  9 n  0 3  c = -  y  c -  

Entonces para el intervalo | -  y . o j .  c = -  En |o. - | j.  e  -  y en y . y j *  c pude

igua| a _  - A ,  -¿L.

P r o b le m a  9  2  i —  _  $x 2 _  ^  vcrifiqUC que las hipótesis del teorema del
valor medio se satisfacen para a =* I y b =  3. H alle todos los números c en el intervalo ]1 ,3 [ 
tales que

m  = LA3) - / (l)]/ (3  -  I)

S o lu c ió n . Como /  es un polinomio, /  es continua y derivable para todo 1  ( R  Entonces las hipótesis 
del teorema del valor medio se satisfacen para cualquier a y b.f\x) -  3x2 -  lOx — 3./11) — -7./13) = -27. 
Entonces

Haciendo /fe) = -10 se obtiene 3c2 -  10c -  3 -  -10 «■> (3e - 7)(e -  l ( » 0 « * c - - j , f «  1. Como 

I no pertenece al intervalo abierto ]l,3 [, entonces el único valor que sirve es c »  y .

P r o b le m a  9-3
S i / (x ) = x2'3, muestre que no existe un número c en ]- 2 ,2 [ tal que

nc) = m - j - i i  
J [C )  2 - ( - 2 )

¿Que hipótesis del T .V .M . no se cumple para /  en a  =  - 2  y  fe = 2?

S o lu c ió n . /Tx) -  A x -* '3 /Te) =  - ¿ r
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No existe c pata el cual = 0.

/es continua en [ - 2.2] ;  sin embargo, no es derivable en ] - 2.2[  porque /'(O) no existe. 
Por tanto, la segunda condición de la hipótesis del T.V.M. no se cumple para/cuando a — 2 y h -  2

P r o b le m a  9-4 Muestre que ^ 1  + h < I + h si h >  0.

So lu c ió n . En J\h) -  /la) = f\c){h -  a) tomemos ;• flx ) -  v  l + x, a = 0 y b = k  Entonces para al- 
gún c 6 ]0. *[.

v/l + A — 1
V i "

h '< 4rh

Por tanto, J Y  +~h < I  -* h.

P r o b le m a  9 -5  Suponga que /  es dos veces derivable sobre ]a , b[ y /  continua en a  y fe. 
Muestre que si f ia )  = f ie ) •  /(6 ) = 0 con a  < c < b, entonces existe un punto d e  ]u. b [ tal 
que f 'id ) = 0.

S o lu c ió n . Por el teorema de Rolle,/le,) -  0 - fie ,) para c, 6 ]u, c { y c¡ e  ]c.6[. respectivamente 
Aplicando de nuevo el teorema de Rolle a/q u e  desempeña ahora el papel de/. «  tiene quc/T</) = 0 

para algún d e ]c ,.c a[  ]a.¿»[. ¿Por que?

P r o b le m a  9-6 Pruebe que si / '(x ) es positiva, entonces /(x ) tiene a lo más dos raíces.

S o lu c ió n . Si flx ) tiene dos raiccs, entonces, por el teorema de Rolle para algún valor c entre las dos raíces, 
/T e ) =  0.

r °  g m a I   a ) Muestre que si /(x ) tiene n raíces en [n. b], entonces / '(x ) tiene
por lo menos n -  I raiccs. b) ¿Que conclusión saca con respecto a l número máximo de raiccs 
distintas de un polinom io de grado n?

S o lu c ió n , a) Si las raíces están dadas por x, < x, < ... < x „ entonces, por el teorema de Rolle, existen 
valores c, con x, < c, < x ,., tales que/Te») = 0.

b) Como la n-csima denvada de un polinomio de grado n es una constante distinta de cero, se sigue 
que/“ ~ "(x) puede tener a lo más una raíz; entonces/’ '  ,((x) puede tener a lo más dos raiccs, etc

P r o b le m a  9 -8 Muestre que x > sen x para x positivo y  x < tg x para x e j 0,www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n . Para ffx) -  x -  sen x s e  tiene que /'(*) -  I -  eos x a  0. Entonces /  no es decreciente y es 
estrictamente creciente en ]0.2n[. Por tanto. /(*) > /|0> = 0. Para g(x) = tg x -  x se tiene que

g'(x) = I + tgJ * -  I > 0 ( 

asi y  es creciente estrictamente para 0 £ x £ n/2 y g(x) > <A0) -

0<  * < 

0.

P r o b le m a  9-9
S i la (unción continua /(x) posee derivada en cada punto dc un entorno dc

x = 4 y si f (x )  se aproxima a un lim ite L  cuando x -• entonces /'(£ ) existe y es igual a L.

S o lu ció n . Por el teorema del valor medio. = /’(«') con |w -  { (  < |x - <J|.

Tomando el limite cuando x — 4 x  obtiene f l i )  L.

P r o b le m a  9-10 Si /(x ) es continua y dcrivable en a £  x £  b, muestre que si / '(x ) £  0
en a  < x < <£ y f (x )  £  0 en 4 < x £  ¿», la función no es nunca menor que f ( 4). 

S o lu c ió n . Para a £  x < {  se tiene, por el teorema dd valor medio, para algún u entre x y ( ,

M )  -  / (*>  =  / M í  -  x ) £  0 

Para 4 < x £  b se tiene, para algún t> entre 4 y x./(x) -  /<í) = f'(v ) (x -  4) ¿  0.

P r o b le m a  9 11 ^  ^  definida y derivable sobre R. Muestre que si /(O) =  0. y en
todas partes l/*(x)| £  |/(x)|, entonces /fx) = 0.

S o lu ció n . Aplicando repetidamente el teorema del valor medio se tiene |/(x)| = |/'(x,|| • |x|. |x,| £ |x| 
porque |fix ) -  /|0|| = |x -  0| |/‘(x,)|

á  l/ (*,)l lx|
S l/ ,<*1íx1||x|.|x J |£ |x ,|
H • |x|*
S  l/fra) I * 1*1*

S  l/(x J| |xP.|x.| £  I x, _ 11

como /(x) es continua para |x| £  I, es acotada, y. por tanto, para |x| < I se tiene pasando al limite cuando 
n «co, |/(x)| = 0. Por la continuidad también se tiene que f(x ) = 0 par3 x »  ±1.

E l razonamiento se puede repetir para los nuevos orígenes x - ± I. ±2 para extender el resultado
a la recta total.

Teorema de la función constante. Hipótesis. las del teo
rema de Rolle. Entonces / '(x ) = 0 sobre ]a . b [ /(x ) = 
= C. para una constante C. es decir, /(x ) = /(x0) sobre 
[a . b ] para cualquier x0 6 [a , b].

Demostración. Sea x „ un punto dado en [o. ó ] y 
x 6 [a . A]. Mostramos que /fx) — /(x0) = 0.

Por el T .V.M .,

Pendiente - 0
(*o.Axo)) /

— 1 — ?— n

/fx) -  /fxo) = / lc )(x  -  x0) y X §  c $  Xo (9-1) Figura 9-Swww.FreeLibros.org



Por hipótesis./' = 0 sobre Ja , b [; por tanto, en particu lar./Jc) = 0. De (9-1) se tiene que/fx) -  
-  A * o )  =  0, como se pedia. => f[x ) = f[x „). es decir,/es constante sobre [a , />].

Teorema Je  la diferencia constante. Sea g : [a , ¿>] -» R  y h: [a . b ] -» R , g y h continuas sobre 
[a . />] y dcrivablcs sobre Ja . />[. Entonces g'(x) = h'{x) sobre Ja . ¿>[ <*> g{x) — h[x) =  C sobre 
[a . ó ]; para una constante C. es decir. £(;:) -  h(x) = g{x0) -  h(x0) sobre [a . b] para cualquier
x „ 6 [a . ¿>J.

Dem ostración. L a  clave de la demostración está en mostrar que la función (9-1) 
/(x ) gix) -  /i(.v), x 6 [a , 6] es de derivada cero en Ja, ¿>[ y, por tanto, es una función constante. 
Derivando se obtiene

/ ’(* ) = 0 (x ) -  h(x )]' m g'(x) -  h'(x ) sobre Ja , b [ (9-2)

Por hipótesis, g'(x) = h'(x) para todo x g  [a , /»]; por (9-2) se tiene/(x) -  0 para todo x  6 Ja . b[.

Según el teorema de la  función constante se tiene f[x ) = flx 0) para cualquier x0 e  [o. b]
y  todo x e [a , h]. Según (9-1) se obtiene g(x) -  /?(x) = g{x0) -  h{x0).

Teorema de monotonía. Hipótesis, las mismas del teorema del valor medio. Entonces / ’ > 0 
(respectivamente < 0) sobre Ja . />[=»/ conserva el orden (respectivamente invierte el orden) 
sobre [a , ó j. En otras palabras, es creciente o decreciente.

Demostración, Por el T .V .M , para cualquier x „  x2 e [a , b] se tiene

A *2) ~  / t* .) -  / (c )(x 2 -  x .) y x , $  c $  x 2 (9-3)

Suponga que f  > 0 sobre Ja , b [. En particular f\ c ) >  0. Según (9-3), x , < x 2 y f '{c )  > 0 => 
= > f\c)(x2 -  x ,) > 0= »/(x2) - / (x , )  > 0=>Ax i)  < A xi\  A s i si f > 0  vemos que x „  
x , g [a ,h j  y x, < x2 =>Ax i) < A * j )  es decir./conserva el orden (en otras palabras, es mo
nótona creciente) sobre [a. ¿»J. E l caso / ' < 0 se demuestra en forma análoga.

Teorema del tenedor. Sea / : [o, Í>J — R . /  continua sobre 
fa./»] y /  derivable sobre Ja . x0[  v_» Jx 0, b[. Entonces:
a) / ' > 0 sobre Ja , x0[  y f  < 0 sobre ]x 0> b[ =>/|x0) =
= max /  sobre [a , 6 ]. b) / ' < 0 sobre Ja , x0[  y  / ' > 0 
sobre Jx 0. b [ => /(x0) -  min /  sobre [a . ó].

Demostración. Apliquemos el teorema de monotonía a
la . *o ] y [*o. *»J-

a ) Si / ' > 0 sobre Ja , x0[  y  / ’ < 0 sobre Jx 0, b{. en
tonces /  es monótona creciente sobre [a , x0]  y monótona 
decreciente sobre [x,,, b]. Por tanto, x  g [a , x0]  /(x ) <
< /(x0) y x g [x0. b]  f [x 0) >  /(x0). Así, /(x0) = max /  
sobre [a , b].

b) Demostración análoga.

Nota. Es fácil ver que el teorema del tenedor se aplica a l caso en que el dominio de /  es un 
intervalo ilim itado / en el cual / ’ > 0 sobre I  r» ]x 0, + co[ y  f  <  0 sobre / n  J  -  co, x0[.

Entonces min /  = x0. Análoga para el caso del máximo global.
La función /(x ) = x* no tiene un extremo local en x0 = 0 a  pesar de que /'(O ) ■ 0, puesto 

que en el intervalo [ -  1,0] es creciente y en [0. I j  creciente. En  otras palabras, esto dice que 
para que una función /derivable tenga un extremo local en punto interior x0 de su dominio, 
la condición f\x 0) = 0 es necesaria, pero no suficiente.
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Pendiente < 0
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Teorema. (Prueba de la prim era derivada.) Sea /  una función y f\ x „) ■ 0. Entonces:
a) /  tiene un máximo relativo en x0 si existe un intervalo Ja , b [ que contiene a  x© y sobre 

el cual es derivable; tal que f\x ) > 0 para cada x en Ja . x0[  y / Jx ) <  0 para cada x en ]x 0, h[, 
es decir. / ' cam bia dc más a menos.

b) /  tiene un extremo local en x0 si / Jx ) <  0 sobre Ja . x0[  y  f\x ) > 0  sobre ]x 0. b [. es 
decir,/ 'cam bia dc menos a más.

c ) /  no tiene un extremo local en x0 si / '(x ) > 0 para todo x en Ja , x0[  y  todo x en Jx©. bf 
o / "(* ) < 0 para todo x en Ja , x 0[  y todo x en [x 0, ft[.

Demostración, a ) y  6) Son consecuencias inmediatas del teorema del tenedor.
c ) Suponga que flx ) > 0 sobre Ja , x0[  y  sobre ]x 0, b [. Sea x e  Ja , x 0[. Entonces x  < x0. 

Entonces, por el teorema dc monotonía, /  es creciente en [x . x0J. Por tanto, f lx 0) < flx ). 
S i x  e Jx©, b [ =»/cs creciente en [x 0, x j y. por tanto, f lx Q) < flx ). P o r consiguiente,/no puede 
tener un extremo local en x©, porque en cualquier intervalo abierto que contenga a  x0 existen 
puntos x para los cuales f[x ) < flx 0\ y puntos x en los cuales f lx ) > flx Q).

Teorema. (Prueba de la segunda derivada.) Sea /  una función derivable en e l intervalo abierto 
Ja . b [ y sea x© e  Ja , ¿>[. S i/ " (x 0) = 0. entonces:

a ) S i/ 'Jx© ) > 0, entonces / tien e  un mínimo relativo en x0.
b) S i / 'Jx©) < 0, entonces/tiene un máximo relativo en x0.
c) S i/ " Jx 0) *  0 ,/no  tiene un máximo o  mínimo local en x0 o no tiene ninguno dc los dos.

Demostración. Supongamos que se puede calcu lar f '{x 0\ S i f '\ x 0) > 0, entonces, por el teorema 
anterior, existe un número positivo ó ta l que f\ x ) <  0 sobre Jx© -  ó, x0[  y f \ x )  > 0 sobre 
Jx 0, x0 + **t- Entonces, por el teorema anterior,/tiene un mínimo local en x0.

S i /  Jx ) < 0, se concluye en forma análoga que / Jx ) > 0 sobre ]x 0 -  Ó, x 0[  y  / Jx ) < 0
sobre Jx©, x© + ó [. Dc nuevo, por e l teorema anterior,/tiene un máximo local en x.

S i / Jx©) =  0. no se obtiene ninguna información. Sea flx ) = x4. flx ) >  0 para lodos los 
valores de 3c, excepto x = 0,/(x) tiene un m inim o relativo en x = 0. S i #(x) = x4, g{x) tiene un 
máximo local en x = 0. S i b(x) = x 3. h{x) no tiene un extremo local en x =  0.

Ahora, /JO ) = ^ (0 ) = h'(0) = 0 y/ ' JO )  = g"(0) = h"(0) = 0. Entonces, cuando la segunda 
derivada es cero en un punto donde la prim era derivada es cero, puede haber un máximo relativo, 
un mínimo relativo o ninguno dc los dos.

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P ro b le m a  9-12 Usando el teorema dc la función constante muestre que sen2 x  + eos3 x *  1. 

So lu c ió n . Sea flx ) = sen* x + eos2 x. entonces

/ (x ) = 2 sen x eos x — 2 eos x sen x = 0

por tanto. /  es una función constante, digamos scn2x + cos2x -  C  sobre R. Calculando /  en el origen, se 
tiene O2 + I2 -  C. Así, C = 1 y scn2x + cos2x = 1.

P ro b le m a  9-13
Muestre que la función tangente es monótona creciente e n j-  y .  y  

S o lu c ió n . Como (tg x)‘ = scc2 x (tg x)' > 0 sobre j -  y .  4^*

Según el teorema dc monotonía, tg x es creciente en este intervalo.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  9-14 Halle los intervalos de monotonía dc/(x) = 2x3 + 9x2 -  60x + 7.

S o lu c ió n . Como )\x) = 6x: + I8x  - 60 = 6<x +  5)(x -  2). se tiene
{x  :/Tx)< 0¡ = ¡x  : (x + 5)(x - 2 )< 0 }  = { x : x  + 5 < 0 y x - 2 > 0 ¡ u { x : x  + S > 0 y  x - 2 < 0 ¡

■» ¡ x : x <  - 5 y x > 2 ¡ u { x : x >  -  5 y x < 2} = ¿  u  ]  -  5.2[ = ]  -  5.2[ ■*-

Como {x  :/Ix| = 0 ¡ = [-5.2 J,  se tiene que {x  :J\x ) £  0} = [-5.2]; entonces

|x :f\x) > 0 } = R -  [- 5 .2 ] -  ] - * .  - 5 [u ]2 . x [

Por cl teorema de monotonía,/es monótona creciente sobre ]-<©. -5 ] y sobre [2, » [ ,  pero monótona 
decreciente sobre [ -  5,2].

P r o b le m a  9-15 Muestre que / (x ) = x3 es monótona creciente.

S o lu c ió n . Como f(x ) = 3x’. se tiene / ' > 0 sobre J — oo, 0[ y f  > 0 sobre ]0. + x>[. Por tanto, /es monó
tona creciente sobre ]  -  w. 0] y sobre [0. + x [. Si x ,. x3 e ] -  x . 0] o x,. x , e [0. + * [ .  entonces x, < x2 
=> f[xt) < f[x}\ Suponga que x, < 0 < x2, entonces/fx,) < fiO) < flx ¡) cuando/lx,) < J[x¡\.

Observe que la solución sirve para cualquier función del mismo tipo con exponento impar.

P r o b le m a  9-16

entero positivo.
Muestre que x" -  a  = 0 tiene a lo más una raiz positiva si n es un

S o lu c ió n . Sea fix ) -  x* - a. Entonces /lx) •* nx*~l > 0 sobre ]0. +cc[. Entonces /  es monótona 
creciente sobre [0. + x [. Si J[r) = 0. entonces 0 < x, < t  < x , =• /lx,) < 0 </|x}); x /  r  «* 
=• /lx) *  0 sobre ]0. + a>[.

P r o b le m a  9-17
Halle los extremos globales d e/ (x ) = (x  -  a)¡ l i sobre R.

So lución . Como f(x ) -  2/3tx - a ) '1'*  sobre R -  {a ), entonces f  > 0 sobre ]a. + cc[ y / ’ < 0 sobre 
]  - x . n[. Entonces, por cl teorema del tenedor (en forma cxtendidaX min /  »- /(o) - 0.

Observe que /’ no está definida en u; por tanto, cl teorema del extremo estacionario no se puede aplicar.

P r o b le m a s  d e  m á x im o s  y  m ín im o s . P r u e b a  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a

r o  e m a  ¿Cuáles son las dimensiones más económicas de una caja rectan
gular de base cuadrada, con tapa, si se desea que tenga un volumen de 144 cmJ ? La parte superior 
y la base cuestan a 20 centavos el centímetro cuadrado y  los lados a 30.

So lu c ió n . Sea c - cl costo, x * lado de la base cuadrada y y  «  altura Entonce

c = 2x* • 20 + 4x>- • 30; x¡y  -  144

Remplazando cl valor de y que da la segunda ecuación en la primera se obtiene

C m 40x* + 17 280x_ 1 -* c‘ -  80x - 17 280x*3 y c" = 80 + 34 560x'J

De €  «  0 se obtiene el valor critico x = 6. También c'(O) > 0. Entonces x - 6 da x = 4320 como minimo 
global. Si x ~  6. y = 4.www.FreeLibros.org
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¿Cuáles son las proporciones más económicas para un envase cilindrico 
d c  m cial?

S o lu c ió n . Sea V -  volumen del cilindro, c su costo y k el costo por pulgada cuadrada dc metal. Entonces, 

c = ki2nr¡ + 2nrh): V -  nr2h => h =  »  c = k(2nr1 + 2K r " '); i¡£- = -  2 K r °) ;

£  -  « « *  + W r  ’ >- *  -  0 -  - 2 * "">  = 0 =  _  j S  y
J  F 2'» .  . V V{2n)x,i v'»22»  h v,l222li V in  

'  72r7^- -  - ÍF W “  -  — in * - ; 7  -  — ■n r -  = 7 5 ^  "  2 -  h =  *•

es decir, la altura del cilindro debe ser el doble de su diámetro. Como > 0. esto da un minimo global.

P r o b l e m a  9-20
a ) Sea y  *  0 y  n par. Pruebe que x" + /  = (x  + yT  solamente 

si x = 0. b) Pruebe que si y  *  0 y  n im par, entonces x " + y "  = (x  + y ?  si x = 0 o x  = - y .

S o lu c ió n , a) Sea Mx) = xT + y- -  (x  + y f  en [0. x J. Si A(x0) «= 0 para algún x„ /  0. por el teorema dc 
Rolle. 0 -  h (x )  = nx 1 -  n(x + y )* '1 para x c ]0.xo[  o ]xo,0 [. Es decir, x " 1 - (x + y f~ l para y  *  0, 
lo cual es imposible porque x*-' es creciente por ser n -  1 impar.

b) Sea h(x) = x* + y" -  (x  + yf. Entonces h(0) = h [-y) = 0. Si h es cero cn tres puntos a < b < c. 
entonces se puede aplicar el teorema dc Rolle a [o, ó ] y [b. c] para probar que hay dos números x con 0 = h{x) = 
= nx" 1 -  n(x + y r~ \  la cual se verifica únicamente para x = - (x  + y) o x -  y/2.

ncVx\c)

OrtO./V»
W d A c ))

P r o b l e m a  9-21
(T .V .M . dc Cauchy para funciones R  -*

continuas sobre [a , 6 ] y  dcrivables sobre ]a , b [. Entonces existe c

si g '(i) ±  0 para t e  ]a , ¿>[.

F igura 9-7
"W 'o W W )

Figura 9-8

Demostración. Vamos a tratar dc maximizar el desplazamiento dc la cuerda al arco, como lo indica la Fi
gura 9-7. E l desplazamiento d(t) está dado por

* " "  ■m - 1 * Aa) ¡

La ecuación dentro dc la llave es la ecuación dc una recta Como d(a) = 0 = d{b\ por el teorema dc Rolle, 
d’lc) = 0 para algún c e  j a .  b[. Calculando <f(t) se obtienen las fórmulas dc la conclusión.www.FreeLibros.org
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P ro b le m a  9-22 <jc L ’Hospital para 0/0). Sean /  y  g funciones R - R  y  con
tinuas sobre Q .c\9) y derivablcs en el inierior. uno de los símbolos r0. t ¿ , i¡¡, + a>, - co , co.

f  í  • fS i lim  /  = lim  g =  0 => lim  — = lim  —  si lim  existe.

Demostración Vamos a demostrar el teorema en el caso de que r„ se considere bilateralmcnte. Como lim/  = 
= lim g = 0. podemos extender las dos funciones para que sean continuas en f<>. y, por convención de nota
ción, podemos suponer que f[ta) ■ 0 y g(f0) •  0. Aplicando el T.V.M. de Cauchy se tiene para cualquier

Como c es un punto elegido para un f dado, se tiene entonces una función c<f) tal que

y /o $  <*0 S  * (2)

La Figura 9-8 muestra el significado geométrico de (2) y el método de demostración. (2) identifica la pendiente 
de la recta que pasa por el origen con la pendiente de una tangente que pasa por un punto P.

Ahora, como c{t) — t0 si t -  f0. Entonces lim -̂ -j- = lim lim [e<r)] = (r0). Los de

más casos se dejan como ejercicio.

P ro b le m a  9-23 p ruebe |a regla de L ’Hospital para el caso co/co. Suponga que /  y  g 
son funciones derivables en ]a , h[ y lim  /  = co y lim  g  = ce, x0 € ]a . b[.

So lu c ió n . Suponga que x es tal que a < x„ < x < x, < b. Por el teorema T.V.M. de Cauchy.

„  .  J M  _  ,  M L  _  M .  .  4 &  • 1 -  (I)
¿<x) -  ff(X|) gM  , _  f e )  9<t) 9'(x) tfK ) I -  Ax\)lf[x)

í(x )

Suponga que lim = L  y escriba (1) como
0 (x)

yix» i m  . \ 1 1 -  i* * .)'* * ) \ / 1 - tfx,)/**) \rr-KwixT/+ L11 -ÍGiwti)) 121
Se puede elegir x, próximo a x0 tal que j -  L  J < £. A l hacer fijo a x, vemos que

S  ( - T ^ Í M í f ) -  '■pu",'° q“  S *  -  “ y Ss**’ -  *

Tomando el límite en ambos lados de (2) cuando x — x¿, vemos que

lim - M  _  L  _  lim m
g(x) íf(x)

Nota. Modificaciones apropiadas del procedimiento anterior establecen el resultado si x -* x ¿. x -* x¿. 
x -  co, x — - ® . luis demás formas indeterminadas co + ce, 0  • co, 1 ®. 0o. » ° .  por medio de cambios 
algebraicos de la forma, producen una función que se puede manejar empleando la regla de L’Hospital.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  9 -2 4  x +  tg 2x _  „  . . . ,
--------------------Calcule lim -----   ■. Este lim ite es de la forma 0/0.

«- o x -  tg 2x

S o lu ció n . Entonces, aplicando la regla de L ’Hospital, se obtiene que

x + tg 2a  I + 2 scc: 2*  I + 21“  "  1IT  n - f i s n r  -  T ^ T  = - 3

P r o b le m a  9 -2 5  H a l ) c  ||m  _  sen x_  £slc |¡m¡le es ¿ e |a forma 0/0.
y/x -  n

S o lu c ió n , lir
J x  -  x

Hm —r— — ----   lim 2(x -  r )1'1 eos x = 0.
M y { x - i t r ,n

P r o b le m a  9-26
Calcule lim sen x/x. Este lím ite es de la forma 0/0.

x-0

S o lu c ió n , lim Í5 2 A  -  lim = I.

P r o b le m a  9-27
Calcule lim  (tg x + sec x). Este lím ite es de la forma ce + co.

S o lu c ió n , tg x + sec x = SC° *  *  , que es de la forma 0;0;entonces, aplicando la regla de L'llospital. 
se obtiene

.. sen x I .. eos xlim   = lim --------.  eos x ,  -senx
i

P r o b le m a  9-28
Calcule lim  (x  -  J x 2'*  I). Este lim ite es de la forma + x¡ -  (+cc).

S o lu c ió n . 'Tenemos que lim (x -  </?"+ I)  = lim — —v * _  t = 
* ’ * •  (X  +  +  I )

= lim ------* a
« • * -  (X  +  J X 2 +  I )

P r o b le m a  9-29 H a lle /  (0) si /(x ) = x * 0
X • ^  y  0<O) -  g'(0) -  0 y g '(0) = 17.
0  , x = 0

S o lu c ió n . Como 0(0) = 0 y g es continua en 0. tenemos que lim itfx) = 0. Por tanto, según la regla de 
L ’HospitaL **®

/}0) = lim M  - lim « S  -  lim = lim g-<X> - / <0) = g \0) -  17/2
• -0 *  «-0 X «-O "  *-0

P r o b le m a  9-30
a ) Dé un ejemplo de una función discontinua con máximo y 

minimo global en un intervalo cerrado, b) Dé un ejemplo de una función discontinua en un 
intervalo / tal que/tom e todo valor intermedio entre /(a) y  f{b \  si a, b e I  y / (a ) #  f{b ). c) Déwww.FreeLibros.org



un ejemplo de una función continua que aplique un intervalo abierto en : I,  un intervalo abierto; 
2, un intervalo sem iabierto; 3. un intervalo cerrado, d) D é un ejemplo de una función con
tinua que aplique un intervalo infinito en un intervalo finito.

S o lu c ió n , a) La función ( x + l s i  - I  < « < 0
/!*) =

(  - x  S I 0  <  «  S  I

no es continua en x = 0 y tiene un máximo global en f -  1, 1]  igual a/10) -  I  y un mínimo global igual a
/TD 1-

b) La función \ eos ~  si x + 0
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A *) - x

si x = 0
es discontinua en cualquier intervalo que contenga el origen, puesto que no es continua en x = 0. Sean a y  b 
dos puntos dc l(a  < b) tales que /(«<) / /(/>). Si [a. ó ] no contiene el origen, entonces /  es continua en [a, h] y, 
según el teorema del valor medio, toma todo valor comprendido entre /Ja) y J[b) en algún punto dc ]a, /»[. 
Si [d. ¿>] contiene el origen, entonces [o, 6] contiene un intervalo

“  [ f i n  +_ Tjit * 2mT]

Si /es continua en /, y "5“ ¡ jx )  “  ~  )  = **0f c* ,corcina va*or medio./toma valor
entre 1 y — 1 en algún punto dc /. distinto dc los puntos extremos. Entonces» como / .c  [u, b ],/toma todo 
valor comprendido entre J\a) y J\b) en algún punto dc ]a, b[, como en el primer caso.

c) Considere las funciones:

. ,  , , ,  . x si — I  < x < 0
"  * ' = i  0 si 0 S  *  < I  • f M ~

I . . I< x < _ T

x r i  - T S X S T

todas son continuas en ] - l . l [ .  Entonces / Jx ) aplica ] - l . l [  en ]-  l.l[./ ,(x ) aplica ] - l , l [  en J- 1 .0 ] y 
f¿x ) aplica ]-  l . l [  en |^- y ,  y j

d) La función /Ix) = l/(x2 + I)  es continua en el intervalo infinito ]-o o , + cc[ y aplica este intervalo 
en JO. IJ.

P r o b le m a  9-31
a ) Sea  a , < a2 < ... < ar  H a lle  e l v a lo r  m ín im o dc / (x )

fl,|. b) Sea a  >  0. H alle  el valor máximo de

J W - T T P r  +  T X —

S o lu c ió n , a) Suponga que x y y son puntos en [a ,_ ,. a j  y  [tí,, a ,. ,] con |x -  a,| -  |y -  u,|. Entonces 
I»' ~  o,\ -  I*  -  o,l + ly  -  x| para i  £  J  -  1, y  |y -  a(¡ ■ |x -  a,| -  |y -  x| para i £  j  + I. Por tanto.

Ay) -  Ax) + ly  -  x| {(/ -  1) -  ín -  » J  -  flx ) + |y -  x| {2j — n — I }

Esto muestra que /  decrece hasta alcanzar el punto a, y después crece. El mínimo se presenta en a.. 1 si n es 
impar y sobre el intervalo [a „2. aK i. , ]  si n es par. Jwww.FreeLibros.org
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b) Tenemos que

A x ) -

, x < 0

I + x • 1 + a -  x

1 + x I + x — a

( ¡ - V + ' d + » - « > ’  • * < 0
- I I

(I  + x)2 ’ (1 + a -  x)1 • 
- I  I

0 < x <

(I  + x)- (I + x - o)r . a < x

Es decir./es creciente en ( — <c. 0] y  decreciente en [o. » [ .  Por tanto, el máximo dc/ sobre [0, u ] es el máximo 
sobre R. Si / ’(x) “  0 para x en )0, a[, entonces

( I + x)2 -  (1 +- a -  x)2 = 0 => x = a/2 

Como f í a , ? )  -  4/(2 -I- a) <  °  • f í O )  -  fía), el valor máximo es (2 + a)/(l + a).

P r o b l e m a  9 -3 2
Suponga que / ’(x ) > g’(x ) para todo x. y  que / (a ) = g{a). Muestre

que / (x ) > g{x) para x > a  y  / (x ) < ^(x) para x < a.

S o lu c ió n . Aplicando el teorema del valor medio a / - 0 .  s i x > u .  entonces

-  m  '  "“ . I '  jHL -  /  W -  *W > 0 algún , o ]„. 4
Como x — a > 0. entonces fíx ) -  j(x ) > 0. Análogamente, si x — a  < 0. entonces/fx) < »(x).

P r o b l e m a  9 -3 3
a )  D c  u n  e je m p lo  d e  u n a  fu n c ió n  f  p a ra  la  c u a l l im  / ( x )  existe,

x-x

p e ro  l im  / ' ( x )  n o  existe, b )  P ru e b e  q u e  s i  l im  / ( x )  y  l im  / ' ( x )  ex isten , e n to n ce s Iim  / ' ( x )  -  0.
X-X X-X J - X x-x

c) M u e s tre  q u e  s i l i m / ( x )  y  l i m / " ( x )  e x iste n , e n to n ce s l im  f " ( x )  =  0  y  l im  f \ x )  =  0.
X-X X-X x-x x-x

S o lu c ió n , a) Considere la función fíx ) = (sen x)/x. Entonces lim fíx ) = 0, pero

2 x 2  s e n  x2 -  sen X a/Xx)  ------------ 2 sen x* - sen x ¿ y lim / fx) no existe

b) Sea L  = lim/fx). Si L  > 0, entonces existe N  tai que l/fx) L | < L/2 para x > N. Esto implica

que /'(x ) > |Ll/2. Pero esto implica, según el T.V.M.. que /(x) > f[N ) + |x ~  par., x > N.\o cual
significa que Iim /(x) no existe. En forma análoga, lim /'(x ) no puede ser menor que 0.

a*®
c) Sea L  = lim /'fx). Si L  > 0. entonces como en a), lim f\ x ) = co. E l T.V.M. da que lim/(x) = co.

« - «  x - «  * - »
lo cual es contrario a la hipótesis Análogamente./'fx) no puede ser menor que 0.

P r o b l e m a  9 -3 4  „ _ ._ u ________. u0  . u, = 0 => a „ +  a ,x  +
+ ... +  a X  =  0. ‘  ‘  "  T  1

b )  S u p o n g a  q u e  | / ( x )  -  / ( y ) |  £  (x  -  y)" p a ra  n  >  I .  P ru e b e  q u e  /  es c o n sta n te . ( C o n 
s id e re  f . )

c )  P ru e b e  q u e  la  fu n c ió n  / ( x )  =  x 3 — 3 x  +  m  n o  t ie n e  d o s ra íc e s  e n  [ 0 . 1 ] ,  in d e p e n d ie n 
tem ente d e l v a lo r  d e  m .www.FreeLibros.org



So lu c ió n , a) Sea flx) = a0x + + ... + a"x . ,J{0 ) -  0. y/Ti) -  0 por hipótesis. Por el tcorc-¿  n -t I
ma de Rolle para algún x en ]0.1[ se tiene que 0 = J\x ) = a0 + a,x + ... + a,*".

b) Tenemos que/Tx> = lim ^  ~  ffx) y I I £  (x -  y f '  y lim (x - y f 1 -  0. porque
r-> > — * i y *  i »-«

n -  I > 0. Entonces/*es cero para todos x; por tanto./es constante.

c) Si /lx0) »  /lx,) -  0 para x0 < x, en [0.1] => /lx) = 0 para algún x c ]x0, x ,[ y. por tanto, sa
tisface 0 < x < I. Pero f\x) = 3x* -  3 = 3(x* - 1). f\x) = 0 para x = ± I.
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|_P ro b l e m a  9-35

Pruebe que f[x y )
a ) Suponga que /  es una función ta l que f { x )  = l/x. x > 0 y  /(1 ) = 0. 

\x) + A y ), Vx . y  > 0.

fe) Pruebe la siguiente generalización del T .V .M .: Si /  es continua y derivable en Ja , fe[ y
lim  / (y ) -  lim /(y)

lim A y ) y  lim f (y )  existen; entonces existe x e  ]a , feí tal que f ( x )  = —   —  .
r~i~ r -A  o  — a

So lu c ió n , a) Si g{x) = flxy), entonces g'(x) = >/lxy) = y/xy = l/x = /lx). Por tanto, existe c tal que 
0(x) = J[x ) + c para todo x > 0. Adcmús./ly) -  t f l)  — / II) + c -  c, 0<x) -  Ax) + Jly )

b) Es una consecuencia del T.V.M. porque si se define:

lim /Ty) x = a

gix) /lx). a < x < b
lim/fy). x -  fe

entonces g es continua en [a. fe] y derivable en ]u, fe{ y g = f  para x e ]a, fe[; por consiguiente, existe 
x € ]o.fe[ con / lx ) = g[x) =

P r o b l e m a  9-36 U n tanque cilindrico tiene su parte superior destapada. E l m aterial de la 
base cuesta el doble que el resto del material. H alle las proporciones más económicas del tanque.

So lu c ió n . Sea V su volumen, r  el radio, fe su altura, c su costo por unidad de la base y C  el costo total

V ~  nr’fe. C = 2xrhe + xr2(2c) 

d v  </fe , ,  , n dh 2fe~d7 ~  ~dr 2«rh -  °  -  -d--------------r

Rcmpla/ado este valor en = 2nc |r-  ~  + fe j ♦- 2nc- 2r = 0 se tiene

{ - * )
+ fe + 2 r » 0 » * f e - 2 /

Una compañía de electricidad ofrece instalar bom billas a un costo 
de 3 dólares por cada 40 o menos unidades. Pero con el fin de conseguir un contrato m ayor y. 
por tanto, una m ayor ganancia de la instalación, la compañía reduce este costo en 5 centavos 
por cada bombilla si pasan de 40 (45 bombillas costarían 2.75 dólares). ¿Cuál es el número de 
bombillas que le dejan una ganancia máxima a la  com pañía?www.FreeLibros.org
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So lu c ió n . Sea x cl número de bombillas y y cl costo de la instalación,

y  -  x[3 -  (x -  40)0.05] = -0.005xJ + 5x;

^  = —O.lx + 5 = 0 ~  x = 50; - 0 -  = -0.1 < 0 

por tanto, x = 50 bombillas es un máximo.

P r o b l e m a  9-38 Muestre que entre todos los rectángulos que tienen un perímetro dado, 
cl cuadrado es el de área m áxim a; entre todos los rectángulos de área dada, cl cuadrado es el de 
perímetro minimo.

S o lu c ió n . I. Sean x y  y  las dimensiones del rectángulo. P  cl perímetro y A cl área. Se tienen las relaciones
2 ,  + 2)- - l> ) ^ „ . . d c d o n d c ^ - ^ í i - ^ 4 Ü Í » ^ -  =  i ^ = 0  -  , - - J .
de donde x -  P/4 es un valor critico. Al remplazar este valor en la primera ecuación se obtiene y  »■ P/4;
por tanto, cl rectángulo es un cuadrado. Este valor critico es un máximo global puesto que - ¿ p  = - 1
x está restringida al intervalo 0 < x < P/2 Observe que los puntos extremos del intervalo no se incluyen, 
porque para estos valores cl área es cero.

Por el método implícito
Si se derivan las relaciones 2x + 2y = P, A  = xy con respecto a x. considerando a y como función 

de x y A  como función de x, se obtiene

dP dA d)

Como P  es constante. = 0. -  -  I.

También =0. puesto que queremos hallar los máximos locales Entonces

Remplazando ^  -  - 1 en la última ecuación se obtiene - x  + y  = 0 o y = x. lo cual demuestra que cl 
rectángulo es un cuadrado. La prueba de la segunda derivada dice que La condición y = x da un valor máximo 
porque

“  ~ x *  y  = + =

Para la segunda parte se tienen las relaciones 2x + 2y -  P  y xy = A. con A fijo y P  variable.

Eliminando y  de la segunda ecuación y rcmplazándola en la primera se obtiene

lx  + 2 á . . p . 2 - 2 4 . - "x x1 dx
J f> _̂

Haciendo -  0 se obtiene x2 A »  x -  -JÁ como valor critico.

La ecuación xy = A  da y = v A • P °r tanto, de nuevo cl rectángulo es un cuadrado.
Como la segunda derivada da ^ p  = que es positivo, esto muestra que se obtuvo un minimo.

Como se obtuvo solamente un valor critico en el intervalo, que es un minimo local este minimo es un mini
mo global.

II. Derivando las ecuaciones 2x + 2y = P, xy = A se tiene

www.FreeLibros.org
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dc donde se obtiene x = y. Para aplicar la prueba dc la segunda derivada se debe derivar la ecuación 
= 2  + 2 dc donde

d2p
dxr

d2y . d 'y  *  "dx M -y/x) -  y 2y
d i5*  i 5 "  i 5 *7*

que es positivo: por tanto, > 0 y el valor critico da un minimo global.

P ro b le m a  9-39 Dada una línea recta L  y  dos puntos A y B  del mismo lado de L,
halle el punto /’ sobre L  tal que la suma dc las distancias A P  + P B  sea mínima.

Figura 9-10

S o lu c ió n . Se puede restringir el punto P(x, 0) a que este dentro del intervalo 0 S  i  < *, porque si P  
estuviera a b  izquierda del origen la suma dc las distancias A P  + P B  seria mayor que la suma OA + OB 
(Figs. 9-9 y 9-10). Análogamente, si P  estuviera a b  derecha dc Q. el pie dc b  perpendicular a I. desde B, en
tonces AP  + P B  > AQ + QB. No se hará esta rcctricción sobre P. Hacemos que x varíe en — co < x < x .

Derivando se tiene í/.V x -  b
J x 3 + o1 J ix - = W + ?

0 ~ b -  x
+ a3 J (x  -  b)3 + c3

n

o  [(x2 - 2 Ax + 62) + c2]  = (x2 + Ü2)(h2 -  2Ax + x2) 
o  (fc2 + c3)x3 = x2(f>2 + a2) -  2ba3x + a3b3 
<> (e2 - a2>x2 *■ 2ba3x -  a3b2 -  0

Cuyas soluciones son

— 2ba! ¿  j4 b 3a* + ~Aa2b3(c3 -  a3) -ha2 ± abe ~¿m[o + c] ba
X  =  -------------------------------- 1  ^ ---------------« --------------------------------------------------  i ---------------  * -  -  —  ------------------------------a P  - ¿* 7 -  a2 (r  -  a){c  + a) 

ds

c +
— ba 

c -  a

E l valor -baHc -  a) es extraño y  no es solución dc la ecuación ^  = 0 ; por tanto, el valor critico es 
x ■ ba/(c + a).

Aplicando la prueba de la segunda derivada se tiene

d2s a2 c2
dxr  = ( j ^ V á 5) * 5 [(x -  b)2 + c2] ^

que es positiva para todo x ; por tanto, el valor critico da un minimo local, que es el minimo global.

Observe que b  ecuación (•) dice que eos o, = eos <x¡ o a, = a¡* el ángulo de incidencia es igual al ángulo 
dc reflexión.www.FreeLibros.org
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P r o b le m a  9-40 w . . . . .  . . .  . . .
— ---------------j  be desea construir un cilindro recto circular de una lamina de metal.
¿Cuáles deben ser sus dimensiones si se desea que tenga un volumen máximo?

So lución . Las relaciones que se deben considerar son:

V = nr¡h; S »  2nr3 + 2xrh 

S  es fijo y V variable Eliminando h de la segunda ecuación y remplazando su valor en la primera, se obtiene

)  “  y  IS  -  2"r’l

Derivando con respecto a r y haciendo la primera derivada igual a cero, se obtiene

dv s  , j  «  1/S
H T m T ~  B ° ~ r = V ñ

s -  2k ¿ -  i s
como S - 2nr3 + 2xrh => h   - J *  -  _ L  _ »  2| ^ ;  como ^  -  -6nr que es negativa;

2* K I 2*
por tanto, el valor crítico da un máximo local.

Como la ecuación K(r) varía en 0 < r  < j/ ^ . el valor critico obtenido es el único en este intervalo; 
por tanto, es un máximo globaL De nuevo se observa que la altura es el doble del radio.

P r o b le m a  9-41 Se desea construir una caja rectangular de base cuadrada y  de vo
lumen fijo. E l costo del material empleado en la base y la parte superior vale a a  centavos por 
centímetro cuadrado, y el de las partes laterales cuesta b centavos el centímetro cuadrado. ¿Cuáles 
deben ser las dimensiones del prisma para que el costo total sea minimo?

So lución . Sea y = altura, x -  lado de la base. E l volumen está dado por V m x*y. E l costo de la base 
y la cara superior es 2ax2. el de los cuatro lados, 4¿>xy. E l costo total C está dado por

C 2ax2 + 4bxy

Despejando el valor de y en la primera y rcmplazándola en la segunda, se obtiene

C -  2ux̂  -t-----x

Derivando y haciendo la primera derivada igual a cero, se obtiene

que es el único valor critico. Como « 4 a + es positiva, el valor critico corresponde a un minimo
local, y. como es único, a un mínimo global.

Si x .  . entonce ,  -  ,  í  ]/bJ .

Observe que la relación entre las dimensiones yjx es a/b.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  9 -4 2  E J cos|Q pof hora dc un Q  prop0rcional a  la cuarta potencia 
de su velocidad en el agua tranquila. ¿C uál es la  velocidad más económ ica para hacerle remontar 
un rio a  r kilóm etros por hora?

So lu c ió n . Sea v la velocidad det bote en el agua tranquila, d la distancia recorrida rio arriba en un tiempo r. 
La velocidad subiendo es c -  r.

Tenemos la relación í  =
E l costo por hora es kv; por tanto, el costo total para l horas está dado por

« -  * . *  ( _ á _ )  -  J Ü L\ i - r f  o -  r

Derivando a c con respecto a v, y recordando que k, d y r  son constantes, se obtiene

dc_ kdj(v  -  r)4P> -_v*±  m U ñ > ± r * l l  = o ^  D -  *  y „  = o 
dv |u -  r) (p -  r)¡ 3

Se desecha el valor ti • 0. porque en nuestro problema v debe ser mayor que r para que el bote pueda subir 
el río. El valor de v queda restringido al intervalo r  < v < ce. Como

d2c kdUr -  r)2 (121'* -  12fM  -  2(3e4 -  W )  (e -  r)]
= _ v ---------------(r  -  , f

remplazando v -  4r/3. se encuentra que ^  r  > 0; por tanto, el valor critico da un mínimo local, que es 
el minimo global por ser único-

P ro b le m a  9-43 Ha|]e e) punlQ sohre ,a parábola x 2 = 4<¡y{a > 0) que sea e l más 
cercano al punto (0. c).

S o lu c ió n . E l punto fijo está situado sobre el eje de la parábola. Sea (x,. y ,) cualquier punto sobre la pa
rábola y S  su distancia a (0. cj.

S  -  v/xí + (y, -  c)7 S1 = x j + |  -Jl- -  c j

como x j 4ay,. Derivando a S ¡ con respecto a x, y haciendo la denvada igual a cero (S  es un minimo si 
S 3 lo es, puesto que S  > 0) se tiene

Los valores críticos son x , -  0 y x, = ± ^  (D

y los valores correspondientes de y  son y , — 0 y y , — c — 2a.

■ + ,2>
Para x, = 0 se tiene m 2 — que es positivo cuando c < 2a y negativo cuando c > 2a

Entonces x, = 0 es un minimo local para c < 2a y máximo local para c > 2a.
Para x, -  ± s/4cu - 8ar , c debe ser mayor que 2a y se halla -  4. que es positivo para

c > 2a; por tanto, se tiene un minimo local para c > 2a.
En resumen, para c < 2o. el origen da un minimo local, y. como es única es un minimo global.
Para c > 2a. el origen da un máximo local, mientras que x, = ± ^4cu -  8uJ da dos mínimos locales; 

ambos son mínimos globales, puesto que los valores correspondientes S2 son iguales para los dos valores 
de x, y S2 — ce si x, -  ± ce.www.FreeLibros.org
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Para c = 2a. la ecuación (I) muestra que los valores críticos son

para r = 2o. que es positivo en cualquier lado dc x, = 0; por tanto, tenemos un minimo global en este

227

caso.

P r o b le m a  9-44
— -----------------uos carreteras se cruzan en ángulo recto. E l automóvil A está si

tuado en P  a 5 kilómetros dc la intersección sobre una dc las carreteras; el automóvil D está 
situado sobre la otra carretera a Q  kilómetros dc la intersección. Parten simultáneamente y 
se dirigen hacia la intersección a una velocidad de R  y r  kilómetros por hora. Después de haber 
partido, ¿cual es la distancia mínima que los separa?

So lu c ió n , a) Sea z la distancia que los separa en un tiempo i. Se tiene

+ y1 -  z*

E l automóvil A. en un tiempo r. ha recorrido S  -  x y B. s -  y. Por tanto.

5 -  y  S -  x 
r R

Despejando dc esta última ecuación >• y remplazando su valor en la primera, se tiene

Derivando con respecto a x y haciendo la primera derivada igual a cero se tiene

*  + 2 - J  .  0 -  + *  -  H »  ♦ A

( R 1 + r * ) x  = r ’ S  -  r R s  =  « r S  -  R s )  * >  x  -
A + f

W )

(II

(21

(3)

(4)

que es el valor crítico. Dc (4). = 2 + que es positivo, como el valor critico es único, se tiene
un mínimo global.

De (2) se tiene

El tiempo i empleado para llegar a la posición critica está dado por 

Por lanío, la solución del problema es i =
R  + rwww.FreeLibros.org



b) Expresando a x y 'y  en términos de f. según la ecuación (2),

x S  -  Rt y y ■- s — r¡

Remplazando en (I) se tiene

(S -  Rr)3 + (s -  n )¡ -  z1 

Derivando con respecto a t y haciendo la derivada igual a cero, tenemos

2<S -  R/ )(-R ) + 2(s -  ri) ( —r) = = 0 <= -  R(S -  Rt) -  r(s -  ri) ~  0 => t ^

que es el único valor critico. Como ~ j~ r = 2(R* + r2l  que “  positivo, da un minimo global.

c) Derivando (I) con respecto a r. implícitamente para minimizar r3. se obtiene

y como x y y son decrecientes con el tiempo en el sistema de coordenadas, remplazando estos valores en la 
ecuación (5) y haciendo = 0. se obtiene

* -
Remplazando este valor para x en (2). se encuentra que

R(Rs -  rS ) rirS -  Rs) . rs *■ RS
y -  ~ R * T ? ~  • *  “  '  • r -  ~R1~+~rr

Es interesante observar que los signos de x y y son en general opuestos; por tanto, la intersección es al
canzada por uno de los automóviles antes de que se obtenga la distancia mimma. El caso excepcional se pre
senta cuando rS — Rs = 0, pues los dos automóviles llegan a la intersección simultáneamente: por tanto, 
la distancia mínima en este caso es cero.
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P r o b l e m a  9-45
Dada la parábola y 2 -  2px, p >  0 y un punto P íf . r¡) en ella 

(»/- < 2pe), halle el cam ino más corto (form ado por dos segmentos) que conducen de un punto P  

a un punto Q  sobre la parábola y después a l foco de la parábola F  | y P .  o j .  Muestre qué án

gulo F Q P  queda bisecado por la norm al a la parábola y  que Q P  es paralelo al eje de la parábola 

(principio del espejo parabólico).

So lu c ió n . La distancia total es

* » ♦ * ]

Para que sea mínima. <f(y) = T/ r    ina* + "  0.

T Í £ - { ) ' + — « I  p
La ecuación la satisface y = r¡. (Vea Fig. 9-12.)www.FreeLibros.org
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Sean 0 y ^  los ángulos formados por los segmentos PQ  y FQ . respectivamente, con bi normal QN a li 
parábola. Observe que

<T(y) = ^ —p ~  í - « n  0 + sen <{>)

Asi. en un mínimo, 0 -  <f>.
Además, se verifica con facilidad que el triángulo Q FS  es isósceles; Q F  = FN  = x 4- p/2. por tanto. 

t¡i = 0 y PQ es dc nuevo paralelo al eje X.

| P ro b le m a  9-46

rimetro.
Entre todos los triángulos dc base y área dada, halle el de menor pe-

So lu c ió n . Si C  es el vértice del triángulo, h su altura (fijada por el área y la base) y (x, h) son las coordena
das del vértice, entonces la suma de los lados AC y DC está dada por

fíx ) = yjix + a)J  + hJ  + yj(x -  a)1 + A1 

con 2a igual a la longitud de la base. Dc donde obtenemos

m
x + a x -  a

r\x )

V(x + a)r + i?  yfix -  aj*~+ Ir  
h* h¡

N/[(x + a )' + h1?  ^ [(x  -“¿ j7 + / iT

(1)

(2 )

Dc (I) vemos que/(O) -  0 y  de (2) quc/'(x) es siempre positiva; entonces en x = 0 existe un mínimo local. 
Este valor mínimo está dado por el triángulo isósceles. (Vea Fig  9-13.)

Análogamente, se halla que dc todos los triángulos con perímetro y base dada el triángulo isósceles tiene 
área máxima.

P ro b le m a  9-47 Em rc todos los triángulos dc base y  vértice dado el triángulo isós
celes tiene área máxima.

So lu c ió n . Sea u la base; x, y. los lados del triángulo, y n. p. y, los ángulos opuestos correspondientes. 
Por la ley dc los senos se tiene

x = P v -  -  860 '
sen a sen i

Entonces el área está dada por

„  -  -  t  ■ « + » * » - «

La derivada con respecto a ¡i es A‘ -  a2 sen (2fi t- a)/2 sen a.

Dc A' 0 se tiene ¡i = un mimmo local, y, por tanto, que el triángulo es isósceles.www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  9 -4 8 Entre lodos los triángulos de base y  área dadas el triángulo isósceles tiene
el máximo ángulo cn el vértice.

S o lu c ió n . Si la base y el área son fijas, entonces la altura también es fija.
Sean (u. 0) y ( a. 0) los puntos extremos de la base, y (x. h) el vértice. Si t) es el ángulo del vértice, entonces

c o s f l ________________----------------- --------
J W -  x Y + 2 A V T x 1) + F

Derivando se obtiene
„  d0 -sen 0 - ^  =

2.x | J T a ^ x 7)*  + '2¿,far  +-x T + F  - (x2 + h2 -  - x2)2 + 2h2la2 + x2) + h2Y ,l2\
(a2 + x3)1 + W ía *  + x¿) + h*

haciendo = 0  se obtiene x = 0 ; por tanto, el triángulo es isósceles.

P r o b l e m a  9 -4 9 Muestre que entre todos los triángulos dc área dada el triángulo
equilátero tiene el perímetro minimo.

S o lu c ió n . Se tienen cn cuenta los resultados del Problema 9-46. Sea T  el triángulo del área dada y perí
metro minimo y b uno dc sus lados. S i se hace a b fijo. T  debe ser un triángulo dc base b y área dada que 
tiene el perímetro minimo. Entonces T  debe ser isósceles y  los dos lados dc T  distintos dc h iguales entre si. 
Pero b es cualquier lado, y T  es. por tanto, equilátero.

P r o b l e m a  9-50 Muestre que entre todos los triángulos dc perím etro dado el triángulo
equilátero tiene área máxima.

S o lu c ió n . Primero muestre que dc todos los triángulos dc perímetro y base dada el triángulo isósceles 
es el dc área máxima. Para este fin. emplee la notación del Problema 9-46; sea u la longitud del lado que une 
los vértices (- a .  0) y (x. h) y r la longitud del lado (<i, 0), (x. /i). La longitud u + c = 2b es fija y

A nh = a/v1 ~ (a — x)1 — a^'u* — (a + xj1

Eliminando u y t  se obtiene

A - u ^ b 2 - a 2) ( \  - £ )

Derivando y haciendo la derivada igual a cero se encuentra que cn x = 0 tiene un máximo global, puesto que 

-  j  (b2 -  a2)2
A " - r  . - j .  -ijtj < 0. Si T  es un triángulo dc área máxima para un perímetro fijo, entonces

T  debe ser equilátero, porque si es dc base b, empleando el argumento del problema anterior, los otros dos 
lados deben ser iguales. Como b es un lado cualquiera el triángulo es equilátero.

Muestre que entre todos los triángulos inscritos cn un circu lo  el 
es el dc área máxima.

S o lu c ió n . Dada una base fija los triángulos inscritos cn un circulo tienen el ángulo sobre la vertical cons
tante. Aplicando los resultados del Problema 9-47 queda demostrado.

P r o b l e m a  9-51

triángulo equilátero
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P r o b l e m a  9 -5 2

dado sobre su eje mayor.
' H alle los punios de la elipse que estén más cercanos a un punto

S o lu c ió n . Sea la elipse -p  + = I. (¿> < a), y  (c. 0) cl punto dado sobre cl eje mayor. (Vea Fig. 9-14.)
La distancia entre cualquier punto (x. y) sobre la elipse al punto (c. 0) es

d -  ^<x -  c)* + b1 |l -  . - a  £  x S  «

Derivando y haciendo la derivada igual a cero se encuentra que cl único punto critico es x -  r- f  ¿y  v • Como

( ' "
f  > 0. se tiene un mínimo global. Si cl punto está sobre cl dominio de d. es un minimo local; si no. cl minimo 
de d corresponde al punto extremo del eje mayor que esté más cercano a c.

Para la distancia mínima se hallan los valores

d = a  -  |c| si |c| ;> a  ( l —

P r o b l e m a  9 -5 3
Demuestre la  siguiente desigualdad: tg x  > x para todo x en

S o lu c ió n . Sea y - tg x. Por d  teorema del valor medio se tiene que tg x — tg 0 = (x -  0) sccJ x con x 
interior al intervalo 0 < x , < x ; sccJ x > I ; por tanto, tg x > x para todo x en cl intervalo 0 < x <
Se incluye cl punto extremo de la izquierda del intervalo porque tg 0 » 0 ; se tiene que tg x £  x para todo x 
en cl intervalo 0 ¿  x £  y .

Pruebe la siguiente desigualdad: I ¿  SCn X  3: — . Para todo x en
x  JT

S o lu c ió n . Considere la función y  -  x -  sen x en cl intervalo 0  S  x S  y ; /  -  I  -  cos x <= 0 tiene por

solución x = 0. cl extremo izquierdo del intervalo. No existen puntos críticos en cl interior del intervalo: 
por tanto, cl valor minimo se presenta en uno de los extremos. Para cl extremo izquierdo se tiene y 0 y

P r o b l e m a  9 -5 4

0 <; x  <; ~
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para el extremo de la derecha >• = ■— -  I ; por tanto, el minimo se presenta en x -  0. Entonces x -  sen x > 0 

o x > sen x o sen x/x < I para 0 < .< S  y .
Si se  incluye el extremo izquierdo del intervalo, entonces se tiene

5  I para 0  $  x < J

Ahora considere la función y = sen x - ^  -  eos x -

E l valor critico es el x, que satisface la ecuación eos x — 2 = 0 ; sin embargo, como y" es negativo 
para este valor critico debe dar un máximo local; por tanto, el minimo se debe alcanzar en uno de los extremos. 

Para x -  0 se tiene y  = 0 y para x = "  se tiene sen x - y 2 0 o  ^  \  cn cl in,crvdl°  j  .

o sea, que 1 2 — " *  2  y  para 0 S . t S  y .

P r o b l e m a  9-55 a) Halle cl valor m ínimo de

a, + x

ta.x
con a¡  > 0 y  x > 0.

a , + a ¡  + x

b) H alle cl valor m inimo de   —  con a,  >  0, a2 > 0 y x > 0.
J o ,a2x

a¡  + ... + a ,- i  + x

c) H alle el valor m inimo de
 I ' -x

con a , > 0, a2 > 0 x > 0.

S o lu c ió n , a) Sea y -  2—  - -  — *—
\ °\ x V a i

É L  m  L
d x  2V . I ,

a, + x \)
J x « ' * - ( a ,  + x ) ^ x - ' « |

Si /  = 0. entonces x = a, es cl único valor critico.

J 'y 1 [  xM  -  x + a, I
jo ¡  L  * *  J  *\ i , i , L *

por tanto, se tiene un minimo global. Para el valor minimo de y se tiene

2-J°\ + ui

Para cualquier x positivo, digamos a ¡, se tiene

f l i  4 - a ¡

i —  2  I o 2
a.a.

el signo de igualdad se verifica solamente cuando a2 -  u,.
a ,  + a 2 +  x

c 3 I lu .+ a ,+  x \  dy 1
X l ' S - ( a 1 + f l i  +  X ) y X
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A l  hacer >•' = 0  se encuen tra  q ue  c l ún ico  v a lo r  cr itico  » *  =  . c| cual da un m in im o  g lobal porque

&  — * _  i ,  I 2 "  w -  M I
J *  9 ^ 1  < "  J  M  2 I > 0

E l valor minimo de y está dado por

E l último termino es 2 :1 por la parte a». Entonces el valor minimo de y es I y. por tanto, para cualquier x 
positivo x *  a , se tiene

°L ± a » .f  ?i
— --3= —  *  * -  z f w ;

> !  Aj«» 3

la igualdad se verifica solamente si as = a, = a,.

a,  + a2 + ... -4 - a .-, + x
c) Sea y = -----  ü ----- ----- . ____/ « i + <>x + -  + «.-■ + x \

 ú.- ix n^a,fla......a . . ,  ‘ x I

dy _  | f  *  ‘" i  + + •" + + X) l x 1'- " ' j

^  '  n> -a- — á7T L I
Haciendo y’ «» 0 se encuentra que cl único valor critico es

x  -  a »  +  a >  +  —  +  « — •
n -  I

E l valor minimo de y  está dado por

a, + u2 4- ... + u. + a->-+-al  

y  m -
v ,liflJ 'l i  a-- I  J ^ I  + + ... + u .-i N7a,a,a,......a ,_ ,

L  a i ° i  «— i J

Por tanto, para cualquier x positivo, digamos x = a , se tiene

l<"
o  -  +

g , + a a + ... + a .  í  ^  + o , ^  ... + '  1'

^ a ,a a>.... a~ * 1  t,i«a...... « .  -■ ' n  a. (I)

E l signo de igualdad es válido si. y solamente si. a . «  -£l_t-ÍU J -̂  .+ ^ - l .
Para que podamos concluir que

a. -*• ... + «.•| T “ i  • • **, a<---------
—  - — — 1 £  J a la *www.FreeLibros.org



para lo cual se tiene el signo dc igualdad, solamente cuando a, = a , = ... = a. debemos usar el principio 
dc inducción.

La desigualdad se verifica para I,  porque -^ -¿ ( i , .
Suponga que la proposición se verifica para n = k  — I. es decir.

a t ü m -

la igualdad se verifica solamente en el caso dc que a, ^  a¡ = ... ■- u,_,.

Elevando ambos lados de la desigualdad a la potencia (A — I) y dividiendo por el término dc la derecha 
se tiene

¿ . « í ...............‘ ' . - i -  * 1  c 2 )

2 3 4  TEOREMA D E l VALOR MEOIO PARA PRIMERAS DERIVADAS

Combinando las desigualdades (l| y (2) se obtiene

v "  i a¡  °»

en la cual se ha remplazado n por k y, por tanto.

+ a1 + ••• +
- * - ■  / u .
a ltt¡ ü»-l I

a .  +  t i .  +  . . .  +  o ,  u  —  — —  

  ~ k------   ^  **••<*>..... °k

la igualdad se verifica solamente cuando

ak =

Esta es la fórmula para n = k.

a, + a ¡ + ... + a, _. 
a. = ----Y - í   -  a, -  a , -  ... -  o»_,

P ro b le m a  9-56 Halle el valor dc x para el cual la  función y  = (ti, -  x )2 + (a , -  x)2 +

+  . . .  +  (a„ -  x ) 2 =  X  (0 .  -  * ) J  licnc un m ínimo, con a „ a 2, . . . , a „  números reales fijos.
i-  I

S o lu c ió n . La derivada es /  -  -2(a, -  x) -  2(a , -  x) -  . . .  -  2(a. -  x). Haciendo la derivada igual 
a cero se obtiene el valor critico x = Ü1 *  Como ~  2/i > 0. el valor critico da un mí
nimo local, y, como es único, es un mínimo global. «Importante en estadística.)

P r o b l e m a  9-57
M in im ice: a ) ¿ | a ¿  — x | ; b) ¿ Á , | a ,  — x | con Á, > 0.

S o lu c ió n , o) Supongamos que a, s  n¡ S  ... S  tí..
Observe que |ti. -  x| + |ti, — x| a  ti. — tí, y toma el valor o. -  o, cuando a, S  x £  tí. 
Si n es par, n ~  2/n. el mínimo se presenta cuando u , í i S u . , | y  tiene por valor a

« - - i  +  a m - ¡  +  . . .  +  a l m  -  t i ,  -  a , -  . . .  -  t í .

y si n es impar, n 2m — 1, entonces el mínimo se presenta cuando x = am y tiene por valor a

o - . i  +  a . . ,  +  . . .  +  a , . . ,  -  a ,  -  a , -  . . .  -  a .  ,

E l valor dc x que da d  mínimo, en estadística se llama la media de los arwww.FreeLibros.org
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b) Sin perder generalidad se puede suponer que la fundón fix ) *  £  A,|a, — x| es lineal por trozos y su 
derivada es

f\x ) = r , -  A, + A ,., + ... + A .-  -  A, -  A.-, con a .. ,  < x < a,

que es constante por secciones cuando a, . ,  < x < u,. Existe un valor a tal que r, £  0 y r , . ,  < 0. Si t , = Q 
entonces u,_ , £  x á  a, da el mínima Si r , > 0, entonces x = a, da el minimo.

P ro b le m a  9-58 Un barco S  ancla d  m illas fuera de la  playa (F ig . 9-15). Sea A  un punto 
sobre la playa que sea el más cercano al barco y  B  un punto sobre la playa distante b m illas 
de A. Un  hombre sube al barco y desea llegar al punto B  en el menor tiempo posible. S i puede 
remar r  m illas por hora y  cam inar w m illas por hora, ¿a que punto P  de la playa se debe d irig ir?

S o lu c ió n . Es evidente que el punto P  debe estar entre A y B  o en A o B. S i P  está a la izquierda de A. 
el hombre acortaría su tiempo, simplemente dirigiéndose a A. Si está a la derecha de A, el acortaría su tiempo 
dirigiéndose a B. Entonces P  está entre 0 S  x 5  b. siendo x la abscisa de P.

El tiempo que emplea en remar de S  a P  es d y el tiempo que emplea en caminar de P  a B  es

b—-— . Por tanto, el tiempo total es T  -* -v  *  — .

Derivando y haciendo la derivada igual a cero se obtiene

JT
1 7

E le van d o  a l cuad rado  y  reso lviendo para x  se obtiene

— -  J -  -  otu

m d i

d*Tque es el único valor critico. Como jp -  = “  positiva en lodo el intervalo.

La ecuación ( I)  muestra que si A i  I no existe valor critico en d  intervalo dado; por tanto, el valor ex
tremo se presenta en un punto extremo. Si A = I, el valor minimo se presenta si el hombre rema hacia B. Se
llega a la misma conclusión observando que T  decrece en el intervalo porque es negativa en x -  0 y no
existe punto critico dentro del intervalo. Ahora, si A < I. el valor de x está dado por (1K Entonces, si

~ - ' d  £  b, el valor de x está dado por (I). que da el tiempo minimo. S i Ad/y/T -  A1 > b. entonces d
yf\ — A
valor de x que da el tiempo minimo es x = b, el punto extremo de la derecha del intervalo, como en el caso 
A S I .

F ig u r a  9-16www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  9 -5 9  d a  u n  s e g n i c n I O  dc rec(a y una rccla perpendicular a  él, 
pero que no lo corla. H alle el punió P  sobre L  la l que el segmento A fí forme el mayor ángulo en P.

S o lu c ió n . Sea 0 el ángulo formado por AH en P : y (0. d) y (0. c) las coordenadas dc A y B  y (x, 0) las de P.

\i( -  ./Ix x
18 0  T I ~  *r *r &

X Xl

\ii Figura 9-16 muestra que 0 es menor dc 90r. Por lanto, hallaremos el máximo dc tg 0 en vez del máximo 
dc 0, porque la posición dc P  que hace a tg 0 máxima hace que 0 sea la máxima, debido a que tg 0 crece al

crecer f l c n O i f l S - ^ -

Derivando y haciendo la derivada igual a cero se encuentra que

^  ,  .  ± 7 a

. . • d\\gO) [(x3 + cd)3 <-2x) -  4cx(cd - x3»(x3 + cd>] <c -  d) r~-.
La segunda denvada da -—^   —Yx3~+~cd)~*-----------  y para x v ca>

d3(lg 0) -  i jc d  (e -  d) I c -  d _
- a r - - — « a ? — - - - - i  T c iF r < 0

que es negativa; por tanto, el valor critico x -  ¿d c  da un máximo local para tg 0 y, por tanto, para 0. Si x 
es negativo, el valor dc tg 0 es negativo; por tanto, el valor critico x + - ¿c d da un minimo local para tg 0.

Por tanto, consideramos tg 0 definida solamente para x en 0 S  x < * .  En este intervalo se tiene sola
mente un valor crítico, que da un máximo local y, como es único, es un máximo global.

o  c m a ______ I Dados dos puntos A  y  B  sobre los lados opuestos de una rccla L
(F ig . 9-17), halle un punto P  sobre L d c  la l manera que el tiem po empleado para ir dc A  a P  y 
dc P  a  B  en linea recta sea m inimo. suponiendo que la  velocidad en la  pane superior es v , y 
en la  inferior i>2.

S o lu c ió n . Sea (x.O). (0, a) y (h. - c ) las coordenadas dc P, A y B, respectivamente; la relación que da el 
tiempo total es

7  .  a/*? +v, v2 (1)www.FreeLibros.org
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D erivan d o  y  haciendo la  derivada igual a  cero  se encuen tra que

i  > 0 (2)

a, y ** *  - = sen cr,
n(* *  + a1 V (x  -  h)‘ + a1

con cr, y a, los ángulos formados por las rectas AP  y P B  con la perpendicular a L  en P.
Entonces la ecuación (2) da la condición

« OÜL „  i
senx2 t>2 I4J

E l punto P  se puede restringir al intervalo 0 £  x 5  b por las razones dadas, y. por tanto, las expresiones 
para T  son las correctas.

La ecuación (2) no se puede resolver para x, pero usando el hecho dc que > 0 cn todas partes y 
como es positivo cn x = b y negativo cn x = 0, y como existe un único valor critico, el minimo obtenido 
es un minimo global.

Este problema está relacionado con la ley dc Sncll. cn óptica, que dice: «Un rayo dc luz que pasa el medio
A  con velocidad e, al medio B  con velocidad v, seguirá la trayectoria A PB  tal que ~ n-2j- - J ÍL  „

sen x ¡ vj

P ro b le m a  9-61 i Un a |ambrc dc |ongjlud ¿  se va a  corlar cn dos partes, una de ellas
se dobla para formar un cuadrado y  la otra para formar un circulo. ¿Cuál debe ser la longitud 
dc cada parte si la suma dc las áreas es m ínim a?

So lu c ió n . Sea x el lado del cuadrado, r el radio del circulo y A el área total. Entonces

L  = 4x + 2 nr (!)
y A = XJ  + RTJ ,2,

Dc ( I)  se obtiene x = —— . Remplazando este valor cn (2) se obtiene

.  L 1 -  4nr!. + 4n V  ,A -  ------- ^ -------  + (3J

Derivando y haciendo la derivada igual a cero se encuentra

dA —AnL + 8n2r  , _ L
- i r -  i t --------

Al remplazar el valor dc x cn ( I)  se tiene

=  L

d’ A 8n2 X * * 4 '
Ahora ~dr3 "  “ Í6- + > 0 y- como el valor critico es único, se obtiene un minimo global.

P ro b le m a  9-62
Las ecuaciones del movimiento de un proyectil están dadas por 

x = (tío eos a y  y  y  = (r0 sen x)í -  I6/2. con v0 ,a velocidad in icial, a  el ángulo dc elevación 
del cañón, i  el tiempo cn segundos y  x y y  las coordenadas del proyectil. H alle la altura máxima 
que alcanza el proyectil y muestre que el m ayor alcance se obtiene cuando el ángulo dc elevación 
es dc 45°. (Vea Fig. 9-18.)www.FreeLibros.org
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So lu c ió n . Dc las ecuaciones dd movimienio se encuentra que

dx dy dy dy/dl vD sen a  — 321
~dí "  ‘’<>4:049 y W  "  vo9COa ~~ 32r -  /x -  -¿¿¡¿i- = - “ coTa ”

Haciendo y = 0, d  valor critico está dado por

ii0 sen a -  321 -  0 -> l  -  -^ g —

j i ,. i?
-jJj- = -  es negativa; por tanto, el valor critico corresponde a un máximo local, y. como es único,
a un máximo global.

El valor dc y correspondiente al valor critico es

_ , to sen a ¡  i 0sen a \* (c0 sen * )!y -  (v0 sen a) — ^  16 \— ^ — f = ----^

que es la máxima altura alcanzada por el proyectil.

Sea r  el alcance. Es igual al valor dc x correspondiente al tiempo i *  0 para el cual y -  0. Dc 
y -  <p0 sen a)f -  I6 l2 se encuentra y  -  0 para l  -  i>0 —yg- ; por tanto, el alcance está dado por

. . i 0 sen a vi sen o eos a vi sen 2ar = ,p0co sa )- ^ g —  -  f¿   -  ~ ^ g

Den van do y haciendo la derivada igual a cero se encuentra que

-ja~ "  v>°  -  0 ^ 2 « - 9 0 o =>« = 45"

como d  valor critico.

Como = -  --g Ŝ n~— es negativa para este valor crítico, corresponde a un máximo global.

P ro b le m a  9-63 ^  H alle un punto tal que la distancia a los tres lados dc un triángulo
sea minima. b) Halle el punto para el cual la suma dc las distancias a los vértices sea minima.

S o lu c ió n , a) Supongamos que los vértices dd triángulo están localizados en P[a, H  -c, 0) y R(c. 0) 
con ¿> > 0 y c > 0. Además, a ¿  0. (Si a < 0 remplazamos d  triángulo por su reflexión sobre el eje Y.) Para 
cualquier punto (x. y) hagamos p ™ y:

bx -  (a -  c)y -  be _  bx -  (a + dy + be
y/P  + (a -  c)* >/5r '+ la + ‘cP

con p.qyr  las distandas dirigidas desde los lados QR, R P  y PQ, con signos positivos si (x. y) está por encima, 
a la izquierda y a la derecha dc los respectivos lados Restringimos (x. y) a una recta paralela a la base, y = cons
tante. Sobre esta recta minimizamos J{x ) = |p| + |q| + |r|. Observe que sobre la recta y — b el mínimo se 
presenta en P, y si y > b d valor dd mínimo debe ser mayor. Es, por tanto, necesario considerar y  £  b.www.FreeLibros.org
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bSe tiene /'(x) -  signo r + —   —  signo q.
y / F  +  la  + c p  y f F  + (a  -  c )1

Entonces el minimo sobre la recta y  = constante se presenta sobre la recta RP. es decir. |q| •  0. El valor 
del mínimo es

q ( y )  =  y  +  2 e — - ~ ~ y --------■

y ]b 1 +  ( a  +  c)1

Si el lado R P  es mayor que la base QR. el minimo se debe presentar cn el vértice R. Si el lado R P  es menor 
que la base, el minimo se presenta cn el vértice P

Asi el minimo está sobre el vértice opuesto al lado mayor del triángulo Si los dos lados mayores son 
iguales, entonces el minimo se obtiene cn cualquier punto del lado más corto. S i el triángulo es equilátero, 
el minimo se obtiene cn cualquier punto dentro o sobre el triángulo.

/>) Supongamos los vértices localizados cn los puntos 0. A = (a. 01. fl »  «f> eos 0. b sen U\.
Minimizamos las distancias desde un punto P  situado sobre el circulo dc radio r y centro O. La suma de 

las distancias dc P  a los vértices está dada cn función del ángulo 0. inclinación dc OP. como sigue:

= r + v «r eos ~o)5--*-|rs¿ñ“  + y/\r eos<£ ̂ fecos 0i,- + I r  sen ó sen O)3

de donde „  ,. ar sen <t> br sen <0 -  4>)
= ~ 1 PÁ  | JP B \

Si P  está dentro del triángulo, entonces, por la ley de los senos «Fig. 9-19». se obtiene

- r «sen a -  sen p)

y la condición para que e*ista un minimo sobre el circulo es que sen a  — sen ft.
Si P  da el minimo pedido, el ángulo formado por dos dc los vértices y P  queda biscctado por la recta 

que une a P  y el tercer vértice. Entonces los ángulos que determinan las rectas que pasan por los vértices y 
P  son iguales a 2»r/3.

S i cualquiera dc los ángulos cn los vértices A .  B  o C  es igual o mayor que 2n/3. entonces no existe un 
minimo interior. Por tanto, suponga que C < 2n/3. E l punto minimo P  no puede ser interior al triángulo. 
Además, no puede estar cn el lado dc A B  opuesto a C. porque un valor menor estaría dado por su imagen 
en A C  Si d = I PC\ > 0. la recta PC  debe ser exterior al ángulo formado por A B  cn P. La única posibilidad 
que queda es que J  -  0 o el punto minimo es C.

P r o b l e m a  9 -6 4  ^  desca conslrujr  un recipiente que sea un cilindro rcc«o circular
para que contenga un galón de aceite. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del recipiente para que 
se gaste un m ínim o de m aterial?

S o lu c ió n . E l volumen y el área lateral del cilindro son. respectivamente. V nr’/i y A = 2r.r' + 2nrh. 
Como el volumen es constante. dV /di = 0. Derivando con respecto a t  s e  obtiene

4 M ‘
- £ - 2. ( f r  + r- &  + * ) - W 2 r - M

(I)
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Si dA/dr = 0 o  2r = h-y remplazando ole valor en I -  r:h se obtiene I  = nr-'/i = 2nr* => r
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n = ji
nimo,

f r

= 2 ^  . Como = 2x I ’  -  J  = 2r^2 + ~  J > 0. entonces para r -  *“ > un m''

P ro b le m a  9-65 y n a|amjjrc <jc longitud L  se corta en dos partes, una se dobla para 
que forme un circulo y la otra para que forme un cuadrado. ¿Cóm o se debe corlar el alambre 
para que la suma de las áreas encerradas por las dos partes sea máxima?

So lución . La suma de las áreas combinadas es: (I) A -  nr2 + x1 y (2) L  2nr + 4x.
Derivando con respecto a r se obtiene:

-  2 .,r  ,  2 ,  j i  0 í t o , l  

dL ,  , . dx n dx n dL ,
~ s r  "  2* *  A ~dí = °  *  ~dF = “  l'~ d r  = °- L  = cons,anlc

Remplazando el valor de dx/dr en dA/dr se obtiene dA/dr = rt(2r -  x). Además.

i)>0
entonces la curva que representa a A es cóncava hacia arriba. dA/dr = 0 o  2r = x, entonces L  = 2nr + 8r — 

= (2x + 8)r. Entonces dA/dr = 0 cuando * -  *  X + T ‘ ^ omo J¿^  > 0, r -  ^  un
minimo para A. Pero el problema pide un máximo para A.

Como r está limitada al intervalo O ^ r S  examinemos los valores de r en los extremos dd inter-
L> ¡ }

valo. Cuando r  -  0: x = L/4, A = ; cuando r  = t jln , x = 0. A -

En el mínimo r = - -  T ^ j- . A  -

E l grafo muestra que el máximo de A  está en r «  . lo cual quiere decir que el alambre no se debe
cortar, sino que todo debe ser doblado en un circulo de área total máxima. Si se adopta desde el punto de 
vista de que el alambre debe ser cortado, no existe respuesta.

P r o b le m a  9-66

del origen?
.Cuál de las tangentes a  la elipse x 2 + xy + y 2 =  3 está más alejada

So lu c ió n . La ecuación de la tangente a la elipse en el punto está dada por (2x0 + y0|x + (x0 + 2y0)y - 
- 6 -  0. Para hallar la distancia a esta recta desde el origen, normalizamos la ecuación, es decir, se divide 
por la suma de los cuadrados de los coeficientes de x y y. La distancia pedida es6[(2x0 + y0): + <*o + 2>'0>23,/J. 
Como d  punto (x0, y0) está sobre la elipse, ésta se reduce a

6(15 + 3x0y0)- l,í (I)

¿Cómo se debe elegir a (x0, y„) sobre la elipse para que (I) sea un máximo?
Como el numerador de (I) es una constante, el problema de maximizar el cociente es equivalente a mini

mizar d  denominador. (15 + Jx0y0)l/2 tiene su valor mínimo cuando 15 4 3x0y0 tenga su valor minimo. 
y esto sucede cuando x0y0 es muy pequeño. E l producto x0y0 puede ser negativo; pero es acotado inferior- 
mente. puesto que 15 4 3x0y0 es positivo cuando <Xo,y0) está sobre la elipse El problema se ha reducido 
ahora a; dado (x. y) que verifique la ecuación de la elipse halle el valor minimo que toma

P  -  xywww.FreeLibros.org



Derivando la ecuación de la elipse y (2) con respecto a x se obtiene

2x + xD.y + y  + lyD .y  -  0 y D .P  = xD.y + y. de donde D .P  = *-■-

Igualando a cero esta última expresión vemos que los valores extremos de P  se presentan en la intersección 
de las rectas y - x  y y = -x  con la elipse Estos puntos son (1,1) y (-1, - I )  para la primera recta y 
(>/3. — v  3). (~v/3. v  3) para la segunda. Los valores correspondientes de P  son P  = I y P  -  - 3. El primero 
corresponde a un máximo y  cl segundo a un minimo. Concluimos que las tangentes por los puntos 
L/3. ~v/3) y  ( —v/3. n/3) son las más aleladas del origen y que están a una distancia igual a 6.
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Dos rectas paralelas se cortan por una recta A B. Desde cl punto C 
se traza una recta que corta a A B. ¿Cóm o se debe elegir esta recta para que la suma de las áreas 
de los triángulos A C P  y Q PB  sea un m ínim o? (Vea Fig. 9-20.)

So lu c ió n . Suponga que las longitudes de AC  y AB  son a y b, respectivamente. Sean x y y  las longitudes 
de AP y QB. Como los dos triángulos son semejantes tenemos que

a : x -  >•: (b  -  x ) o  y  -

Si a es cl ángulo en A, la suma de las áreas es

y  nx sen a + y  (h -  x) y sen ■

Al remplazar cl valor de y se obtiene la función ftx) •  x + — — . la cual se quiere minimizar.

el cual da el área minima.

Figura 9-20

P r o b l e m a  9 -6 8
Sea A B C  un triángulo isósceles con A B  = BC . Sea P  un punto 

sobre la altura dibujada desde B. ¿Para  que posición de P  es m inima la suma de la distancia de P  
a  los vórtices? (Vea Fig. 9-21.)

So lu c ió n . Tenemos que A C  = 2a. OB ■ b; sea P  = (0. >) con 0 < y < b. La función que se va a mini- 
mtzar es F(y) = b -  >• 4- 2<yJ + a*)1'1. Su derivada es F[y )m  -  1 + 2yiy!  + a2) '11. La derivada cambia

de signo, de más a menos, cuando y pasa por cl valor y  = Hay dos posibilidades: a) a £  J ib .  En

este caso el valor critico pertenece al intervalo [0. b ]y  y  = da un minimo para la suma de las distan
cias. P  está caracterizado por las segmentos PA. P B  y PC. que forman ángulos iguales entre si. puesto que dwww.FreeLibros.org
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ángulo APO es dc 60 cuando y = ^  a. b) a > Jlb . Ahora el valor critico está fuera del intervalo
[11, b] ;  por tanto. F'(y) < 0 para 0 £ y £  b. Entonces F(>) disminuye a F[b) cuando y aumenta hasta 6, y la 
suma dc las distancias es mínima cuando P  = fl; d mínimo es 2(aJ + b2)112.

Se puede objetar que P  puede estar sobre la altura que pasa por B . por tanto, es legitimo considerar 
valores dc y mayores que b. Si esto sucede, la distancia dc P  a B  es y - b y no h - y. Entonces la expresión 
para F(y) cambia y se tiene que

m  = >-!> + 2iy2 + a2)1'2. b<  y y F (y ) -  I + 2>iy2 + a2) " ' 2

que siempre es positivo. Si definimos /•(>•) para y £  0. F(y) -  b -  y + 2<>•' + a2) " 2 para 0 S  /  S  b 
y para b < y, y si a > yfib, entonces F'(y) < 0 en el primer intervalo, y  > 0 en el segundo. Asi y = b da un 
mínimo lo cual confirma el resultado anterior. F (y ) cambia dc signo cuando >• pasa por y - b. pero F(b) 
no cxislc y

lim F(b  -  h) *  lim F(b  + h)
»-o »-o

Este problema muestra que la función cuyos valores extremos se tratan de hallar no es derivable en todos 
los puntos; por tanto, los valores extremos se pueden presentar en puntos donde la derivada no existe En este 
caso no es suficiente analizar los ceros dc la derivad;!, también se deben estudiar los puntos dc discontinuidad.

Demuestre las siguientes desigualdades: a) t*  > x > 0;

hj e1 >  I + Ig ( I + x),x  > 0; c) e1 >  I  + (1 + x) Ig (I  + x), x > 0.

So lución . «) La derivada deflx) -  ( I + xie" es positiva para x ¿  0; entonces ./Jx) > /!0) -  I. 
ó) Derive y use a).
c) Derive y use b).

P ro b le m a  9-69

P ro b le m a  9-70
S i /(x ) es derivable (no necesariamente continua) en cada punto x dc

“  S  x S  li, y si / '(x ) toma los valores m y  M , también toma todo valor u entre m y M.

So lución . Sean x  (I puntos dc [a. b) con/lx,) = n f {x ,)  -  Af. Considere la función continua

para un h > 0 fijo. Si m < u < Af. entonces es posible elegir un 6 > 0 tal que

con \h,\y |/ia| menores que ó. Sea h = |/i,| -  |hj| < ó. Como

A* + hd-Jbú _ j * iXi) para *• > 0
h, ¡ ó  IXi -  h<) para h, < 0

entonces existen puntos x /f en [a. 6J. tales que

ó  (a) < u < <t> (fi)

Como ó es continua, se sabe, por el teorema del valor medio, que para un punto (  entre a y ¡i, <t> (<) -  u. 
Según d  teorema del valor medio, para un valor rj entre {  y {  + h se tiene que /'(»j) = # { )  -  u.
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E J E R C IC IO S  P R O P U E S T O S

T e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d io

1. Definida una función /como sigue:

Ax) -  3- ^ ~ - si X s  l./lx) -  i-  Si X ¿  I

a) Bosqueje el grafo de/para x sobre el intervalo 0 £ x <; 2.
b) Muestre que /satisface las condiciones del teorema del valor medio sobre d  intervalo [0.2]

y determine todos los valores medios estipulados por d  teorema.
Resp.: b) c -  1/2. c -  ^

2. Muestre que la fórmula del valor medio puede expresarse en la forma

Ax + h) = /|x) + hf\x + Oh) donde 0 < 0 < I

Determine 0 en términos de x y h cuando: o) Ax) = x1; b) /(x) ■= xJ. Conserve x fijo, x *  0, y
encuentre el limite dc 0 en cada caso cuando h — 0.

Resp.: a) 0 -  1/2. 0 -  1/2 
x +

x + yjx* + xh V  T /jV

3. Determine el número dc raiccs de la ecuación Ax) *  4x* — 5x4 + 2 - 0 .
Solución. La derivada dc /. / '(x ) *  20x’(x — IX es cero solo cuando x = 0 o x = I. Consecuente
mente, la ecuación/fx) = 0  puede tener a lo sumo una raiz real en cada uno dc los intervalos ] — <*. 0[. 
JO. I [  y J l ,  + co(. (Suponga lo contrario, o sea. que hay dos raices en d  intervalo JO. I[. Por el teorema 
dc Rolle, /  debería ser cero en algún punto en el intervalo, lo cual es imposible.) Observemos que

A0) = 2 > 0 y / (I) = I > 0

Sabemos también que para una cantidad entera positiva suficientemente grande n.A  - " )  <  0 y/|n) >  0. 
Por tanto, por el teorema del valor intermedio, hay una raiz en d  intervalo ]  —oo.0[. Además, no puede 
haber raiccs en el intervalo ]0.1[. (E l valor minimo dc/sobrc d intervalo [0 .1] es uno. Dc otra manera, 
/  tendria un minimo local en algún punto en el intervalo JO. I [  y / ' sería cero en esc punto.) Uno puede 
deducir dc modo análogo que no hay raiccs en d  intervalo ] I. + » [ .

Dc lo cual podemos concluir que la ecuación /(x) =■ 4x’ — 5x* + 2 ^ 0  tiene exactamente una 
raiz real y  que esta raiz es negativa.

4. Muestre por la construcción dc contracjemplos que las hipótesis del teorema del valor inedio no pueden 
ser significativamente simplificadas, es decir, debilitadas.
Resp.: La dcrivabilidad sobre d  intervalo ]u. />[ es esencial, como se evidencia por la función |x| o 
x,n  sobre el intervalo f  — I. + 1J. La continuidad en los puntos finales del intervalo [a. ¿>J es esencial, 
como se evidencia por La función x — [x ] sobre el intervalo [2.3].

’5. Suponga que P e s el polinomio.
P(x) -  «ox- + a,x“ ” 1 + ... + a .

= ao y P(-oo) -  Ooí-IT
Suponga también que las ecuaciones P(x) = 0 y P'(x) = 0 no tienen raíces reales comunes y 

que X| < Xj < ... < xm son las raices reales dc la ecuación /*"(x) -  0. Pruebe que d número dc raices 
reales dc la ecuación P«x) = 0 es exactamente igual al número dc cambios dc signo en la sucesión

P(-coX ttx ,). P|x,) P Ix J. P( + co)

Aplique este resultado al Ejercicio 3. Pruebe también que la ecuación
x2 xJ  . . , x* „

i  - x  + ^ - -  -3 - + . . .  + ( - i r n

tiene una raiz real si n es impar y ninguna rab. real si n es par.www.FreeLibros.org
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6. Decimos que x0 es un cero de/ <* _/(x0) -  0. Asi. los ceros de x2 -  I son +• I y -  I. Suponga que f  y g 
son funciones R — R  con la propiedad

/Ute’(x) - J\xW x) + 0

para iodo x 6 R . Pruebe que los ceros d c fyg  separan una de la otra en el siguiente sentido: entre dos 
ceros consecutivos cualesquiera dc una función encontramos exactamente un cero dc la otra funcióa 
(Suponga que esto es falso, y aplique el teorema dc Rolle a f/g o g/f como convenga.) Este resultado es 
importante en el estudio dc ciertas ecuaciones diferenciales. Observe que se aplica si /fx) = sen x y 
aix) = eos x.

7. Use el teorema del valor medio para deducir las siguientes desigualdades:

a) |scn x ~ sen y| S  |x -  y|.
b) n y""'(x  -  y) á  x" -  f  <, nx*~'(x -  y) si 0 < y  s  x. n -  1.2.3....

8. Use el teorema del valor medio para mostrar que

I eos ax — eos bx I .. . . . n  ------- £  \b -  <i| si x *  0

9. Use el teorema dc Rolle para mostrar los intervalos en los cuales la derivada dc/tx)(x -  r , ) ... (x — r j  
tiene ceros, con r, < r2 < ... < r ,
Resp.: f  tiene ceros en r„ r,. i  = I  n — I  puesto que /  tiene ceros en r,...... r ,

10. ¿Por qué se puede aplicar el teorema dc Rolle a todas las restricciones de |x2 + x + 11 "*  y no se puede
aplicar a algunas restricciones de |sen x|?

11. Muestre queJ\x) = x’ + x1 + x* + x + I tiene un cero real; ¿cómo se puede generalizar este resultado 
a polinomios sin potencias pares?

Resp. : Muestre que f  nunca es cero, pero/ cambia dc signo.

12. Muestre que los grafos dc las siguientes funciones tienen pendientes iguales en todo punto y halle su 
diferencia constante:

a) ( X 2  -  l)(x2 +  1). x* +  3. Resp.: ± 4

b) (sen x +- eos x)2. 2 sen2 (x + x/4). Resp.: 0

0
1 X2

x1̂  1 • x1"-  V Resp.: ± *

d) eos 2x. 2 eos2 X. Resp.: ± 1

13. Aplique el teorema del extremo del tenedor para obtener el extremo global dc las siguientes funciones:
a) x2 — 3x + 2 sobre R . Resp.: min -  1/4. no max

fc) + 2«Xa sobre ]0. + x [ .  Resp.: min 3^^it. no max

c) x(l -  2«x2) sobre (0, +oo[. Resp.: max — no min
3 N/6awww.FreeLibros.org
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14. Muestre que para cualquier par dc números reales a y b la función/Jx) -  (x -  a>(x - b) tiene un mínimo 

global en y  «  -

15. Empleando el concepto de extremo, muestre que /lx) = x 2 + ax + b no tiene ceros reales si
a2 -  4¿>c < 0. ¿Cómo se aplica este resultado a g{x) = ax2 + bx + c?

16. Para las siguientes funciones halle el valor c del T.V.M. para segundas derivadas si x„ y x son dados.

a) 3x2 -  I ,  x0 = I.  x = 12. Resp: 16/15

b) x4 . x0 = 0, x = 3. Resp.: f i f í

c) l/x , x0 ■ 1. x -  2. Resp.: f ó

17. Verifique que:

a) |scn x  — x| á  y  x2 sobre R .

Resp.: sen x = sen 0 + eos 0(x - 0) -  sen r{x -  O)2 = x -  y  sen ex2; por tanto. Iscn x -  x| *á

£  y  SCn C |X12 £  y  |x|2.

b) Icosx -  l| £  y-x2 sobre R.

c) | m * .  .  , | *  . &  ,x| s o b r c  * j  _  joj.

<0 l»g X -  X \  5  y  x 2 so b re  [0. S./6J.

18. Muestre que fx -  o)(6 -  x) £  -—y - — empleando la teoría dc extremos.

19. Aproxime y limite el error de:

a l v'452. Resp. : 2.00500000 ± 0.00000625

b) jfg fil. Resp.: 2.0008333 ± 0.0000005

c) sen I.244.
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CAPITULO

Teorem a del va lo r medio 
para segundas derivadas
E l siguiente teorema es una generalización del T .V .M . para primeras derivadas y su generali
zación conduce al teorema de Taylor. Sirve para estimar hasta qué punto la tangente puede 
remplazar cl grafo alrededor de un punto para obtener los valores funcionales.

Teorema del valor medio para segundas derivadas. Sea / : [a , b] -* R ,/  dos veces derivable 
sobre ]a . b [ ; / y/'continuas sobre [o, ¿>] y x0 e [o. 6]. Entonces para todo x e [a , b]  existe un c

tal que/lx) -  [/íx0) + / (x 0)(x  -  * „ ) ]  = (*  “  *<>)* y *o $  c $  x.

Demostración. Sea x un punto fijo en [a , />] y K  el único número real que satisface la igualdad

/ (* ) -  [ f e )  + / '(*o )(x  -  x0)] = K (x  -  x0)2 (10-1)

Siguiendo la técnica de demostración del teorema del valor medio para primeras derivadas, 
se busca una función que tenga raíces en x y X j. Tal función se define haciendo x0 = t en (10-1)

d U )  =  /( x )  -  [ M  +  / ' ( 0 (x  -  0 ]  -  K ( x  -  t ) 2  ( 10- 2)

sugerida por (10-1). Como d(x0) = 0 y d(x) = 0, de (10-1) se sigue que d(x0) =  0, por la manera 
como se eligió k ’, como d(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle, existe un c tal que

</'(c) = 0 y  x „ £  c $  x (10-3)
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H a c ie n d o  d ' ( c )  *  0  se tiene

- / k )  -  f  '\c)(x -  c )  + /Te) + 2 K (x  — c) = 0  (10 -4 )

R e so lv ie n d o  p a r  K

K  =  (10 -5 )

D e  ( 1 0 -1 )  y  (10 -5 )  se tiene

m  -  y i x 0 )  +  f \ x0) (x -  x 0)] =  f  f - ( X  -  x 0)2 y  x 0 $  c  $  x  (10 -6)

T e o r e m a  d e  a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l .  Sea / :  [a . fe]  -•  R . /  y  / '  c o n tin u a s  so b re  [a . 6 ] , /  d o s  veces

d e riv a b le  sobre ]o , fe[. /(x )  =  / ( a )  +  — ( x  -  a) ( in te rp o la n te ); £ (x )  =  f i x 0) +  f \ x „ )  

(x -  x 0). x 0 e  [a , b ]  (extrapolante).

E n to n c e s : tí) E x iste  c  e ]a ,fe [ tal q u e  / f x ) -  /(x )  =  i / ’fc )(x  -  a ) ( x  -  b). E r r o r  que 
se com ete a l  aceptar e l interp o lan te  co m o  a p ro x im a c ió n  d e  /(x ).

b ) E x iste  c  e  ] a .  b [  ta l q u e /f x )  -  £ ( x )  =  \ f \ c ) ( x  -  x 0)2. E rro r  q u e  se com ete a l  aceptar 
e l e x trap olan te  co m o  a p ro x im a c ió n  d e  /fx ) .

c )  S i | /  (x ) | <  M  so b re  la ,  b [ ,  entonces | / lx )  -  /( x )  | £  ¿  M  | (x -  a) (x  -  b) | y  | / f x )  -  

—  £ ( x )  | ^  j  M (x  — x 0)J.

D e m o s t r a c i ó n ,  a )  Se f ija  u n  x en ]a , fe[ y  sea £  u n  n ú m e ro  real ta l que

/ f x )  -  /( x )  =  K (x  -  a ) ( x  -  ó )  (10-7)

ad e m á s se define <7(x) por

0 (0  =  / i r )  -  K D  -  K { t  -  a ) ( t  -  ó). í  €  [a . fe] (10 -8 )

Según la  d e fin ic ió n  d e  /(x )  en la  h ipótesis se sabe q u e  /? a )  -  l ( a )  =  /(fe) -  /(fe) »  0 , entonces
g ( a )  =  g ( x )  =  g [ b )  -  0. según ( 10 -7 )  y  (10 -8 ).

A p lic a n d o  d o s veces e l teorem a d e  R o lle  a  g  se obtiene

g V , )  =  0  =  (/'(c ,) y  t í < c , < x < c 2 < f e  (10 -9 )

P o r  (10 -9 ) podem os a p lic a r  de nuevo e l teorem a de R o lle , esta vez a  la  d e riv a d a  g  restrin g id a al
in te rva lo  [ c , ,  c ¡ ]  y  se obtiene

É/"(c3) *  0  y  c x  <  C j  <  c 2  (10 -10 )

C a lc u la n d o  g "  según (10 -8 ) y  e m p lea n d o  el hecho de que / "  =  0. se tiene que

/ " ( C j ) -  2 /C  =  0  y  c ,  <  c ,  <  c 2 ( 10 - 1 1 )

En to n ce s K  «

Según (10 -7), la  d e m o stra ció n  de a )  q u ed a co m p leta  s i se hace que c 3 desem peñe el papel
d e  c. L a  c o n c lu s ió n  c) se deduce a p lic a n d o  la  fu n ció n  v a lo r  a b so lu to  a  a)  y  fe) y  rem p lazan d o
\ f\c ) | po r M .www.FreeLibros.org



248 TEOREMA D E l V A IO R  M ED IO PARA SEGUNDAS DERIVADAS

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

P r o b l e m a  10-1 ^  f { x )  __ x s .  ha||e c  d e , T  V .M . para segundas derivadas si x0 -  0

y  x = 2.

So lu c ió n . Como / ' = 3x2 y / "  = 6x. se tiene que 2J «  0* + 3<0)2(2 - 0) + 3^2 - 0 )'; por tanto. 8 -  12c

y c

P r o b l e m a  10-2 Use el T .V .M . para segundas derivadas pitra mostrar que sen x/x -» I. 
También halle 6 >  0  tal que para un t  > 0 dado. |sen x / x  — 11 < c para 0 < |x| < Ó.

S o l u c i ó n .  Sea x0 = 0. Entonces, sen x = sen 0 + (cosO(x-O) (sen cX* -  O)2, es decir.

sen x - •• x — j  (sen c)x2. Dividiendo por x *  0. se obtiene

i £ ! L Í . _  | =  _ ^ . (5ene)x» y o S | i ^ - | | S ^ | ^ c | | x | s 4 - W  < »

Como |x| — 0 si x-*0, sabemos por el teorema del sandwich que sen x/x -  1 — 0 si x — 0, entonces 
sen x/x — I si x -  0. Para el c > 0 dado es evidente según (I) que |x| < 2* »  -  I < ^ Asi ó = 2c
sirve.

P r o b l e m a  10-3 Use el T .V .M . para segundas derivadas para mostrar que |tg x  — x| <

< c para |x| < yJ2  c y  |x | < jr/4.

S o l u c i ó n .  Haciendo x0 = 0 en el T.V.M. para segundas derivadas se tiene

tg x -  tg 0 + (scc2 0) x + (scc2 c • tg r>x2
entonces

tg x -  x - (scc2 c • tg c)x2 y 0  §  c $  x 

Com o|x|<-* |c| < J . l t g c l  < 1 y scc2 c < 2 asi|tg x  - x| -  scc2c|tg c |x 2 s  2x2.

Por tanto. 2x2 < í  -> |lg x — x| < e. Pero 2x2 < e |x¡ < *> |x| < yj2c.

Dc la misma manera. |x| < \ y ¡2 t  => |tg x -  x| < c. Por ejemplo. |x| < 0,01 -* | tg x -  x| < 0.02

P r o b l e m a  10-4 Muestre que en la clase dc las funciones que tienen segunda derivada. 
f "  = 0 /  es una función lineal.

S o l u c i ó n .  Según el T.V.M. para segundas derivadas, se tiene /Ix) = / l x 0)  +/1x0)(x - x 0)+  \ f\c)(x  -  x0)2

para cualquier x e  R, con x0 $ c $ x. Como f  = 0. entonces /"(c) = 0; por tanto, /(x) -  /(x0| + /'(xot 
(x -  x0>, es decir, es una función lineal

P r o b l e m a  10-5 Aproxim e N/4.0I.

S o l u c i ó n .  Escribiendo el T.V.M. para segundas derivadas en la forma /(xQ + h) = /(x0) + f (x 0\h + R. 
entonces si x„ = 4 y h -  0.0!. se busca /(x0 + h) con flx ) -  x1'2.www.FreeLibros.org



Com o/U) = | * ' u l y f\x ) “  ~ ~2 X' SI2< remplazando estos valores, se licnc 

/4.0Í = V4 + + * . * - -  ^ ¡2 ¡r  y 4 < e < 4.01

Asi v/470! -  2.0025 ± 0.000002. porque |ft| £  < 0.000002".
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P r o b l e m a  10-6 Muestre que si |/"(x)| £  M  sobre ]a . b[. entonces |/(x) -  /(x)| £  
5  1/8 M (b -  a)3.

( x  4 -  y)*So lu c ió n . Usaremos d resultado xy £  ^ . demostrado anteriormente, que es equivalente a
y f x y  £  y  ( x  +  y ) .

Si a < x < b, entonces x -  a  > 0. b -  x > 0 y (x -  a) + (b -  x) -  h - a\ por tanto, j/lx) -  /(x)| -  
= I jf\ c )(x  -  aUx -  b) | s  1  M(x - a)(b - x) £  -J M  -  1/8(6 -  a)1.

P r o b l e m a  10-7 Use el teorema dc aproximación lineal para calcular sen 1,243 por
interpolación y extrapolación.

So lu c ió n . Interpolación. Según b)del teorema de aproximación lineal y d problema anterior, sen 1,243 = 
sen 1.24 + -scn j . * Z  ¡y4— 4 (1.243 1.24) ± R  con |R| £ (U S  - 1.24)’ = 0.0000125 = 0.94578 +

+ (0,320)(0,003) ± 0,0000125 = 0,94684 ± O.OOOOI25.
Extrapolación. Según a) y c) dd teorema dc aproximación lineal, sen 1,243 = sen 1,24 + eos 1.24(1,243 -
- 1.24) + R con |R| £ y  (1.243) -  1,24)» = 0.0000045 = 0.94578 + (0.32480X0.003 ± 0.0000045 =
- 0.94685 ± 0.0000045.

P ro b le m a  10-8 Demuestre si /(x ). junto con sus (n — I)  primeras derivadas, son 
continuas sobre el intervalo a  £  x £  b y si existe en todas partes del intervalo, excepto 
posiblemente en los extremos, entonces existe un valor de x, digamos x = x *  entre a  y b tal que

m - m  ♦  £ $ - *  +  ->■ + ... +  -  flr -  +  a r

D e m o s t r a c i ó n .  S i  n  =  I ,  s e  t i e n e  e l  t e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o .  S e a  k  d e f i n i d a  p o r

m  „ Jfa ) + f f l (fe _  a) + . ' H ( b .  a r-1 + k{b - a r  (i)

y considere

F ( x )  =  / ( x )  -  A b )  *  ( b  -  x )  +  . . .  +  Ib -  x r -  +  k l h  -  x r

C o m o  F ( d )  =  0  p o r  ( 1 )  y  F(b) =  0 .  s e g ú n  e l  t e o r e m a  d c  R o l l e  e x i s t e  u n  x  =  x ,> .  c o n  a  <  x 0  <  b  t a l  q u e  

F ( X 0 >  =  f \ x o )  +  > n * o )  • I b  -  x 0 )  -  / ( x 0 ) }  +  . . .  +  j  ( b  -  x 0 r '  -  ,5 ^ g f  -  * « T  3  { -

-  b ib  -  x „ r - '  =  -  *<>r '  -  M b  -  x . r '  -  o

E n t o n c e s  k  ^  y  ( 1 )  s e  c o n v i e r t e  e n

—  ^ a) + / W (A_ a) + _ +  ( b _ a r i + f" !* o L (b -www.FreeLibros.org
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C O N C A V I D A D

Definición. Sea /  una función R  -• R . dcrivable en x0 decimos que / es:
a) Cóncava hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) cn (x0, /(*<,)) E | (* ) > 0  (rcs*

pcctivam cntc. < 0) para todo x e  Str  — { x G} cn un entorno dc x0, para el cual £ ,(x ) -■* /(x )
-  £ (x ) y  E (x ) = /<x0) + / '(x0)(x  -  x0).

En  otras palabras, el grafo de /  está localmente por encim a (respectivamente, por debajo) 
dc la  tangente que pasa por (x „, /(x0)).

h) Tiene un punto de inflexión en [x», f lx 0) ]  •©> que la restricción d e / a  ® f r  [x „ , + x>[ 
es cóncava hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) y  la restricción dc /  a 9 ¡ r  ]  — 00, x0] 
es cóncava hacia abajo (respectivamente, hacia arriba) cn ( X q ,  / ( x 0 )).

Teorema de concavidad. Sea / : Ja . />[ — R ./  dcrivable sobre Ja . h[. y  /d crivab le  dos veces en 
x0 e Ja , b [.  Entonces:

o) /"(*<>► > 0 (respectivamente, < 0) el grafo de /  es cóncavo hacia arriba (respec
tivamente, hacia abajo) en (x0, / (x 0)).

h) f  es dos veces dcrivable sobre Ja , b [ y f ’\x l ) f " (x ¡ ) < 0 en a  < x , < x 0 < x2 < b => 
=> (X0. /(*<»)) es un punto dc inflexión dc f .

Demostración. Para demostrar a ) suponga que / "(x 0) > 0. Entonces, por el teorema del in
cremento local aplicado a  / '. existe un entorno dc x0 cn el cual / '(x ) — f ( x  0) > 0 para x > x0 
y / ( * )  ~  / '(* o) < 0 Para x  < x0.

Concretándonos a l entorno dc x©, si E ,(x ) =  / (x ) -  / (x 0) -  / '(x 0)(x  -  x0) £ í(x ) =
= f ( x )  -  f i x  o).

Com o £ ',(x ) > 0. para x > x0 y  £ ',(x ) < 0. para x < x „. por el teorema dc monotonía, 
x  > x0 => £ ,(x ) > £ |(x 0), y  x < x0 => £ ,(x ) > £ ,(x 0).

Com o £ ,(x 0) = <)=*• £ ,(x ) > 0 para x > x0 y  x < x©. es decir, que el grafo dc/es cóncavo 
hacia arriba en ( x © ,  / ( x 0 ) ) .  E l caso f ( x 0)  <  0  e s  análogo.

Para b )  £ ,(x ) =  J / ‘(c )(x  -  x©)2 con x0 $  c  $  x.
Com o c  está cn el mismo lado dc x0 que x. y £ ,(x ) tiene el signo d c/T c). entonces £ ,(x ) 

cambia de signo cn x0 lo  mismo que/”  según la  hipótesis.

Teorema del extremo local cóncavo. H ipótesis: Las mismas del teorema dc concavidad. En 
tonces /'( .< y) — 0 y  / " ( x 0) <  0  (respectivamente. >  0 ) •-> f (x 0)c s  un máximo local (respectiva
mente. m inimo).

Demostración. D c £ ,(x ) = J[x )  -  f{x 0) -  / (x© )(x  -  x0). Entonccs/(x© ) ** 0 £ ,(x ) = /(x) -
f[x 0)  => fe s  localmente m ínima cn x0 si £ ,(x ) > 0 cn un entorno dc x0. S i f'\ x a) > 0 se sabe, 

por el teorema de concavidad, que £ |(x ) > 0 cn un entorno dc x0 ; entonces f(x Q) es un minimo 
local. En  forma análoga se demuestra que /"(x©) < 0.www.FreeLibros.org



Definición de concavidad sobre un intervalo. D ada/: ]a , ¿>[ -• R ./e s  dos veces derivable sobre 
]«,/>[, se dice que el grafo d e /e s  cóncavo hacia arriba (respectivamente, hacia abajo) sobre 
]o. b [ o f  > 0  (respectivamente. < 0 ) sobre ]a , b[.

Teorema de la cuerda tangente. Sea / : [ti, ¿>] -» R ,/d o s  veces derivable sobre ]a . b [ , f  y / 'co n 
tinuas sobre [a,/»]. E 2(x ) = f x )  -  l(x ); £ ,(x ) = f x )  -  £(x). Entonces f  > 0 (respectiva-
meme. < 0) sobre Jo . b [ =  I  ?> *  °  ("specivam entc. 2  0  ,

J  1 | £ , S  0  (respectivamente, 5  0) (  J

Demostración. L a  demostración es sencilla teniendo en cuenta las dos fórmulas del valor 
medio, deducidas del T .V .M . para segundas derivadas y del teorema de aproximación lineal.

£ .(* ) = á / » ( x  -  x0)2 y  x $  c  $  x0 (10-12)

£ *(*) -  2 f\ c ){x  -  a )(x  - b ) y  a < c < b  (10-13)

De (10-12) es evidente q u e / " > 0 (respectivamente, < 0) sobre Ja. b [ => £ ,(x ) > 0 (respectiva
mente, < 0) sobre [a . ¿>],

Como (x  -  a) (x -  b) S  0. sobre [a , 6 ], vemos que f "  > 0 (respectivamente, < 0) sobre 
]a , />[ = » £ , 5  0  (respectivamente, 2  0) sobre [a , ¿>].

Teorema del extremo global cóncavo. Sea /  una función R  -» R , un intervalo, /  dos veces 
derivable sobre cl interior de & f  continua sobre 9 )¡. Entonces / '(x 0) «- 0 y f "  < 0 (respectiva
mente. > 0) sobre el interior de 9 ), f x 0) = max /(respectivam ente, min f).

Demostración. La clave de la demostración la da la fórmula del T .V .M . para segundas derivadas.

A x ) ~ A x  o) = / (x 0)(x  -  x0) + J/ " (c )(x  -  x0)J  y  x0 $ c  $  x (10-14)

Por (10-14) / (x 0) *  0 y /* < 0 sobre cl interior de =>/Jx) -  A x0) S  0 para todos x  e  & ,.
Asi A x0) es un máximo global de /  Análogamente se demuestra que cl caso f  >  0.
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P r o b l e m a  10-9 Estudie la concavidad de/(x ) = x2 sobre R  a  partir de la definición.

So lu c ió n . Sea x0 t  R fijo. Entonces £,(x) = x1 — - 2x0(x — x0) =>

=» £,(x) = (x - x0)fíx + x0) -  2x0J = (x -  x „y  > 0. x *  x0

Asi cl grafo dcj\x) -  x2 es cóncavo hacia arriba en cada punto de R . Además,/lx) = 2 > 0. Por tanto, 
según cl teorema de concavidad, la función es cóncava en todo punto dd grafo.

P r o b l e m a  10-10 m  x \  entonces / ”(x ) =  6x. Com o 6x > 0 «> x  >  0 y
6.x < 0 «> x < 0. el grafo de la función cúbica es cóncavo hacia arriba en los puntos de 
]0. + * [  y  cóncavo hacia abajo en ]  — 0 [ ; según b) del teorema de concavidad cl punto (0. 0)
es un punto de inflexión.

Halle los puntos de inflexión del grafo de la función / (x ) = x4 —P r o b l e m a  10-11

-  4xJ  + x -  7.www.FreeLibros.org
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S o l u c i ó n .  Como f"(x ) -  12x2 - 24x = I2x(x -  2). se tiene que /"(x ) = 0 < > x - 0 y x - 2 .
Asi los puntos (0. -7). (2. -21) son los posibles puntos dc inflexión. Como 12x(x - 2 ) < O c n O < x < 2  

y 12x(x - 2) > 0 para x < 0. esto muestra que (0. -7) es punto dc inflexión. Como I2xfx -  2) > 0 para 
x > 2 y I2x(x -  2) < 0 para 0 < x < 2. el cambio dc signo garantiza que (2, —21) es también un punto 
dc inflexión.

P ro b le m a  10-12 | q) f (x )  = x i _ _ l2x + \  sobre R ; b) / (x ) ~  sen x. ¿Cuáles 
son sus máximos y  m ínimos?

S o lu c ió n , a) /|x) = 3 x ' -  12 = 0 o  x = ± 2  Como f \ 2) -  6.2 > 0 y f\ - 2 ) -  6 (-2) < 0. d 
teorema del extremo local cóncavo dice que f{2) = —15 es un minimo local y/| -  2) = 17 es un máximo local.

b) /Xx) = eos x = 0 o  x = *  T  + *nn' n un cn,cro-

Como/”  + 2rh| = -  sen = — 1 < 0 y f "  | — -y + 2nn J = -  sen |— j  J = I > 0, los 
máximos locales se presentan en y  + 2nn y los mínimos locales en — j  + 2nn.

P r o b l e m a  10-13 H alle  los intervalos dc concavidad y  puntos dc inflexión dc / (x ) =
=  x 4 + 2xJ  -  12xJ  -  25x  -  6. 

S o lu c ió n . J\x ) -  4xJ  + 6x2 -  24x -  2S./*(x) -  12x* + I2x - 24 = I2fx2 + x -  2) = I2(x + 2)<x -  I).
Pero ¡x  :(x  + 2){x  — ! ) < 0 }  = { x : x  + 2 > 0 y x  — I < 0 o x  + 2 < 0 y x  -  I > 0} — {x :x  > 

> —2 y  x < I } vj { x : x  < - 2 y x >  I  ) «  J- 2 .1 [u  ¿  -  ]  - 2 .1[ -» { x : ( x  + 2)(x -  I) > 0) -  
-  R  -  ] - 2 J [  = ] - c c .  - 2 [ u  ]1 . +«co[.

A si/es cóncava hacia abajo en J- 2 . I[  y hacia arriba en J- co . —2[ v j ]1. + » [ .  Por tanto, los puntos 
(- 2 . -4 ) y (1. -40) son puntos dc inflexión.

n i»-0 ./~> 0  sobre JO. + * [

P r o b l e m a  10-14 Estudie los máximos y mínimos
dc f[x ) = x + l/x sobre ]0 . + co [. 

S o l u c i ó n .

/Tx) = 1 - X 1 -  I 0 *=> x = I en JO. +co[.

Como / ”<x) = 2/x*. entonces /*' > 0 sobre JO. + x [ ;  en
tonces / (l) 2 es un minimo global según el teorema del extremo
cóncavo global.

P r o b l e m a  10-15

F i g u r a  1 0 -4

x ' V*Demuestre que xy  S  ——  + - j -  si x  > 0. y  > 0. r > I y

2-  +  - L _  i. 
s r

S o l u c i ó n .  Sea /lx) = ax -  ~  -  - y  parau > 0 fija/es derivable sobre ]0. + co[y/'(x ) = a -  xT 1 =0

www.FreeLibros.org
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Como f '(x ) -  - (r Ijx '*1 < 0 sobre ]0. + » [. por el teorema del extremo cóncavo global / [a ") es un 
minimo global. Pero sfr = s -  1 implica que

J< f") -  o*"*1 — ~ —  — • ■ tP — o* (y-  + y )  = a* — o1 — 0

se ha mostrado que 0 < ux — —  — —  para todo x > 0 ; por tanto, si se remplaza por y  la demostración 
queda completa.

Observe que si se hace x - v/ á y y  = , / M a 5 : 0 y 6 s 0 ) y r . s - 2 , l a  desigualdad se convierte en 
+ b ) .

P r o b l e m a  10-16 Definición. Una función /  es cóncava hacia arriba sobre un inter
valo si para lodo a, b del intervalo el segmento que une los puntos (a. /(a)) y (h. /(fe)) está 
por encima del grafo de/  Muestre que esta definición es equivalente a la siguiente:

Definición. Una función /  es cóncava hacia arriba en un in
tervalo si para a. x y fe en cl intervalo, con a  < x  < fe se 
tiene que

m  -  f ia )  ^  /(fe) — /(a)
x — a fe — a

Demostración. ecuación de la recta que pasa por los puntos 
P y  (Jes

íKx) -  /la) + (x -  a)

y Q /

^ y \

O a
i

Figura 10-5Esta recta está por encima del grafo de /  en x si gfx) > f[x\ es decir, si

+JW > M  „  M - M  >
o — a o — a x — a

Si se cambia cl sentido de la desigualdad se tiene la definición de función cóncava hacia abajo.

P r o b l e m a  10-17 t . .  ,  . . . . . .Muestre que J  es cóncava hacia arriba (convexa) en un intervalo si, y
solamente si. para todo x y  y  del intervalo se tiene que

f [ t x  + ( I  -  f)y ] < lf[x ) + (1 -  t)/ y ), para 0 < / < 1

So lu c ió n . Los puntos del intervalo Jx,>{ son de la forma fx + (I -  í) y  -  y. 0 < l  < I. En realidad, 
si 0  < i < I. entonces

x = íx + ( I -  l)x < íx + (I -  0y < ly  + ( I -  /)>- -  y 

y reciprocamente si x  <  i  <  y ,  entonces

x = fx + (1 — i)y  para 0 < t -  < I

Según el problema anterior /  es convexa si. y solamente si.

fx + (1 -  t)y -  x y -  x

que es equivalente a

f[tx  + ( l  -  t)y ] < t/(x) + (1 -  ,)fiy )www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  10-18
Pruebe que si / y  g son convexas y  /crccicn ie. entonces y  o f e s convexa.

S o l u c i ó n .  Si a < x < b. entonces /(a) < /(x) < f(b ); por tanto.

y, por tanto.

W l ~ 9 [ jm  g U m  -  gM afl
/<*» - /(ai m  -  /(ai

íM íÍLlsIM I = -  *[ML. / <*> -  / («> .
X  -  a / (x )^ 7 (a ) X  -  a

< « m i . m  -  /(a ) _ gf / ( h)i -  tfr /(a>i
/<*>) -  /(«) b - a  b - a

P r o b l e m a  10-19
a ) Pruebe que si /  es convexa, entonces / [(x  + y)/2] < [/ (x ) + /(y)]/2  

ó) S i /  satisface esta condición, muestre que f [k x  + ( I  -  % ]  < k f(x ) + ( I -  k )f(y \  k un 
número racional, entre 0 y 1, de la forma m/2". c) Suponga que /  satisface la condición de 
la parte a) y  f  continua. Muestre que /  es convexa.

So lu c ió n , a) Es consecuencia del Problema 10-17 con i  = 1/2.

h) La afirmación es verdadera para n = I. es decir, k = 1/2 Suponga que para algún n es verdadera 
para todo x y y. Si k m/2"'1 está reducida a su mimma expresión, entonces k es impar. Entonces * , = 
= (ni -  l)/2m" y k i  -  (m + |>/2"*1 se pueden expresar en la forma u/2"; por tanto, la afirmación es verdadera 
para k, y k¡.

Observe también que k -  (*, + k,)/2.
Del resultado para k, y k¡ y la afirmación para n = I. aplicados a x1 -  lc,x + ( I -  kt)y y a y' k¡x + 

+ (I -  k,)y. se obtiene

z tfa  + ( i  -  % j  -  /  ( * + ¿ )  < - f e  „  m  < ,

+ M U  t n  -  ^  _  + .

c) Sea 0 < r < I. Para cualquier c > 0 existe un número k de la forma m/2* que está tan próximo a i  que

\f[kx + ( I -  % ]  -  f[tx  + ( I -  i)y ]| < e, |[fc/|x) + (1 -  *)/0 )] -  [f/lx) + ( I -  < e

Entonces /[fx + <I -  »)>] < / [fx  + ( I -  k)y] + c < */<x) + ( I -  k)f(y) + e < i/(x) + ( I -  f)/(y) + 2c.
Asi /[fx + ( I -  f)>] £  f/(x) + ( I -  f)/(y) E l grafo muestra que si se verifica la desigualdad estricta 

para un í. entonces se verifica para todo f. aplicando la desigualdad a x y fx + (1 -  f)y o a fx + (1 -  Dy y y.
Se tiene desigualdad estricta pata f de la forma m/3; por tanto, se tiene desigualdad estricta para todo í. 

(Vea Fig. 10-6.)

F ig u ra  10-6www.FreeLibros.org
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E JE R C IC IO S  P R O P U E S T O S

1. Para las siguientes funciones y los valores dados dc x y x halle c por el T.V.M para segundas derivadas.

«» y »  3xJ -  l.  x0 ■■ I. x 1.2. b) y  -  x4. x0 — 0. x •  3.
„  ._ ‘ Resp.: a) 16/15:6) v  322. Venfique que * v

a) |scn x -  x| S  ^ x2 sobre R . b) Icos x -  11 £  -y x2 sobre R

Indicación: a) sen x sen 0 + eos 0(x -  0» -  \ sen cfx - O)2 ■ x — ~  sen ex2.

|sen x -  x| á  -y scn c I* !1 ^  y * * *1,

3. Complete lo siguiente:
a) |sen 0.001 -  0.0011 < . b) |(scn 0.001/0.00!) -  11 < .

Resp.: a) Por el Ejercicio 2: 0.0000005. b) Por el Ejercicio 2 : 0.0005

4 .  Aproxime y acote el error dc:

" I  JW H l h) /4.Ó2.
Resp.: ü) 8.01 -  2.0008333 ± 0.00000005. b) 4.02 = 2.00500000 ± 0.00000625

5. Determine los valores dea,b ye  para que el grafo dc/Jx) - ax’  + bx2 + etengaaf- I. I) como punto 
dc inflexión de/, si la pendiente es 2. 2 7

Resp.: u «  — -y. b — — 2. c ■ -y

6. Halle los máximos y mínimos locales dc las siguientes funciones, teniendo en cuenta el teorema del 
extremo local cóncavo y el teorema del extremo estacionario.

a) 2xJ  + 9x2 -  24x + 6. Resp.: Máximo local 118 en -4 ; mínimo local -7  en I

b) Resp.: Máximo local I en 0. y no hay minimo local

C) x + _ 1 _  sobre R  -  {! } .

*/) 3x--¡" *°^ rc R — { -  I }• Resp.: No hay extremos

e) y¡x — I sobre [ I .  +oo[. Resp.: Mínimo local 0 en I ; no hay máximo local

7 . Represente las siguientes funciones, mostrando los ceros, polos, puntos dc inflexión, puntos locales 
máximos y mínimos, máximos intervalos dc monotonía y máximos intervalos dc concavidad.

a) (x2 -  3)(x -  l)2.
Resp.: Máximo local en (1,0); minimo local en ( - 1. -8) y (3/2. -3/16). Cóncava en

x, = -¿-<3 -  V/2Í) y x, = (3 + J Ü )

Cóncava hacia arriba en ] - x .x , [  y Jx ,. *•*.[; cóncava hacia abajo en ]x ,.X j[. Monótona decre
ciente en ]  -  -y,. -  I ]  y [ 1. 3/2 J ; monótona creciente sobre l  -  L  I J  y f3/2. + *  (. No hay polos. Cero 
en x = I con tangente horizontal en este punto. Ceros en + v-3.

b) x|f- - ^ Y  sobre R -  ]0.1]. e) |x — 11 + x* - 2x -  1.

c) x4 -  6x‘  -  I2x2. / ) |x2 -  5x + ||.

tf) |senx|. g) x -  sen x.www.FreeLibros.org



CAPITULO

Trazado de grafos
C o n s t r u c c i ó n  d e  c u r v a s  d e  l a  f o r m a  y  =  f ( x )

E l método a seguir es el siguiente:
1. Lim ites dc variación de la x : existencia dc la curva y simetrías. Se estudia en que in

tervalo existe la cu rva; su sim etría; si la  curva es periódica o no. es decir, si se cumple
que f[x ) = J [ x + T \ T s e  llam a el periodo.

2. Se hallan las asíntotas y ramas parabólicas. Es decir, se hallan las asíntotas paralelas 
a l eje X , las paralelas al eje y  y  las asíntotas oblicuas.

3. Puntos de intersección con los ejes y signos dc y.
4. Tabla dc trazado de la  curva.
5. Máximos y  mínimos, crecimiento. Para ello hay que calcular y ’. con sus respectivas 

raiccs, para ver los cambios dc signo.
6. Puntos de inflexión, concavidad. Se calcula y". Las raiccs dc y "  son los puntos de in

flexión. E l signo dc y" indica la concavidad.
7. Posición de la curva con relación a  las asíntotas.
8. Tangentes en los puntos notables.
9. Determinación de algunos puntos.

Nota. Si la curva f [x )  es un polinomio entero, no tiene asíntotas; hay una rama parabólica dc 
dirección OY. E l estudio dc y ' es entonces fundamental. S i la curva es de la forma y  = Ax);g{x), 
con/ y g dos polinomios enteros, se tienen los siguientes casos: si/|x) es de grado inferior al dc 
g{x), hay una asíntota paralela al eje X  y  que coincide con dicho eje. S i los dos polinomios son 
del mismo grado, hay una asíntota paralela al eje X . S i/ U ) es dc grado superior en más de una 
unidad al grado de y(xj. hay una rama parabólica. Pueden existir varias asíntotas paralelas al 
eje y  dadas por las raices reales de c/(x) = 0 .

Cuando se quiere construir una curva en la cual intervienen funciones exponenciales o 
logarítmicas, es conveniente recordar su grafo.

C u r v a s  p a r t i c u l a r e s

1. y  ■ mx + b es una recta que se construye hallando sus intersecciones con los ejes.
2. y  = ax2 + bx + c  es una parábola que se construye hallando los puntos dc intersec

ción con el eje X  y el máximo o minimo.

3. y  = ——  es una hipérbola con asíntotas paralelas a  los dos ejes.
e x  c

4. y  = 0X *  *  - ■ es una hipérbola que tiene una asíntota paralela a l eje Y  y una
dx + e

asíntota cualquiera.

256www.FreeLibros.org



5. y  = mx + n + J a P  + bx + c es una elipse si a < 0, una hipérbola si a > 0  y  una 
parábola si a  = 0 .

A  continuación se dan varias definiciones que muestran el proceso de construcción dc una
curva.

Definición. S i un punto (x, y) se desplaza continuamente por una curva y  = J[x )  de tal forma 
que nada más que una de sus coordenadas tienda a l infinito, mientras que la distancia entre 
este punto y una recta determinada tiende a  cero, esta recta recibe el nombre dc asíntota de la 
curva.

Definición de asíntota vertical. La recta x  = a  se dice asíntota vertical del grafo dc la función /  
si por lo menos una dc las siguientes proposiciones es verdadera:

a) lim  f\x) -  c e .

b ) lim /lx) «  -  x .
l-M

c) lim  f[x ) »  co.
X'+M

d) lim  f x )  = -  x .

Definición de asíntota horizontal. L a  recta y  ■ b es una asíntota horizontal del grafo dc la 
función/  si por lo menos una de las siguientes proposiciones es verdadera:

a )  lim /Ix) = b. 

b’) lim / lx ) = b.
X *  —  T

Definición. S i existen los lim ites lim  k ¡ y  lim  [/ |x )~  fc,x] = ó, la recta >• = fc,x +
*«+<•> * «- * X

es asíntota (oblicua a  la derecha) o bien si A:, -  0, horizontal derecha (paralela a l eje O X).

S i existen los límites lim  = k2 y lim  \J[x) — k2xJ  = b2, la recta y = k2x + b2 es 

asíntota (oblicua a la izquierda) o bien cuando k2 = 0. horizontal izquierda (paralela al eje O X).

TRAZAD O DE GRAfO S 257

P R O B L E M A S  R E S U E L T O S

H alle las asíntotas de la curva y  «  - -  — .
v  x  ~  1

S o l u c i ó n .  Igualando a ceio el denominador, obtenemos dos asíntotas verticales:

x - -  I y x -  I

Buscamos las asíntotas oblicuas. Cuando x — + r. tenemos

kt ■» lim = lim — - *  - -—  — I,  b¡ = lim (y — x) = lim —    = 0» - » « x  * - * *  j x i  _  | . x  •-»•> *-•«

por consiguiente, la asíntota derecha será la recta y  x. Análogamente, cuando x — — x  tenemos

k, -  lim ■« - I .  o  lim (y + x) = 0
>‘ -t  X !*-<

De esta forma la asíntota izquierda es y  -  -x. (Vea Fig. I l-l.)

P r o b l e m a  11-1

www.FreeLibros.org



258 TRAZAD O  DE GRATOS

P r o b l e m a  11-2 H alle  las asíntotas de la curva y  «= x + ln x.

S o lu c ió n . Como lim y = — x . b  recta x = 0 será asíntota vertical (inferior). Como x > 0, tenemos que

lim I. b -  lim (y -  x) •» lim ln x = m

Por consiguiente, esta curva no tiene asíntotas oblicuas.

Definición. La función es simétrica con respecto a:
o) A l eje de las x, si al remplazar y por -  y la función es la misma.
b) A l origen, si al remplazar x por - x  y y  por - y  la función es la misma,
e) A la recta y = x, si al remplazar x por y y y  por x la función es la misma.
d) A la recta y = -x. si al remplazar x por y y y  por x la función es la misma.

P r o b l e m a  11-3 H alle  cl grafo de la  función y  = x  + 3.

S o lu c ió n . La función es una biyección de R sobre R. Fjj efecto, es inycctiva porque /(x ,) -  x, + 3 y 
f(x 2) = x2 + 3 implican que f[x 2) -  /(x ,) = x , -  x ,; / (x ,) -  /(x,> si. y solamente si. x, -  x,.

Es sobrcycctiva porque para cualquier y  € R  existe x tal que flx ) = x + 3. puesto que la ecuación 
y  — x + 3 tiene por solución (única) (y — 3).

La función es creciente porque/(x,) < f(x 2) o  x, -  x2 < 0 x , < x2.
Además, lim (x + 3) -  +cc y lim (x + 3) = - x .

«-♦« S--«D
Las intersecciones con los ejes son x + 3 = 0 »> x - — 3 y y  •  3.
Estos datos permiten construir la curva cuyo grafo se da en la Figura 11-2

P r o b l e m a  11-4
Construya el grafo de la función y  =  x 2 — x -  2

S o lu c ió n . Definición. Para todo x real, flx ) existe. Inversamente, ¿es verdad que todo número real y 
es imagen por/de un número real x? Hallemos, en caso de que exista x, tal que x¡ -  x -  2 -  y. Esto equivale 
a resolver la ecuación xJ —  x -  2 -  y  -  0.  la cual tiene raices reales si

A = I + 4(2 + y» & 0. => y  í  -  i-

Esto muestra que la función/es una aplicación de R sobre cl conjunto £  = ¡ y  f  R : y ¿  -  Observe

que no es una biyección de R sobre E, porque a todo elemento de E. distinto de ,  . es la imagen de dos 
elementos de R.www.FreeLibros.org
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Variación. Para Iodo x la función es derivable y f\x) -  2x -  I ; por consiguiente,

f\x) > 0 ~  x > y

/ lx ) < 0  <> x < i-

/Tx) -  0  o  x «  y

Esto dice que la función es decreciente si x < 1/2 pasa por un minimo para x - 1/2. y creciente 
cuando x > 1/2.

En «ate caso se puede estudiar directamente el sentido dc variación de la función; en efecto.

Si x, y x, son mayores que 1/2. la relación r es positiva, y. por tanto, la función/ es creciente; si x, < 1/2 y 
x , < 1/2. la relación r es negativa, y. por tanto./es decreciente.

Estudio dc flx ) cuando x — + x  o x -* — x .
La función flx ) es mayor que un número A > 0 si x e R  -  [a. 0] con a y fi las raiccs dc la ecuación

Entonces.
si x — + x> , (x* -  x -  2) -• +x-
si x -• -  x>, (x2 — x — 2) -• + x

Tabla de variación. Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla I l-l.

T A B L A  11-1

n o  - 2x - 1

1 /2

+ co. +  <X>

Representación gráfica. Para poder dibujar d  grafo es conveniente conocer algunos puntos notables y las 
tangentes en esos puntos.

VérticeS: x -  1/2, y -  9/4; la derivada en este punto es nula; por tanto, la tangente es paralela al eje X.
Punto sobre O Y: x -  0,/(0) »  -2 ./'(O) = -  1. que es el coeficiente director dc Li tangente en A. 
Punto sobre O Y : y  = 0 x2 -  x -  2 0. <> x -  - 1. x = 2 La curva corta los ejes en los puntos

B<~ 1.0) y C(2.0). Las tangentes en esos puntos tienen por coeficientes directores:/’! -  |)cn B. — 3 y/'(2)cn C.3.

Simetría. Si se cambia en la función x por -x . vemos que la función cambia; esto dice que la función no 
es simétrica con respecto al eje >’y lo mismo sucede con respecto al eje X . Por tanto, el grafo dc la función 
es la Figura 11-3.

P ro b le m a  11-5
Construya el grafo de la  función /  de R  en R  ta l que /(x ) -  y — +

- y  + x  -  2.

So lu c ió n . Intervalo de estudio: R.
Estudio en los extremos del intervalo: Para x /■ 0. flx ) -  x 

lim J |x) = + x  y lim flx ) = [ ó  + Tv * ] ■
entonceswww.FreeLibros.org
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Variación. La función / es dcrivable para todo x y f ix )

- T  + + I. Como Vx c R. f ix )  > 0. entonces /  es

estrictamente creciente.

Tabla de variación. -(Vea la Tabla 11-2.)

T A B L A  1 1 -2

X
R

f ix ) +

fix )

F i g u r a  1 1-4

x = - 1
Representación gráfica. (Figura 11-4.1 Puntos dc inflexión.

f ix )  = x + I -  0 =•

El punto I I  dc abscisa — 1 es el punto dc inflexión y su ordenada es /I -  I» = y . Para x > - 1 la curva c> 
cóncava hacia arriba, y para x < — 1. cóncava hacia abajo.

Punto sobre el eje Y : Para x -  0. /Í0) = —2 y f i 0) -  I.
Punto sobre el eje X  : La abscisa dc esc punto es la raíz dc la ecuación x‘ + 3xJ + 6x -  12 = 0. Vea 

al final la fórmula dc solución dc una ecuación cúbica.
Simetría. Si se cambia x por -x  y y por —y. vemos que la función cambia, entonces no es simétrica con 
respecto a ninguno dc los ejes.

P r o b l e m a  11-6 Estudie la función numérica /  dada por / (x ) = xs -  12x + 2.

So lu c ió n . Definición. Para cualquier número real x existe la función: por consiguiente, el conjunto dc 
definición dc la función son los reales R.

Estudio dc fix ) cuando x  — +  /. o cuando x  —  -  X .  Pura x  A  0 .  /|x) =  x ’  I  1 -  - p  +  - ^ , - J , 

entonces lim fix ) = x .

f M x .Dc manera más precisa: si x — + x  fx ) -  + x . Como lim x 
si x  -• - x  yix ) -* - x  

Esto dice que la curva dc/admite una rama parabólica en la dirección de O Y.

Variación. La función es dcrivable para todo x y f\x) -  3xJ -  12. Entonces
si -2  < x < Z  f{x ) < 0 y/es decreciente;
ii \  = 2 o v -  2./lx) = 0. entonces /  pasa por un máximo o minimo: 
si .v < -  2 o x > Z  entonces f\x ) > 0 y /  es creciente.

Tabla de variación. Lo anterior se resume en la Tabla 11-3.

T A B L A  1 1 -3

X
-co - 2  2 +co

R

f ix )  -  -  A) 

fix ) = x’ -  I2x ♦ 2

+ 0 -  0 + 

www.FreeLibros.org
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Máximo: x = -2 , y  = /í — 2) = 18. y' -  0.
Minimo: x = 2. y = f t l)  = -14. y  -  0.
Punto sobre Oy: x = 0. y  = /JO) = 2. y' = -12.
Sea / el punto de coordenadas x = 0. y  = 2. La tangente en ese punto tiene por ecuación y  = — I2x + 2. 
Si x es positivo./Jx) > y  y  los puntos dc la curva están por debajo dc la tangente que pasa por /.
Si x es negativo./Jx) < y y los puntos de la curva están por encima dc la tangente que pasa por /.

Simetría. Si se cambia x por -x  y y por - y. la ecuación cambia; por tanto, la curva no es simétrica con
respecto a ninguno dc los dos ejes.

Puntos dc inflexión: y "  = 6x = 0 x = 0 y /JO) = 2. Por tanto, hay un punto de inflexión en (0.2). 
y”  es menor que cero para x negativo y positiva para x positivo, entonces a la izquierda dc cero la curva es 
cóncava hacia abajo y a la derecha de cero cóncava hacia arriba.

P r o b l e m a  11-7
Estudie la función num érica /  tal que / (x ) = x4 -  8x2 + 7.

S o lu c ió n . Definición Para todo x real existe la función A la inversa, ¿es todo númeto real y  imagen 
por/de un número real x?; es decir, ¿la ecuación x4 -  8x* 7 -  y admite soluciones reales? La ecuación
es equivalente al sistema

l X 1 -  8AT + 7 -  y  -  0
j X  0 (I)
f  -V = x1

E l discriminante dc la ecuación ( I )  es A 16 — (7 — y) — 9 + y. Entonces si y  < -9. la ecuación ( I )  no 
tiene raíces reales. Lo cual indica que todo número real inferior a - 9  no es imagen por f  dc un número real x.

Supongamos entonces que y £  -9. E l producto dc las raíces dc la ecuación ( I)  es igual a (7 -  y); la 
suma dc sus raíces, a 8. Entonces si y > 7, el producto es negativo y el sistema propuesto no tiene dos raíces 
opuestas; si -9 á  y  < 7,el producto es la suma dc las raíces dc ( I ), positivas, luego la ecuación tiene dos raiccs 
positivas y el número y es imagen dc cuatro números reales (dos a dos opuestos). Entonces la función/es una 
aplicación del conjunto R  dc los números reales sobre el conjunto F. dc los números reales y tales que y ~¿ -  9. 
La función/no es una biyccción dc R  sobre E  porque los elementos dc F. son imágenes por/de dos. tres o 
cuatro números reales.www.FreeLibros.org
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Para lodo x real, flx ) = /| -  xj, es decir, la función es simétrica con respecto al eje Y ; por tanto, es sufi
ciente estudiar su restricción al conjunto R  de los reales no negativos.

Estudio de flx ) cuando x -• + x . Para x # 0 ,  flx ) -  x4 £ I -  + J 4 j , entonces lim flx ) -  + co.
Como lim flxVx = x . se dice que la curva de / admite una rama parabólica en la dirección del eje Y.

J »

Variación. La función es derivable para todo x y f lx )  = 4x(xJ  -  4». Por consiguiente,

0 < x < 2 o  f [x ) < 0 o  fe s  decreciente: 
x > 2 o  flx ) > 0 fe s  creciente; 
x .  o > f lx ) 0 y / pasa por un máximo; 
x = 2 => f\x ) = 0 y /  pasa por un minimo.

Tahla de variación. Los resultados anteriores se pueden resumir en 
la Tabla 11-4.

T A B L A  11-4

/•<*>

flx )

-2

0

-co +  C C

Mínimo: x = 2 . f2 ) = - 9 . /t2| = 0.
x = - 2. Jl- 2 ) = - 9 . f \ - 2) -  0.

Máximo: x - 0  , fi0) — 7 . f\0) -  0.

Puntos sobre O X. Como y  = 0, sus abscisas son las raices de x4 - 8xJ + 7 -  0. La ecuación asociada 
X ‘ -  8X + 7 = 0 tiene por raíces I  y 7. entonces

x -  I . JI1 ) -  0 . /T I) = -  12
x = -  2 . / !—!) = 0  . f [ - 1) -  12
X -  / 7  . Jly/T) -  o . / i / 7) -  12/7
x  = -  / 7 . A — /7 ) = 0 . / !-  /7 ) -  -  12/7

Simetría. Como para todo x.flx ) f l -  x). la curva es simétrica con respecto al eje Y.
Puntos de inflexión, f lx )  -  I2xj 16. Como f lx )  -  0 implica que sus raices son x = ± 

Entonces los puntos de inflexión son

En cl intervalo JO. I [ la segunda derivada es negativa, entonces la curva es cóncava hacia abajo en este intervalo. 
En cl intervalo ] l .  v ^ [ la segunda derivada es positiva, entonces la curva es cóncava hacia arriba 

La Figura 11-6 da d  grafo de la función.

P r o b l e m a  11-8 | £s|udjc ja funcj¿„ n u m é r ic a  /  t a l  q u e  f l x )  =  2 x +- \  ( fu n c ‘° n h o - 

m o g ráfica).

S o lu c ió n . Para todo x real, excepto x = 3/2, existe la curva. Entonces la función fe s  una aplicación dd 
conjunto £  = R  ¡3/2} en cl conjunto de los números reales. E l conjunto E  se puede escribir como

E -  E , u E ¡www.FreeLibros.org
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Recíprocamente, ¿cuáles son los números reales y  que son imágenes de los elementos de E ? De

y "  ¿ “ 3 <«• * 2 y -  1) -  3y + 4 ( I,

Figura 11-7

Si y + 1/2, se obtiene x  = y  ese valor es diferente de 3/2; por tanto, 3/2 = ^
=» -3  -  8, lo cual no es posible.

Si y 1/2. ningún número real es solución de (I). Entonces todo número real x distinto de 1/2 es la imagen 
por/de un solo número real x distinto de 3/2. En otras palabras, la función/es una biyección del conjunto 
E  = R - {3/2} sobre cl conjunto F  -  R -  {1,2}.

Variación. Ij i  función /es dcrivablc sobre cl conjunto E  y/ lx ) -  • Entonces, para todo x distinto
de 3/2./lx ) < 0 y la función/ 'es decreciente en cada uno de los intervalos E , y £,.

Estudio de/(x) cuando x -• + eco cuando x -• -  ce. Para todo x<*Oy en £),/lx) -  (I + 4/x)/(2 - 3/x). 
Entonces

lim /lx) -  1/2 
*•*)

Por tanto, la recta >• -  1,2 es una asíntota a la curva de/.

Estudio dc/lx) cuando x — 3/2 Sea x = 32 + k  con h -  0.

T A B L A  11-5

Entonces

lim /132 + h) = - x  y lim /|3/2 + h) = + x  
fc-0 n>-

Tabla Je  variación. Los resultados anteriores se re
sumen en la Tabla 11-5.

En cl punto A :x =  -  4. y  = 0. y' = -  l/l I ; en cl punto B : x = 0. y  = -  4/3. y  - 11/9; en cl punto C; 
x = I. y  -  -5 . >’ = -  I I ;  en el punto D: x = 2. y -  6. y  -  -  II.

Como/fx) *  /l xX la curva no es simétrica con respecto al eje Y.

Puntos de inflexión. Como

esto quiere decir que no tiene puntos de inflexión.

Además en ]  - X . 32 { y" es negativa; por tanto, la función es cóncava hacia ahajo, y como y" > 0 en 
J3/2. + * [ .  es cóncava hacia arriba.

P r o b l e m a  11-9
Estudie la  función / ta l qu e/(x ) = --

*1* 7
S o lu c ió n . Definición Como la ecuación x* -  5x + 7 = 0  no tiene raíces reales, cl conjunto de de
finición es R.www.FreeLibros.org
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Forma canónica. La función se puede escribir como

/W  = 2 + -
3x -  9 
- 5.x + 7 ( ! )

Estudio dc /Tx) cuando x — + x  o cuando x — - X .
Dc la expresión (I) resulta que lim/(x) -  2. La recta de ecuación y  -  2 es una asíntota dc la curva y 

además para

entonces /|x) > 2 y la curva está por encima dc la asíntota:
x -  3. /(x) -  1 La curva corta la asíntota en el punto (3.2). 
x < 3, xj ix  j-  ̂  7 < 0. La curva está por debajo dc la asíntota.

Variación. Empleando la expresión (1) se obtiene/Tx) = —y¿j*_  7^  ; entonces

J\x) -  0 o  (x -  4 o x = 2). Además/12) = - I y/|4) -  3 
f\x) > 0 ~ 2 < x < 4  
f\x) < 0 » ( * < 2 o » > 4 )

Tabla de variación. Los resultados anteriores se resumen cn la Tabla 11-6.

Punto sobre la asíntota: x = 3 ,y = 2/(x( = 3.
Puntos de intersección con el eje X : J[x ) - 0 o  (x I o x «  5/2), f\\) -  -3. /T5/2) = 4. 
Puntos dc inflexión. Como

n x ) . ¡X* -  Sx + 7)¡ 3(2x -  6) + Mx2 -  6x + 8) 2<x* -  5x + 7X2x -  S) 
(x* -  5x + 7)s

entonces los puntos dc inflexión son: x « I, x -  5/2, x = 4.
Además cn ] -  x . I[. ]5/2.4[. f ’ < 0. es decir, la curva es cóncava hacia abafo y cn Jl. 5/2[. |4. + x [. 

/ ”  > 0. es decir, la curva es cóncava hacia arriba

www.FreeLibros.org
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P r o b l e m a  11-10
J E stu d ie  la  función / ( x )  =  v 4 x 2 +  2 x  +  T.

S o lu c ió n .  Conjunto de partida. Como para lodo x. 4x* + 2x + 1 > 0. d  conjunto dc partida es R

io en los entornos dc infinito. Si x -  + y.. /Jx) = x I/4 + 1  + - V . entonces lim /Jx) =
'x -  2. Por otra parle ’ x x

Estudio 
y lim /Jx)/x

♦ 1»

/Jx) -  2x = J t x 1 +2v + I  -  2x 2x + I
x 4xl + 2x + I  + 2x

2  +  —  xY •  Jim [/Jx) —2x] -

por

La recta dc ecuación y  = 2x ♦1/2 es la asíntota dc la curva.

Además /Jx) = [/ jlx  + j  )  + j  : P °' consiguiente. /Jx) > 2x + 1/2, es decir, la curva está 
encima de la asíntota.

Si x -  -og,/Jx) -  -x  J/4  + + J y .  entonces lim /Jx) -  + *  y lim /Jx)/x -  -  2  Es decir, la
recta y  = - 2x -  1/2 es otra asíntota dc la curva y la curva está por encima de la asíntota.
Variación.

/ W  = — g*-+ i—
2V4x'* + 2x + I

por consiguiente./(x) < 0  « * < - J ; / | x )  = 0 o  x - -  j ;/ (x )  > 0 «* x > -  - i

Tabla de variación. Los resultados anteriores se resumen 
en la Tabla 11-7.

T A B L A  11-7

X
- a »  - 1 / 4  + 0 0  R

/ • ( X ) -  0  +

A x )
+  _______ +  ®

2

Mínimo: /(-  1/4) = J3/2
Punto sobre el eje K:/J0) = |./'(0) -  I.
Puntos dc inflexión. Como

/•Jx) -  3<4xJ  »  I) 
(4xJ + 2x + I) 0 -  x =  ±

R
esto demuestra que no existen puntos de inflexión. Además,/' > 0 para todo x ; por tanto, la curva es cóncava 
hacia arriba.

P r o b l e m a  11-11
E stu d ie  la  función d c R  en R  tal que / ( x )  -  sen x  +  2  sen

fun-S o lu c ió n .  Periodo. Para todo x./Jx + 4rt) -  sen (x + 4n) = 2 sen ( y  + 2*) -  /Jx) Es decir, la 
ción es periódica dc periodo 4.t Es posible hallar un número real positivo P  más pequeño, tal que Vx: flx  + P)
-/Jx).www.FreeLibros.org
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En  efecto.

/ (x  +  P )  -  sen (x  4  P ) =  2 sen ( t  + Í ) f  COS"¿

* P+ 2 eos i* sen -x-

D c  donde

sen +  2 sen -*- =■ sen x  eos P  +  eos x  sen P  4  2 sen - j  eo s + 2 eos y  sen ~  =>

0 -  sen x  (eos P  -  I )  4  eos x  sen P  4  2 sen y  (eos P  — 1) +  2 eos y  sen y  *•

p  ^  p  X  P  P

-> 0 -  2 sen x  s e n ' y  + eos x  sen P  -  4 sen y  sen*' —  +  2 eos j  sen -y  => 0  ■> // sen ^  •*

~  sen - J  =  0  ~  p  = 4fcn «■ P  -  4n

In terva lo  d e  estud io . E l  estud io  dc la  periodicidad  m uestra que es suficiente estud iar la  restricción  d e / a l 
in te rva lo  [a ,  a  4  4 ¡i[, y  com o/  es im par, se puede considerar e l in te rva lo  [0 ,2 n [ En  los extrem os d d  intervalo  
/(0 )-/(2 x )-0 .

Pariactón . P a ra  lod o  x : f \ x )  eos x  + eos y  •• 2 eos ~  e o s  S i x  e  [0 .2 n [. eos *• >  0. P o r o tra  parte, 

si x  e  [0 . 2 n [. entonces ~  €  [0 , y -  [ ;  por consiguiente.

eos

¿ ¡L

Entonces

x  €/ T x ) > 0  

) \ x )  < 0  X c 

T a b la  d e  m ria e ló n . (V e a  la  T ab la  11-8.)

T - * [

F ig u r a  11-t0www.FreeLibros.org
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Observe que/Tx) se anula para x = 2n y / |  y- j = 1-a curva representativa se obtiene dibu
jando el arco para |0.2n[. E l arco se construye con la ayuda dc puntos y tangentes. Por ejemplo.

punto 0 : (0.0./'(O) -  2) 
punto -<:(*. 2./ '(* ) = - I )

Después se construye el arco simétrico con respecto al centro 0 .
Puntos dc inflexión. Como/’Ix ) = - sen x — ~  sen -y — sen *-^2 eos ~  + ~ | . Entonces sobre

] 0. 2* [. la derivada segunda se anula y cambia dc signo para x tal que eos ~  4 0  x '* ^6 radianes.

P r o b l e m a  11-12
E stu d ie  la  fu n d ó n  /  d c  R  e n  R  tal q u e  / ( x )  =  2  eo s2 x  +  sen 2x.

S o lu c ió n .  Definición. Para todo x real existe flx )
Periodicidad. Como /(x *  n) -  /(x). la función es dc periodo a.
Interínalo de estudio. I-a función/no es ni par ni impar. Por tanto, estudiaremos la restricción de/al intervalo 
[0 .*].

yariación. La fundón se puede escribir como flx ) =  I + eos 2x + sen 2x. Entonces la función es derivable 
para todo x y

f\x) -  - 2  sen lx  ♦ 2 eos 2x = 2 (eos lx  -  sen 2x) = 2 N 2 sen (y-  -  2xj 

En [0. n] tenemos que

/  (x) - 0 o ( x - - | o x -  5̂ )

/ ’( * ) “  o - ( i  < * < - ¥ - )

Tabla de variación. (Vea la Tabla 11-9.)

x - 0. flO) = 2, f { 0) = 2

x -  it. flx ) -  1  f (n ) -  2

T A B L A  1 1 -9

X X  5 n
0 í  T

1 1

f i x )

* t
+  0  -  0  +  

( |

ñ x )

La tabla muestra que la curva corla el eje A’ en el intervalo ] 0. n [ en dos puntos dados por 

flx ) m 2 eos x (eos x + sen x) = 0  o
X = ~2

3 K

La cursa se obtiene por traslaciones dc la curva obtenida para el intervalo ] 0. it[.www.FreeLibros.org
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Punios dc inflexión. Como

/tx)  -  -4 eos 2x -  4 sen 2x = - 4 sen ^2x + ~  J

f\x ) = 0 ~  2x + y  -  Ax ** x -  -  J

cnlonccs cn el intervalo ]0. x( se halla que x -  y x — y además:

P r o b l e m a  11-13

1 4 r )  "  '■ ^ ( t )  -  - 2^

E s t u d ie  la  fu n c ió n  n u m é r ic a  /  l a l  q u e  / ( x ) x -  I
2 c o s .x  +  I ’

S o lu c ió n . Definición, /no eslá definida si 2 eos x + I = 0 . o

2x
Ieos x  =■ — 2

3
i  4*
( x - X

+ k 2n. k e Z

+ k' ■ 2n. k e Z

2»Sea S  el conjunlo dc números reales iguales a + * • 2x o y  + k’ • 2n. Entonces d  conjunto dc defi
nición de la función es £  ■ R  — S.

Periodicidad. Como para todo x t£ ,/ |x  + 2a) = f(x ) la función es periódica. Entonces es suficiente estudiar 
la restricción de/a un intervalo I  dc amplitud 2jt. por ejemplo, [a ,a  + 2x[. excluyendo los números que per
tenecen a I  n  S.

Intervalo de estudio. Para todo x c £. /(x) *  f- x )m . entonces la función /  es par. luego es suficiente 
d  estudio dc la función cn un intervalo dc amplitud ir. por ejemplo. [0 . x [. En esc intervalo el único elemento
que hay que excluir es y .  S i hacemos

I ,  -  ¡ x c R  : 0 S  *  < -y- { c /. ■ ¡ x e R  : - y  < x £  *

estudiaremos la restricción de/al conjunto £ , = /, /,.www.FreeLibros.org



Variación. Sobre e! conjunto £  la función es derivable y
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/'(*) (2 eosx + IX -  sen x ) -  (eos* -  IX-2 sen x) 
(2 c S s T + T F ------------

Sobre cl conjunto £. sen x £  0 ; entonces /(x ) S  0.
La función /  es decreciente sobre cada uno de los intervalos /, e I,.
Estudio en los extremos del intervalo. Si x 0. /|0» • 0. /(O ) -  0; si x = r, f[n) = 2. f (x )  = 0; si

x — . lim (eos x — I)  ■ — y lim (2eos x + I)  = 0. lim/fr) = co

De donde resulta que la ecuación x = es una asíntota de la curva de ecuación y  ^ f[x).

Tabla de variación. Los resultados anteriores se pueden resumir en la Tabla 11-10.

T A B L A  11-10

Representación gráfica. La representación gráfica de la restricción de /  al conjunto £, se obtiene constru
yendo algunos puntos y sus tangentes. Por ejemplo, tenemos en cl punto 0. cl punto A, el punto B

( x = "J*  y  m y* ■ Por tanto, la representación gráfica de la función se obtiene haciendo una 
simetría con respecto al eje Y y traslaciones de esta parte de curva a los demás intervalos.

Se deja como ejercicio cl estudio de la concavidad y puntos de inflexión.

www.FreeLibros.org
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So lu c ió n . Dominio de definicün. La función existe en todas partes, menos en los puntos x = ± I. 
Simetría. La función es impar, por lo que d grafo de la misma será simétrico con respecto a 0. 
Intersecciones. La curva corta cl eje de las Y en 0.

xl  -  3Valores críticos, y* y- = derivadas )(- y f  no cx¡s,cn en x - ± I.
3 -  i r  9 ¿(x * -  1)’

Como /  = 0 para x = ± yfi, y " -  0 para x »  0 y  x — +3.
De esta forma y  conserva constante cl signo en cada uno de los intervalos ] - * .  -\/3[. -  l[,

3-1. l[.]l.> /3[y]> /3. +«o[ ; y y" en ]  —co. - 3 [.]- 3 . -  1 [. ]- l.0 [ . ]0. I[ . ] l .3 [y ]3 .  +oo[.
1.a Tabla 11-11 muestra cl estudio de los signos de /  y  y", y los máximos, mimmos, puntos de inflexión, etc

T A B L A  11-11

X 0 ]o .i[ 1 V 3  i  1 . 7 3 V 3 - 3 [ 3 ] 3 .  +  « , [

y 0 - ±ce +

£ - * ■ »
+ 1 . 5 +

/ - - no
existe - 0 + + +

> " 1 - no
existe + + + 0 -

Conclu
siones

Punto de 
inflexión

La función 
decrece; cl 
grafo es 
cóncavo 
hacia aba
jo

Punto de
discon
tinuidad

La función 
decrece ;cl 
grafo es 
cóncavo 
hacia arri
ba

Punto mí
nimo

Ij  función 
crece ; cl 
grafo es 
cóncavo 
hacia arri
ba

Punto de 
inflexión

1 j  función 
crece; cl 
grafo es 
cóncavo 
hacia arri
bawww.FreeLibros.org



Como la función es impar, es suficiente hacer cálculos para x ¿  0; la mitad izquierda dd grafo se re
construye por d  principio dc la simetría impar.

Asíntotas oblicuas. Como k, -  lim -1- = 0. b, -  lim y -  x . ik» existe asíntota oblicua a la derecha, y■ - • « x *- • «
como el grafo es simétrico, tampoco existirá asíntota oblicua a la izquierda.
Asíntotas verticales. Los puntos dc discontinuidad son x -  -1 y x -  I. y lim y = + ce; por consiguien
te. las rectas x = ± I  son asíntotas verticales dd grafo. * *1
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Construya el grafo dc la función y  = — • 

So lu c ió n . Dominio de definición. Es 0 < x < + x.

Simetría. No existe.
Intersecciones. Como y  ■ 0 -> x -  I. x = I es la única intersección con los ejes.

Valores críticos, y ' = ’ J " - . / ’ 2-ln *j— . lo que muestra que /  y y" existen en 0 < x < + « .
Además, /  = 0 si In x = I. es decir, cuando x - e; y " = 0 si In x = 3/2. es decir, cuando x - eil2.

La Tabla 11-12 muestra los máximos y mínimos, puntos dc inflexión, etc.
T A B L A  11-12

X 0 ]o .i[ 1 ]!• *( e s  2.72 ! '• ? [ í  4.49 ]«•*«.+ *[

y - X - 0 + ¿-*0.37 + +

y
no

existe + + + 0 - - -

y"
no

existe - - - - - 0 +

Conclu
siones

Puntofron- 
t e ra  del  
campo dc 
existencia 
de la fun
ción asín
tota verti
cal

La función 
c rece ; c 1 
g ra fo  es 
cóncavo 
hacia aba
jo

Punto dc 
intersec
c ión del 
grafo con 
el eje Ox

La función 
c re ce ; el 
grafo es 
cóncavo  
hacia aba
jo

Punto má
ximo dc la 
función

lai función 
decrece; el 
g ra fo  es 
cóncavo 
hacia aba
jo

Punto dc 
inflexión

l-i función 
decrece; el 
g ra fo  es 
cóncavo 
hacía arri
ba

P r o b l e m a  11-15
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Asíntotas. En el dominio de la función no hay punios de discontinuidad; pero si en *  = 0.
.. In x lim v = lim — = — x

.-ir .-o- x
Por consiguiente, la recta x = 0 es una asíntota vertical:

La asíntota oblicua a la derecha u horizontal (ya que la asíntota oblicua a la izquierda no existe, puesto
y

que no es posible que x -* — co) es: k = Iim — = 0, fc = lim y = 0. Por tanto, la asíntota horizontal dc-
*- • x *  ■ - • r

recha es el eje de las x.
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Figura IM S

Estudie el grafo de la función y  = ^ . (Vea Fig. 11-15.)

So lu c ió n . Dominio de definición. El dominio de la función es R -  {3, -3}.
Simetría. La curva es simétrica con respecto al eje de las y.

Intersecciones. E l grafo no corta ninguno de los ejes.

Asíntotas, lim — - = I y y = I es una asíntota horizontal. Como y > I para x suficientemente grande,

el grafo se aproxima por encima a la asíntota
x1 x‘ x1lim —j--— — ± x  y x -  3 son asíntotas. Ahora, lim — — = + x , lim - y— ¿  “  -  x . es

j - »s *  — ’  , . - j  <-> x — v  x -  v
decir, el valor de y es muy grande.

Vulores críticos, y’ — - P °r tanto, x = 0 en un punto crítico, y" = entonces
x *  0 es un máximo local. No existen puntos de inflexión.

P r o b l e m a  11-16

P r o b l e m a  11-17 Estudie el grafo de la función y  -  <Vea F '8- IM 6 .)

So lu c ió n . Dominio de definición. E l dominio de la función es R.

Simetría. Al remplazar -x por x y y por - y se encuentra que la función es simétrica respecto al origen. 

Intersecciones. La función corta d  eje de las x en x = 0.www.FreeLibros.org
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- x

Asíntotas, lim -p ~-j-.“  c,c de las x es una asíntota. Como x -• x . y se aproxima a 0 por la parte

negativa, y la curva está por debajo del eje X ; si x -• -  x  está por encima del eje ,Y. No existen asíntotas ver
ticales.

Valores críticos.

v- - ** ~  1 V  = 2x13 ~
y W + W ' y  (x7 T 1 F *

Entonces x = - I es un máximo; x  -  I. un mi
nimo; v = 0. N 3. -  v 3. son puntos dc infle
xión

Figura 11-16 Figura 11-17

P r o b l e m a  11-18
E stu d ie  e l g ra fo  d c  la  función y  -  i i - J L .  (V ea F ig .  1 1 - 17 . )  

So lu c ió n . Dominio de definición. E l dominio dc la función es R -  { I }.

Simetría. No es simétrica 

Intersecciones. Cuando x »  I. y •  0.

Asíntotas, lim -y - y — = ± x .

Observe que y es grande y positiva para x > - 1 y pequeña para x < - 1. Como ** - ■ 
4 4 x + I

= x -  3 + -- - -j- para x suficientemente grande, - y  y  es insignificante y y  = x -  3 es una asíntota.

Como vy - p  es positivo para x positivo y negativo para x negativo, el grafo está por encima dc y  — x -  3 

cuando x -• *  y por debajo cuando x -• -  X .

Valores críticos, y = - y y y - - . y" = “ “ JjT ' Entonces x ■ I es un minimo local, x = -3 un

máximo local. No existen puntos dc inflexión. Cuando x = I. y = 0.

P r o b l e m a  11-19 Dibuje el grafo de y ■» -- r r  ■( x  -  I)

So lu c ió n . Dominio de definición. El dominio dc la función es R - ¡ I ¡. 

Simetría. No es simétrica.

Interseccioncs. Pasa por el origen.www.FreeLibros.org
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y i  ̂ . . .  X
Asíntotas, lim  rcj- s* 1, y y  -  I es una asíntota, y es siempre positiva lim 7- rrj- ■ *■ . Enton-(x -  I )  .-1 I*  -  U

Xccs x - I es una asíntota, y es muy grande en ambos lados de la asíntota. Si x -• x , > I y si

*— x T r ^ i r < '- 2 (
Valores críticos, y' = / ' “  a = 0 es un minimo, x = ^ es un punto de inflexión.

P r o b l e m a  11-20
D ib u je  e l g ra fo  de la  fu n ció n  ln  se n  x . (V e a  F ig .  1 1 - 1 8 . )

S o lu c ió n .  Dominio de definición. E l dominio de la función es R  -  { sen * ir }.

Simetría. No existe 
Intersecciones. No existen.
Asíntotas, lim ln sen x = - y las rectas x = ±nn son asíntotas verticales, pata n entero.

n SttValores críticos, y* = cotgx;y" ~  -coscc1 x ; x = ,  . y — .... son máximos locales, y" y  0 y no existen

R 3*puntos de inflexión ; / » 0  en - y . —y  d  grafo no existe en estos puntos.

P r o b l e m a  11-21 H a lle  la s  a s ín to ta s  h o rizo n ta le s  d e l grafo de la  fu n ció n  /  d e fin id a  p o r

. (V e a  F ig .  1 1 - 1 9 .)

F ig u r a  11-19www.FreeLibros.org
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S o lu c ió n .  Considere lim /(x)M
porque x co). Entonces 

lim

■fn— y . Para calcular este limite se escribe x -  N/xz (x > 0. 

itn    « l i m  —  -  lim I f-r-  1 --T - l / -- — i „  i
—  ^ / p - n  - M + i / x '  l / ,  + lim j r

M-m x
Según a )  de la definición (pág. 257). b  recta y = I es una asíntota horizontal. S i consideramos lim fíx) 

y escribimos x -  -  J x 1, puesto que x -• - x .  x < 0 , se tiene *--•

lim Ax) -  lim -  ¿ E L  -  lim - ] / T "  1 = - ] / - --- ,f ...*--»yfx* «f I *--« r * + l/x V \ + bm l/x1
j  * - x

Según ó*) de la misma definición, b  recta y  -  -  1 es una asíntota horizontal.

- I

-2

Figura 11-20. Figura 11-21. Grafo de f ,

F ig u r a  11-22. G ra fo  d e  la re la c ió nwww.FreeLibros.org
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P ro b le m a  11-22

xy -  2y 2 -  4x = 0.
H a l l e  la s  a s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s  y  v e r t ic a le s  d e l  g r a f o  d c  la  r e la c ió n

S o lu c ió n .  La relación y  = ± ^ j / y v y  define dos funciones:

y - /,(x) definida por /,(x) = + 2^- Xx -  2

>■ =/a(x) definida por/2(x) = -  2 | / ^ y -  

E l grafo dc la relación está formado por los de las dos funciones.

Comd lim /,(x) = lim 2|/ X .  - x . por la definición a) (pág. 257), la recta x - 2 es una asíntota
»-• \ x — i

vertical del grafo dc/,

lim /,(x) = lim 2|/— í y  = lim 2l/1^ , í7-  = 2 
i- »  i * i  r ■' ¿  i- t  r 1 4/x

Según a ) dc la misma definición, la recta y  = 2 es una asíntota horizontal del grafo dc/,.

Análogamente, lim /,(x ) = 2. Como lim /2(x) = lim ^ - 2 j^ - * y  j  «  -  x , por h) dc la misma de

finición, la recta x = 2 es una asintota vertical del grafo dc / 2.

f r n m  -  lim  [ - 2 ] / ^ 7 ]  -  Um [ - f

es una asintota horizontal del grafo dc /,. (Vea Figs. 11-20. 11-21 y 11-22.)
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APEN DICE a
A lgebra
L e y e s  f u n d a m e n t a l e s

a) Ley conm utativa: a  + h = h + a : ah = ba.
h) Ley asociativa: a  +  (/» + c) = (a  + b) + c ;  alhc) ^  (ah)c.
c ) Ley distributiva: a{b + c) = ub + uc.

L e y e s  d e  e x p o n e n t e s

a* • a’ = a '* 1-
(<d>)* = a - b -
(a1)’ = a "
a ° =  1, si

a-*

a*

1
~~ a ’

a*

a*"

a l,r =  j a

N ú m e ro s  c o m p le jo s  (u n  n ú m e ro  d e  la  fo rm a  o +  bi. d o n d e  a y b son  n ú m e ro s  
re a le s )

i =  ; i2 «  - 1 : f3 -  - i ;  i4 -  I : i5 = i
a  +■ b¡ ■ c + di, si. y solo si. o  = c y d  = b 

la  + /»i) + (c  + d i) = lu + ci) + (b + d)i

(a + bi) (c + di) -  (ac -  bd) + (ad + bc)i

a  + bi _  la  + d i) (c -  d i) ac + l<d he -  ad
c + di ~  (c + d i)(c  -  d i) c2 + d"r  c2 + d*" 1

T e o re m a  d e l b in o m io  (p a r a  n. n ú m e r o  e n t e r o  p o s i t iv o )

(a + b r  = a" + na"-'/» + a - 2/»2 + * "  ~  l >fn— 2)  S ' W  + ... + na/»-' ♦- />'

donde n ! = 1 • 2 • 3 ... (n -  I)n.
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I n t e r e s e s  y  a n u a l i d a d e s

Momo. Un  cap iial P  colocado a un lanto por cíenlo de intereses R  por n años acumula un 
monto A„. como sigue:

A interés sim ple: Am =  P(1 + nR).
A  interés compuesto anualm ente: -4. P ( l + R f.

A interés compuesto Q  veces en un añ o : A , P  | l  +  ~  j

Interés simple. Para un capital P . por n años, a un tanto por ciento R, cl interés simple / es

/ = PnR

Interés compuesto. Para un capital P . por n años, a  un tanto por ciento R . cl interés compuesto 
es igual a

/ = P [ ( l  + R Y  -  I ]

Monto de una anualidad. S i una anualidad P  es depositada a l fin de cada año sucesivamente 
(comenzando en el momento del pago), y el interés al tanto por ciento R  compuesto anualmente 
se paga sobre cl depósito acumulado al fin da cada año, la  cantidad total N  acum ulada al fin 
de n años es

a , = F . ( l  + R r  - 1 
R

N  es llam ado cl monto de la  anualidad P.

Valor actual de una anualidad. E l monto total actual P  que suministrará una anualidad N  
al fin de cada año durante n años (comenzando un año después) es

P  se llam a cl valor actual de una anualidad.

F a c t o r e s  y  d e s a r r o l l o s

Ut ± b)2 =  a2 ± 2ab + b2
(a ± b)3 = a3 ±  3a2b + 3ab2 ± b3
la  ± b)* -  aÁ ±  4a3h + 6a2b2 ±  4ab3 + b*
la2 -  b2) m (a  + b ){a  -  b)

a2 + b2 = (a + b y f= T )(a  -  b j~ \ )

a3 ± b3 =  (a ± b )la2 + ab + b2)

a* + b* =  (a2 + y]2 ab + b2){a 2 -  yj’2 ab + b2) 
a* -  \f =  (a  -  +  c f~ 2b +  ... + fc-" ' )
u" _  b* = (a + b )(tf~ 1 -  ( f ~ 2b +  ... -  ó "-1) para valores de n pares
a* + ó" — ( a  + b )ltP~ l — t f~ 2b + ... + b"~ l) para valores impares de n
a4 + a2b2 + bA =  (a* + ab + b2){a 2 -  ab + b2) 
la + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 ab + 2ac + 2bc
[a + b + c)3 = a3 + b3 + c3 +  3 a2(b + c) + 3 b 2(a + c ) + 3 c2(a  + b) + buhe
la +  b + c  + d +  ...)2 =  a2 + b2 + c2 + d2 + ... + 2 a(b  + c + d +  ...) + 2b (c  + d +

+ ...) + 2 c{d +  ...) + ...

278 A lG fBA A
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S u m a  d e  n ú m e r o s

Sum a dc los primeros n números:

£< n) = 1  + 2 + 3 + 4 4-5  + ... + n =  n("  *  **

Sum a dc los cuadrados dc los n primeros números:

5 > 2) = I 2 + 22 + 32 + 42 + 52 + ... + n2 -  " ( "  + DC2"  +  »)
o

Sum a dc los cubos dc los prim eros n números:

£  (nJ ) = I 3 + 2J  + 3J + 4J  + ... + n2 =

P r o g r e s i ó n  a r i t m é t i c a

S i a  es el primer term ino, k el último, d la diferencia común, n el número dc términos y S  la  suma 
dc n términos,

k -  a  + (n  -  I )d 

S  = y  [2a + (n -  1)<]

S  -  y  (u + k)

P r o g r e s i ó n  g e o m é t r i c a

Si. u es el primer término, k  el últim o, r  la razón común, n el número de términos y S  la suma 
dc n términos,

k = a r- *

—

s  *  —

ALGEBRA 279

r -  I

S i n es infinito y r2 es menor que la unidad.

s = T ^ T

F a c t o r i a l e s

n\ ■■ e~"nKy/2izn, aproximadamente.

P e r m u t a c i o n e s

S i M  denota el número dc permutaciones dc n cosas, lomando p a un tiempo.

M  = n(n -  I ) (n -  2) . . .  (n -  p + 1)www.FreeLibros.org



C o m b i n a c io n e s

S i M  denota el número dc combinaciones de n cosas, tomando p a un tiempo.

_  n( n -  I ) (n — 2) . . .  (n — p +  I)  n!
M  “  p\ p ! (n — p ) !

E c u a c i ó n  c u a d r á t i c a

280 ALGEBRA

, . A - b  ± ’b ^ A a c
ü x  + bx + c  =  0  x ,. x2 = ------ ^ -------

S i h ! — 4ac < 0, la  raíz es imaginaria.
S i b2 — 4ac =  0, las raiccs son iguales y  reales.
S i b2 — 4a c  > 0, las raiccs son reales y  distintas.

b c
x ,  + X 2 -  x ,  - x 2 -  —

E c u a c i ó n  c ú b ic a

Una ecuación cúbica dc la forma y i  + py2 + qy + r  = 0 puede reducirse a

x3 + ax + b =  0

sustituyendo a  y  por el valor |x  -  y j .  Dc aqui se deduce

0  =  l ( 3 , - p ' ) ;  b -  ~ I2 P '  -  9 p ,  +  27r)

Para la  solución se toma

Los valores de x están dados por

A + B  (A  — B ) ,— 5 <4 + B  A -  B
B    ó—  +  ñ V “ 3  ----- 5--------- ?— v

ü, habrá tres raiccs reales, de las cuales dos al menos son iguales.

< 0, habrá tres raiccs reales y distintas.

Para el último caso se usa una solución trigonométrica. Se calcula el valor del ángulo <1> en 
la expresión

X = A + 

a3
4 27

a5
4 + 27

P l .  . u s
4  + 27

cos«> =  : ] /  ( -www.FreeLibros.org



Enionccs x tendrá los siguientes valores:

ALGEBRA 281

0 *y  e o s  1 >

+  2 | / - - | c O S  ( y  + I20 ) 

+  2 |/  -  y  e o s  (  y  +  240°|

S i a  y /» son cantidades pequeñas, las siguientes relaciones son muy aproximadas:

( I  ± a f  = I  ± ma 

( I ± a )" (l ± b)m m | ± ma ± nb

S i n es aproximadamente igual a m,

yjnm = -—y ——, aproximadamente 

Si 0 es muy pequeño y  está expresado en radianes.

sen 0 , tg 0 , ,
— s—  = I y -77— = 1. aproximadamente 

u u

Determ inantes de segundo y tercer orden

E l símbolo a ' ■ formado por dos filas y dos columnas dc números v por una linca vertical 
ai  e il

a  cada lado, se llama un determinante dc segundo orden. Cada número dc una columna o fila 
se llama elemento. La expresión a,h2 -  a2bt es llamada desarrollo del determinante.

E l valor de un determinante de segundo orden se obtiene tomando el producto de los nú
meros en diagonal, partiendo dc izquierda hacia abajo y restando el producto dc los números 
en la diagonal de la izquierda hacia arriba.

L a  expresión
a , b, c ,

es llamada determinante dc tercer orden.a2 b2 c2 
a i  by Cj

E l siguiente método sirve para obtener el desarrollo del determinante:

I. Se escribe la primera y segunda columna del determinante a la derecha del mismo, 
tal como se indica a continuación:

Cl

C2 b2

b> bs

2. Se forma el producto dc los números en cada diagonal empezando de izquierda hacia 
abajo y  haciendo cada producto positivo.

3. Se forma el producto de los números en cada diagonal empezando dc izquierda hacia 
arriba y haciendo cada producto negativo.

4. Los seis términos asi formados dan el desarrollo del determinante.www.FreeLibros.org



APENDICE

Cálculo
D e s a r r o l l o s  e n  s e r ie

Serie de Taylor

Ax> = A“ > + m  ■ + r w  • + ...+ / — '1«> • + R .  ¡

F.n donde j[x )  es cualquier función continua, a  es cualquier cantidad para la cual y(a)./’(aX 
/ "(a ) ••• son finitos. S i la serie se usa para aproximar /fa) para algún valor dc x. entonces a  debe 
ser tomado dc modo que la  diferencia entre x -  a sea numéricamente muy pequeña. E l residuo 
después dc n términos es

R , en donde x , está entre a  y  x.

Serie de Maclaurin

En la serie anterior, si a  ■ 0, se tiene la serie de Maclaurin.

A x ) =yio> +/■«>) i  + m f ;  + r < o )£  + . . .  + r - " ( 0 | . 1̂ T r  + r .

Funciones binomiales

( x  +  y r  =  X -  +  n x - ■ > , + V  +  " t ' ~  V  +  . . . O ’2 < * J )

,i ± x r -  i ± nx + J * U  JfeL ± *  -  '>'? + -  (»* < u2! A  3!

„  ±  x y  .  ,  T  „  +  * 1 + 1 * 1  T  *  +  ' » ?  +  2 * 1  +  -  (x» <  1)

Funciones exponenciales
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Funciones logarítm icas

C A IC U IO

l o g , x  =  ( x - Í ) - y ( x -  1  ) *  +  l ( x -  l ) J  —  . . .  (2  >  X  >  0 )

'<>*•*- 2 [ t ^ T  +  ?  (t T t ) ’  +  T  ( ^ r r ) ’ + ■ ]  1)1 > °>

l o g , ( l  +  x )  =  X  -  | x 2 + | x 3 -  — x 4 +  . . . ( -  ! <  x  <  1)

lo g , (n + 1)  —  logf (n  -  1) a  2  ^  +  ... J
lo g c ( a  +  X ,  =  ,o g . a  +  2  y t —  +  |  ±  (■5 ^ T ) ‘ +  •■-]

(a  > 0, - a  < x <  +co)

Funciones trigonométricas

sen x x s x 7
+ . . .

5 ! 7 !

x4 X 6

4 ! 6! +  . . .

2x5 j . 17x7 6 2 x ’

'  15 3 1 5  + 2 8 3 5
1g X  =  x  +  i _  +  _  +  ^ _  +  ^ §_  +  . „ K < _

a r = - *  =  ^ T  +  T T T  +  T T - T T + - ' * I < „

arl  t g x  -  x  -  i - x 3 + - i x 5 -  j x 7 +  ... ( x2 < I)

n l_ + 1 I
2 x  1 ~3xT  "  '5 ^ -  + • " (x * < l)

■og,s«nx -  lo g ,x  -  2 f  -  -  j g j  -  . . . l x ' <  x ')

x 4 X 6 17 x B
"  12 4 5 2520 *

x J 7x4 ,  6 2 x 6"

+  3  +  9 0 2 8 3 5

3 x 4 8xs
+ T T 4! 5 !

X 2 4x4 3 l x 6

2 !  + 4! ‘  6 !

X 2 3 x 3 9 x 4

+ 2 T + ~ 3 T ■+ 4!

(*2 < t )

3x1 J 6 x l  
6'. 7 ! + -

283
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D I F E R E N C I A L E S

d ax = adx

284 C A LC U LO

d  (u  +  r )  = du + dv 

d  uv =  udv +  vdu

, u vdu — udv
d —  =  j ----

d x" = n xT~ 'dx  

d xy =  yx r ~ 'd x  + xr  log, x  dy

d  sen x  = eos x dx 

d eos x  = — sen x dx 

d tg x  = scc2 x dx 

d cotg x =  -  coscc2 x  dx 

d sec x  =  tg x  sec x  dx 

d cosec x  =  -  cotg x  • cosec x dx 

d vers x  = sen x  dx 

d are sen x =  ( I  — x 2) - dx 

d are eos x  =  -  ( I  -  x 2)~ -l  dx 

d are tg x  =  ( I  + x 2) -1 dx 

d are cotg x  =  -  ( I  + x 2) - 1 dx 

d are scc x =  x " 1 (x2 -  I ) - dx 

d are cosec x  =  -  x " 1 (x 2 -  I )  -dx

d e *  -  c ' dx 

d f *  = a  tT d x  

d a* = a ' log, a  dx

d log , x  =  x~ 'dx

d log„ x =  x ~ 1 log,, e  dx 

d x *  =  x‘ (1 + log,. x)dx

D E R I V A D A S

d are vers x = (2x -  x 2)*  1 dx 

d senh x =  cosh x  dx 

d cosh x  =  senh x dx 

d tgh x  =  scch2 x dx 

d cotgh x  = — coscch2 x  dx 

d sech x  =  -  sech x tgh x  dx 

d  coscch x  = -  coscch x cotgh x dx 

d are senh x  = (x 2 + l ) “ 2 rfx 

d are cosh x  =  (x 2 -  l ) “  - dx 

d are tgh x  = (1 -  x 2) " 1 dx 

d are cotgh x = -  (x 2 -  I ) -1 dx 

d are sech x =  -  x ( l -  x 2) - ’ dx 

d are coscch x = -  x (x 2 + l ) “  dx
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C A LC U IO 285

N O M E N C L A T U R A

A x ) fu n c ió n  d e  x

/ ' ( * )
* • d y

d e riv a d a  d e  f [ x )  c o n  respecto a  x  o  tam b ién

!og x
lo g a ritm o  d e c im a l d e  x

In  x lo g a ritm o  n e p e ria n o  d e  x

l ° g i o  x lo g a r itm o  e n  b a se  d ie z  d e  x

lo g , x lo g a r itm o  e n  b a se  e  d e  x

l o g . X lo g a ritm o  e n  b a se  a  d e  x

s e n  x se n o  d e  x

C O S  X co se n o  d e  x

tangente d e  x

c o t g x co ta n g en te  d e  x

SC C  X secante d e  x

co sec x cosecante d e  x

v e rs  x verseno de x

co ve rs x c o v c rsc n o  d e  x

a re  sen x á n g u lo  c u y o  se n o  e s  x

a re  c o s  x á n g u lo  c u y o  co se n o  es x

a re  ig  x á n g u lo  c u y a  tangente es x

a re  co t x á n g u lo  c u y a  cotangente es x

a re  scc x á n g u lo  c u y a  secante es x

a re  co sc c  x á n g u lo  c u y a  co secan te  e s  x

senh x se n o  h ip e rb ó lic o  d e  x

co sh  x co se n o  h ip e rb ó lic o  d e  x

tgh x tangente h ip e rb ó lic a  d e  x

co tg h  x cotangente h ip e rb ó lic a  d e  x

sech x secante h ip e rb ó lic a  d e  x

co scch  x co secan te  h ip e rb ó lic a  d e  x

a re  senh x fu n ció n  c u y o  seno h ip e rb ó lic o  es x

are co sh  x fu n c ió n  c u y o  co se n o  h ip e rb ó lic o  es x

are tgh x fu n c ió n  cu y a  tangente h ip e rb ó lic a  es x

a re  c o lg h  x fu n ció n  c u y a  co ta n g en te  h ip e rb ó lic a  es x

a re  sech x fu n c ió n  c u y a  secante h ip e rb ó lic a  es x

a re  c o sc c h  x fu n c ió n  c u y a  cosecante h ip e rb ó lic a  es x
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APENDICE

G eom etría
a, b, c . d y s  longitudes. A áreas. V  volúmenes.

C í r c u l o

C  = circunferencia 
R -  radio 
D m diámetro 

A =  área 
l> =  sagita 
C  = 2 n  R  = n D

S  -  RO -  -J- DO = D are eos 4¡- ¿  K
L  = 2 4 R J~-  P  

d = 1  J ar }  -  l 1 

h = R  -  d
S  ■ longitud dc arco subtendido por el ángulo 
L  = longitud dc la  cuerda subtendida por el arco S 
0 = ángulo central en radianes

C u b o

V  = a*\d = ayj l  
A  (superficie total) = 6a2.

siendo a y d las longitudes del lado y la diagonal respectivamente.

E l i p s e

A =  n ab, siendo a y  b longitudes de los semiejes m ayor y  menor respectivamente. 

E s f e r a

A  (esfera) -  4n R 2 = rr D2 =  12,57 R 2 
A  (zona) = 2 n R h t = nDh,
A  (luna) = 2 R 20. siendo 0 un ángulo en radianes dc la luna
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GEOMETRIA 287

V  (esfera) = y  nR* =  ~ ~  -  4.189 R J

V  (sector esférico) = nR*ht =  y  rrD2/i,

V  (segmento esférico de una sola base) =

~ ~ M 3 r 3 2  +  V )

P  (segmento esférico de dos bases) = 

« y i c M 3 r 3a + 3 r,2 + h22)

P a r a l e l e p í p e d o  r e c t á n g u l o

V =  abe; d *  ^/a2 + fe2 + c1 
A  (superficie total) »  2 {ah + be + ca),

siendo a. b y c las longitudes de los lados y d  la longitud de la diagonal.

P a r a l e l o g r a m o

A  = a  ' h «  ab sen 0. donde a y  b indican las longitudes de los lados, h la longitud de la altura 
y 0 el ángulo entre los lados.

P i r á m i d e  o  c o n o

V  = —  (área de la base) (altura)

A  (lateral de la pirám ide o cono regular) = (perím etro de la base) (apotema)

P o l í g o n o  r e g u l a r  d e  n l a d o s

180°

7lD2

I  180°A =  —  na2 cotg —— , donde a  es la longitud del lado.

A  (circulo) = x R 2 *  - ^ - = 0.7854 D2 

A (sector) = R S =  y  R 20 

A  (segmento) = y  R 2 {0 -  sen 0)

Perím etro de un polígono regular de n lados inscrito en un círculo « 2  nR  sen y  

A  (polígono inscrito) = y  n R 2 sen

Perím etro de un polígono regular de n lados circunscrito a un circulo = 2 nR tg y

A  (polígono circunscrito) = nR2 tgwww.FreeLibros.org



288 G EO M ET R IA

R a d io  d c  u n  c ir c u lo  in s c r ito  e n  u n  t r iá n g u lo  de la d o s  a ,  b , c .

=  ^ / (s  ~  fl)<5  ~

R a d io  d e l c ir c u lo  c ir c u n s c r ito  a  u n  tr iá n g u lo

R  =
a b e

4  N/s (s  -  a )  ( s  -  b ) ( s  -  c )

R  =  ^  co sec , d o n d e  R  e s  e l r a d io  d e l c ír c u lo  c ir c u n s c r ito  
2  n

r  =  P r  c o tg  i ^ 2 _ t d o n d e  r  es e l r a d io  d e l c ir c u lo  in s c r ito  
2 n
36 0 ° 2  jt

a =
n n 

( n -  2) l80- = 
n

a  =  2 r  tg  y  =  2 R  sen y

P r is m a  o c ilin d ro

V  =  á re a  d e  la  b a se  p o r la  a ltu ra  
A  ( la te ra l)  -  p e rím e tro  d e  la  se cc ió n  recta  p o r  la  a r is t a  la te ra l.
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APEN D ICE

G eo m etría  ana lítica  plana
D i s t a n c i a  e n t r e  d o s  p u n t o s

Pumos (x ,. y ,)  y (x2. y 2>, utilizando coordenadas rectangulares

d = +  v/(x2 -  x ,)J  + (y , — y,)-1 

Puntos (r ,, 0 ,) y (r2, 02), utilizando coordenadas polares

d  = + s ! r , ¿ + r 2J  -  2r,r2cos(0, -  02) 

P e n d i e n t e  d e  u n a  r e c t a

La pendiente de la  recta por los puntos P , (x „  y ,)  y  P 2 (x2, y 2). es

> '2  -  y ,m
x2 -  x,

Coordenadas del punto m edio

Para el punto medio de P , P ¡

X = ~  ( X ,  + x 2)

y  =  y  O -i +  y 2 )

A n g u l o  0  e n t r e  d o s  l í n e a s  d e  p e n d ie n t e s  m  | y  m

^ “ r + i r S ”1 y  /ri| m2

Para lineas paralelas m, = m2 

Para lineas perpendiculares m , m» — I

A r e a  d e  u n  t r i á n g u lo

S i es en coordenadas rectangulares, los vértices son (x ,. y ,)  (x2, y 2) y (x ,. y ,), y el área será 

A  <*i y 2 -  y\ + *2  y 2  + x3 y , -  x , y ¡)

Para coordenadas polares y  vértices ( r 0, ) ;  (r 2,0 2); (r3, 0 ,) el área será

*  r2 sen (02 -  0 ,) + r 2 r ,  sen (04 -  02) + r3 r ,  sen (0, -  03|]
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C u a t r o  f o r m a s  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  u n a  r e c t a

a ) A x + B y  + C  =  0 (forma general)
b) y  -  y  i = " « ( *  -  x, )  (forma punto pendiente)
c ) y  = mx + b (form a pendiente intersección)

d) *  + -X- ■ I  (form a intersecciones)
a  b

E c u a c i o n e s  c ó n i c a s

a ) Circulo. S i tiene su centro en (/*. k ) y un rad io r.

(x  -  h ) 2  + (>- -  k)1 = r 2

S i el centro está en el origen.
x 2 + y 2 = r2

La ecuación polar dc un circulo con el origen sobre la circunferencia y su centro en el punto c. 
v. será

r = 2c eos (0 — a)

S i el origen no está sobre la circunferencia, el radio es a y  el centro está en un punto /. a. la  ecua
ción es

a 2 = r 2 + I2 — 2r\ eos (0 -  a)

b) Elipse. C e n t ro  en  (h, k) y sem iejes a. b :

( x  - h ) 2  +  ( y  - k ) 2  _  ,

siendo a el semieje m ayor. S i el origen está en el centro la  ecuación se convierte en

- 4 + 4  - .a 2 b*

La ecuación polar cuando el polo está en el centro es

a2 b2
r 2 = -

a2 sen2 0 4 b 1 eos2 tí

c) Hipérbola.
( x  -  h ) 2  { y  -  k ) 2  ,

- 7 ?----------b

siendo (h. k) e l centro, y  de ejes paralelos a  los ejes dc coordenadas y  el eje transverso horizontal. 
S i el centro está en el origen, la ecuación es

4 - 4 - ia 2 b2

siendo a  el semieje transverso y  ó el semieje conjugado (vertical). L a  ecuación polar que tiene el 
centro en el polo es

a 2 b2www.FreeLibros.org



Hipérbola equilátera.

xy  =» C

Cuando licnc ccniro cn el origen y por asintoias los ejes de coordenadas.

d) Parábola. S i licnc su vértice cn (/>. k ) y el foco cn (/i + p. k), su ecuación es

(y  -  k )2 = 4p (x  -  h)

S i el vértice está en el origen, la ecuación es

y 2 = 4px

La  ecuación polar cuando el foco está cn el polo y  p es el «scmilatus rccium » es

 P
r I -  eos 0

S i el vértice está cn el polo y p tiene el mismo significado que antes, la ecuación será

2 p eos 0
r  ~  * w

R e la c io n e s  e n t r e  c o o r d e n a d a s  p o la r e s  y  r e c t a n g u l a r e s
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x  =  r  eos 6 + y 2 sen 0 =

y  = r  sen 0 0 = are tg —  eos 0 =

y

T r a n s f o r m a c i ó n  d e  c o o r d e n a d a s

Para transformar una ecuación dc un sistema dc coordenadas x, y  a otro x‘, y ' se sustituye cada 
variable en términos de las variables del nuevo sistema.

a) Sistema rectanyular. Ejes originales paralelos a los ejes prim itivos. Las coordenadas del 
nuevo origen cn términos del sistema original, son {h, k)

X  mm X '  +  h  

y ~  y ' + k

b) Sistema rectangular. E l origen dc las coordenadas iniciales coincide con el nuevo origen 
y el eje x’ hace un ángulo 0 con el eje X

x = x ' eos 0 -  y ' sen 0
y  =  x’ sen 0 + y ' eos 0

c) Sistema rectangular. Los ejes iniciales no son paralelos con los nuevos ejes. E l nuevo origen 
está cn h, k  del sistema original

x ■ x’ eos 0 -  /  sen 0 + h
y «  x ' sen I) + y ' eos U + kwww.FreeLibros.org



APENDICE

G eo m etría  ana lítica  del espacio
D i s t a n c i a  e n t r e  P ,  ( * , .  y , .  z . )  y  P í ( x v  y r  z t)

d  =  v /(x 2 -  x , ) 2  +  ( y 2  -  y , ) 2 +  (z2 ~  z ,) 2

P a r á m e t r o s  y  c o s e n o s  d i r e c t o r e s

a )  N ú m e ro s  u , /> y  c  la lc s  que — — —  =  ' 2 11  =  — -------   ,  son lla m a d o s p arám e-
a  b  c

iro s  d irecto res d e  la  recta que pasa p o r P , ( x „  y ¡ .  z ,)  y  P 2(x 2. y 2. z 2 ) .

b )  P a ra  u n a recta cu y o s p a rá m e tro s d irecto res son a, b  y  c, lo s  cosenos d irectores (los 
cosenos d e  los á n g u lo s  que form an la s  rectas co n  los e jes d e  co ordenadas) s o n :

eos  a  =
±  J a 1  +  b 2  +  c 2  

b

± > r + * J '+ c1

COSy“  

e o s2 a  +  eo s2 p +  eo s2 y =  1

D o s  f o r m a s  d e  l a  e c u a c ió n  d e  u n  p la n o

a) A x  +  B y  +  C z  + D  =  0 (fo rm a general)
b )  A ( x  -  x , )  +  B(y -  >-,) +  C { z  -  z,) =  0 [p la n o  p o r P , .  ( x „ y „  z, )J

E n  a )  y  b) lo s  coeficientes A ,  B  y  C  son parám etros d irecto res d e  u n a recta p erp en d icu lar 
a l  p lano.
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T  rig o n o m etría
Identidades fundam entales

I  e*  _  e ~*
cosco a  =  — —  se n  0 =

se n  a  2 i

1
se c  a  =   e o s  0 = ----------

c o s a  2

=  I  +  ig 1  fl -  se c1 »

CO ,g 3  =  "se n a" 1 +  0 0 ,2  6  "  c o s e c í 0

*  —  -  e o s  0  ±  i  sen 0 ; se n 2 0  +  e o s 2 0 =  i

F ó r m u l a s  d e  r e d u c c i ó n

sen ( - a )  = -  sen a  ig (90 ± a)  -  T  cotg a
eos ( -  a) = eos a  sen (180 ± a ) = + sen a

(g  ( —a) — — ig  a  eos (180 ± a ) = - eos a
c o t g ( - a )  -  -  co tga  t g (180 ± a)  -  ± i g a
sen (90 ± a) = eos a  sen (360 ± a ) -  ± sen a
eos (90 ± a) =  í  sen a  eos (360 ± a ) ■ eos a

tg (360 ± a ) =  + tg a

Funciones de suma y diferencia de dos ángulos

sen (a  ± P ) = sen i  eos p  ±  eos a  sen /? 
eos (a  ± P ) = eos * eos p  í  sen a  sen P

'g(« ± n = t V Í JV t1 + tg a  tg p

R e l a c i o n e s  e n t r e  f u n c i o n e s  d e  2a  y  a

sen 2 a  = 2 sen a  eos a 
eos 2 a = eos2 a  -  sen2 a 

= 1 - 2  sen2 a 
=  2 eos2 a  -  1 
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sen2 n =  - y  (1 -  cos 2 a) 

eos2 a = y  (1 + cos 2 a)

. 2 l ? a 
, g 2 ! ,  = - r r t ? T

S u m a  y  d i f e r e n c i a  d e  f u n c io n e s

sen a  + sen p  =  2 sen y  (a 4 p) cos y  (a  -  /*)

sen a  — sen /? -  2 cos -y (a + /J) sen y  (a -  /J)

cos a  + cos p <= 2 cos y  (a  + /J) cos -y (a -  p)

cos a -  cos p m -  2 sen y  (a  + P ) sen y  (a -  /?)

T e o r e m a  d e l  s e n o

Los lados de un triángulo son proporcionales a  los senos 
de los ángulos opuestos.

a
sen A

n _  
sen H sen

T e o r e m a  d e l  c o s e n o

En todo triángulo, el cuadrado de un lado es igual a la  suma de los cuadrados de los otros dos 
lados, menos cl doble producto de éstos por cl coseno del ángulo comprendido entre ellos:

a2 = b2 + c2 -  2be cos A

T e o r e m a  d e  l a  t a n g e n t e

En cualquier triángulo, la diferencia de dos lados cualesquiera es a su suma como la tangente 
de la mitad de la  diferencia de los ángulos opuestos es a  la  tangente de la  mitad de su suma.

a  -  b = tg ; (a -  P)
o + b tg l (a + p)

R e l a c i o n e s  e n t r e  f u n c io n e s  r e c í p r o c a s

are sen a  »  are cosv  1 -  a2 =  are tg —  — are coscc —

are cos a = are scn^/l -  a1 =  are tg v  1 — —  = are coscc

are tg a  = are sen are cos “  are coscc
y j I + 7

V  1 -
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T A B L A  F -1 .  Signos de las funciones trigonométricas

Cuadrante sen eos tg cotg scc cosec

I + + + + + +
II + — — - — +
III - - + + — —
IV — + — + —

T A B L A  F -2 .  Variación dc las funciones trigonométricas

C u a d ra n te sen eos •g c o tg scc coscc

I 0 -  +  1 +  1-0 0 —  +  x +  x  —  0 +  1 -  +  X +  X  -  +  1

II +  1 -0 0-  -  1 -  X  —  0 0 —  -  » -  X  —  —  I +  1 -  +  X
I I I 0-  -  I -  I  -0 0-  +  x +  x  -  0 -  1 —  -  X -  X  —  -  1

IV -  1 -  0 0 -  +  1 -  «  -  0 0 -  -  x +  X  —  +  1 -  1 -  -  X

T A B L A  F -3 .  Angulos más utilizados y sus funciones

0° 0 en 
radianes sen 0 eos 0 IgO cotg 0 scc 0 cosec 0

O 0 0 I 0 X 1 X

30* n/6 Va v/3/2 73/3 73 273/3 2

45“ */4 72/2 72/2 1 1 7 2 72
60 */3 yfi/2 Va s/3 73/3 2 2v 3/3
90 K/2 1 0 X 0 X 1

120 2h/3 >/3/2 -Va - 7 3 -73/3 -2 273/3

135* 3*/4 73/2 -1 - I - 7 3 72
150* 5n/6 Va -y/i/2 -73/3 - 7 3 — 275/3 2
180 K 0 -1 0 X -1 X

210“ 7r /6 - V a -73/2 73/3 73 — 273/3 -2

225° 5*/4 -v/2/2 -75/2 1 1 - 7 2 - 7 2

240' 4it/3 —V3/2 - V a 73 73/3 -2 -2V3/3
270“ 3it/2 -1 0 X 0 X -1

300° ’5*/3 -73/2 Va “ 73 -73/3 2 -2^3/3

315“ 7it/4 - v ^ 2 \/2/2 - i - I 72 - 7 2

330° lln/6 - V , V3/2 -73/3 - 7 3 273/3 - 2

360 2tt 0 1 0 X 1 Xwww.FreeLibros.org
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L is ta  de sím bolos
=  Ig u a l a . . .

{  }  L a s  d o s lla v e s  se u san  p a ra  in d ic a r  u n  c o n ju n to , p o r  e je m p lo , { I ,  2 ,  3 } .

6  Perten ece  a  . . .

í  N o  pertenece a  . . .

G  E s  su b c o n ju n to  d e . . . ;  está c o n te n id o  e n . . .

S  N o  es su b c o n ju n to  d c ;  n o  está c o n te n id o  e n  . . .

<= E s  s u b c o n j u n t o  p r o p i o  d e . . .

< t> E l  c o n ju n to  v a c io ;  p a rte  va cia .

Im p lic a c ió n ; entonces. (S i p  y  q  so n  p ro p o s ic io n e s , p  q  se Ice p  im p lic a  q . )

0  E q u iv a le n c ia ; s i. y  so la m e n te  s i. (S i p  y  q  so n  p ro p o s ic io n e s , p  •=• q  se lee p  e q u i
va le  d - q . )

U n ió n ;  re u n ió n .

r \  In tersección .

( J ^  C o m p le m e n to  d e  A  co n  respecto a  E .

íP (E )  C o n ju n t o  d c  la s  p a rte s d c  E .

\/  C u a n t if ic a d o r  u n iv e rsa l.

3 C u a n t if ic a d o r  c x iste n c ia l.

X  P ro d u c to  c a rte s ia n o  d c  d o s c o n ju n to s.

1  S ím b o lo  d c  su m a to ria .

n  S ím b o lo  d c  p ro d u cto .

^  M a y o r  o  ig u a l que.

< ,  M e n o r  o  ig u a l que.

<  M e n o r  que.

<  N o  es m e n o r que.

«  A p ro x im a d a m e n te .

[a . b ]  In te r v a lo  ce rra d o .

]a , ó [ In te r v a lo  a b ierto .

[a , b [  In te r v a lo  se m ia b ie rto  a  la  d erech a.

]o . />] In te r v a lo  se m ia b ie rto  a  la  izq u ie rd a .

+  c c  M á s  in fin ito .

— co M e n o s  in fin ito .

] a ,  + c o [  In te r v a lo  a b ie rto  c u y o s  e lem en to s so n  { x  : a  <  x } .

[ a ,  +c© [ In te r v a lo  c e rra d o  en a  c u y o s  e le m e n to s so n  {x  : a  <  x }.
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]  —cc, a [ In terva lo  ab ierto  cuyos elem entos son {x  : x  < a).

j - c o ,  <i] In terva lo  cerrado en a  cuyos elem entos son {x  : x á  a }.

| ... | V a lo r absoluto dc ...

(x. >-) Pare ja  ordenada x. y.

f\x) /  de x o e l valor dc la  función /  en el punto x.

D om inio dc / , o  sea. e l conjunto donde /  tom a sus valores.

/  + g f  m ásg [es la función que asigna a  cualquier x e 9 f r 9 t c\ núm ero J [x )  + </(x)].

f  -  g f  menos g [es la función que asigna a cualquier x e S / O ^ e l  núm ero/(x) -  ff(x)].

f  g f  por g [es la función que asigna a cualqu ier x e  r\ Q , el núm ero J(x )  • »(x )].

f/g  f  d ivid ida por g [es la función que asigna a cualquier x {x  : (x ) #  0}
e l número f\x )lg {x )\

f » g  Com puesta d e /y  g [e s  la  función que asigna a x 6 ® , o { x :  g(x) e  & , }  el número
M x )) .

f ~ l Función reciproca dc f.

I  Función idéntica [defin ida por la  fórm ula /(x) = x ].

Vr(a ) En to rno  dc centro a  y  rad io r.

V “ {a ) En to rn o  dc centro a. rad io  r  y a l cual no pertenece e l punto a.

lim  f[x ) L im ite  dc /  cuando x tiende a x0.

A x D elta x o  increm ento de x.

A y  D elta y  o increm ento dc y.

/{a . h) Increm ento dc /  de a  a  a  4- h o  J [a  + h) -  J{a)-

d f(h ) D iferencial dc /  en x.

r
dy
dx

f D erivada de /  o /  prima.

4 f

O J  I

/ '(x 0) D erivada de /  en x0 o lim  — —X— .•*». x  — x0

m ax S  M áxim o dc S.

m in S  M in im o  dc S.

sup S  Suprem um  dc S  o m ayorante m inim o de S ;  extremo superior,

in f S  Infim um  de S  o  m inorante m áxim o dc S : extrem o inferior.
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G lo sa r io  de defin ic iones y  teo rem as

1.  D e f i n i c i ó n .  El conjunto que no tiene elementos se llama el conjunto vacio y se representa por <¡>.

2.  D e f i n i c i ó n .  Un conjunto A se dice subconjunto dc un conjunto B  si todo elemento dc A es elemento
de fl; se escribe A<£ B. En caso dc que la inclusión sea estricta se habla dc subconjunto propio.

3 .  D e f i n i c i ó n .  Se dice que una relación R  entre los elementos dc un conjunto E  e s  reflexiva si para todo
x e  E  se tiene

xRx

es decir, todo elemento x está relacionado consigo mismo.

4 .  D e f i n i c i ó n .  Se dice que una relación R  entre los elementos x y  y  dc un conjunto E  es simétrica si

xRy yRx

5 .  D e f i n i c i ó n .  Se dice que una relación R  entre los elementos x, y  y  z dc un conjunto E  es transitiva si

(xRy y  yRz) =» xRz

6. D e f i n i c i ó n .  Sean A y  B  dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de A  y B. escrito A x B. como
el conjunto dc todas las parejas (x. y) con x e A y y  e  B. Esto es,

A x B  = {(x . >): x 6 A y y  e  B }

7 .  D e f i n i c i ó n .  Una relación R  es un subconjunto del producto cartesiano de dos conjuntos.

8.  D e f i n i c i ó n .  Dados dos conjuntos A y  B  se llama unión de A y B. que se escribe A ̂  B. e l conjunto

A \ j B  ~  {x : x e  A o x e  B )

9 . D e f i n i c i ó n .  Dados dos conjuntos A y B  se llama intersección de A y  B e l conjunto dc los elementos
que están en A y  en B . Esto es,

V r\ fl -  {x : x e A  y x € B )

10.  D e f i n i c i ó n .  Dados dos conjuntos A  y B  y A  £  B  se llama complemento de A  con respecto a B  el con
junto dc los x tales que x no está en A y x está en B. Esto es.

JJ^/1 = ( x : x  4 A y x e « ¡

11. D e f i n i c i ó n .  Se llama diferencia de los conjuntos A y B  e l conjunto dc los elementos dc A que no per
tenecen a B. Esto es,

A  -  B  m [x : x e A  y x i  B\

12.  D e f i n i c i ó n .  Se llama diferencia simétrica dc los conjuntos A y B  el conjunto definido por

A  A f i = (A -  B ) v f t í  -  A)

1 3 . D e f i n i c i ó n .  Se dice que una relación R  en un conjunto E  es una relación dc equivalencia si R  es re
flexiva. simétrica y transitiva.
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14. Definición. Se dice que una relación R es una relación dc orden en £  si verifica las siguientes con
diciones:

1. (xRx). Reflexiva.
2. (xRy y yRx) »» x -  y. Antisimótrica.
3. (xR>- y yRz) => xRz. Transitiva.

15. D e f i n i c i ó n .  Se dice que un conjunto £  es totalmente ordenado si es ordenado por R y si, además, 
dos elementos cualesquiera o. b dc £ son comparables:

a . b  g  £ :  a R b  o  h R u

1 6 . D e f i n i c i ó n .  Sean £  y F  dos conjuntos. Considere una relación que a todo x dc £  le  hace corresponder 
un y y uno solo dc F. Esa relación se llama función (o correspondencia univoca o aplicación). definida en £
y con valores en F. y se representa por y  = f[x). x se llama la variable, y el valor dc la función o la imagen
dc x por /. En otras palabras, una función es un conjunto dc parejas ordenadas en el cual no hay dos parejas 
que tengan la primera componente igual. £ se llama dominio dc la función y el conjunto dc imágenes, imagen 
de/.

17. D e f i n i c i ó n .  Una función real es una función cuyo dominio c imagen son conjuntos dc números

1 8. D e f i n i c i ó n .  Una función /  dc £ en F  se llama inyección si para todo x „  x2 e £. con x, *  x¡ implica 
que/fx,) *  /(x,).

1 9. D e f i n i c i ó n .  Una función /  de £ en F  se dice sobrcycctiva o sobre si /(£) -  F.

20. D e f i n i c i ó n .  Una función /  dc £ en F  se dice biycctiva o correspondencia biunivoca o I -  I y sobre
si es inycctiva y sobrcycctiva.

21.  D e f i n i c i ó n .  Si /  es una biyccción dc £  en F  al conjunto / “ '  -  {(y . x): (x, y) e / } es una función
que se llama función inversa dc /.

2 2 . D e f i n i c i ó n .  Una función /  se dice monótona si es creciente o decreciente.

2 3 . D e f i n i c i ó n .  Una función /  x  dice creciente en un conjunto £ si para cada par dc elementos x y y
dc £  con x <. y  se tiene que f(x ) £  /(y). Y  decreciente si x <. y implica que /(x> ¿  /(>•).

2 4 . D e f i n i c i ó n .  Un entorno dc centro x„ y radio Ó es el intervalo abierto dc números reales ]x0 - 6.
x0 + ó [ > se representa por F/xol-

25. D e f i n i c i ó n .  Un entorno dc centro x0 y radio Ó y al cual no pertenece el punto x„ es el conjunto
]x0 -  6. x0 + ó[ -  |x0¡ y se representa por K?(x«).

2 6 . D e f i n i c i ó n .  Un conjunto de números reales «  un conjunto que verifica los axiomas del Capitulo I

para la suma, el producto y la relación dc orden.

2 7 . D e f i n i c i ó n .  Un conjunto A f  dc números reales es un conjunto inductivo si posee las siguientes pro
piedades :

1. Oc-Af .
2. íx , x f  A f  *  x •» I c Af.

2 8 . D e f i n i c i ó n .  Un número real es un número natural si pertenece a todo conjunto inductivo.

2 9 . D e f i n i c i ó n .  Decimos que L  a  el limite de /(x) cuando x se aproxima a x0 si para cualquier entorno
V ¿ L )  se puede hallar el entorno correspondiente FJ(x0) tal que si x c FJ(x0), entonces /fx) e V ¿ L )  o
lim /(x) — L  V*. ió f = ó/c, x0) tal que Iflx ) -  L | < e cuando 0 < |x -  x0| < ó.

3 0 . D e f i n i c i ó n .  Se dice que /(x) es convergente cuando x —  xn si existe lim /(x).

3 1 . D e f i n i c i ó n .  Una función /  se dice que es continua en x -  x0 si lim /(x> =  /(x0X Se dice que es con
tinua sobre un conjunto £  si es continua en cada uno de los puntos de £.www.FreeLibros.org
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32. T e o r e m a .  (Algebra \lc los llmilcs.) Suponga: lim /(x) = A y lim g(x) = B. EntoncesI’**»

o) lim [/|x) +■ ^(x)] -  A  + B.
b) lim [/(x ) • gix)] = A - B
c) lim [/(x)/g(x)J -  A f B  si B *  0.

3 3 . D e f i n i c i ó n .  Una función P  de la forma P[x) -  a0 + a,x' + ... + a.x*. con a^o, ......a. números
reales y n ?  0 se llama función polinomial.

3 4 . D e f i n i c i ó n .  Una función Rde la  forma R(x) = Pfxl/Qfx). con P  y Q polinomios. Q(x) / 0  se llama
función racional.

3 5 . T e o r e m a .  Suponga que/y a son funciones tales que lim g(x] = h y /es continua en x = ó. entonces 
lim )[g{x)\ -  /{lim  íKx»J.

3 0 . D e f i n i c i ó n .  Decimos que Le s el límite a la derecha de/en x = x0, Itm f{x) = L , si para todo entorno
V¿L) existe un número positivo <5 tal que si x0 < x < x0 + ó. entonces /(x) e V,(L).

3 7 . D e f i n i c i ó n .  Decimos que L  es d  limite a la izquierda de /  en x = Xo. lim /(x) - L  ñ para todo
entorno V,[L) existe un número posilivo 6 tal que si x0 — ó < x < x0. entonces /(x) e

3 8 . T e o r e m a ,  lim f(x ) = L  <> lim /(x) «  lim /(x) -  L.

3 9 . D e f i n i c i ó n .  Se dice que /  es continua a la derecha en x «  x0 si lim /(x) «* f{x0\ y /  es continua
«*•%£

a la izquierda en x «• x0 si lim f(x ) -  /(x0),

40. D e f i n i c i ó n .  Se dice que /  es continua en cl intervalo cerrado [o, ó ] si se verifican las siguientes con
diciones:

1. /es  continua en Ja.6 [.
2. /es  continua a la izquierda en x = h.
3. /  es continua a la derecha en x »  a

4 1 . T e o r e m a  d e l  S a n d w i c h .  Sean / .  g y h tres funciones tales que 0(x| <  f\x) < h(x) y lim<y(x) -  

= lim h(x) = L , entonces lim / ( X )  — L.

4 2 . D e f i n i c i ó n ,  lim /(x) = + oo si para todo número positivo Af se puede hallar un número positivo 6
tal que si x 6 tj(xg), entonces /(x) > Ai.

4 3 . D e f i n i c i ó n ,  lim /(x) = +<x> si para cualquier número positivo Af se puede hallar un número positivo
S tal que si x0 < x < x0 + S, entonces /(x) > Af.

4 4 . D e f i n i c i ó n ,  lim ftx) = -rt> si para todo número positivo Af se puede hallar un número positivo ó
V - l .

tal que si x € l^(x0>. entonces /(x) < — Af.

4 5 . D e f i n i c i ó n ,  lim /(x) ■ —ce si para cualquier número positivo Af se puede hallar un número posi
tivo 6 tal que si x c ^ (x 0|. entonces /(x) < -  Af.

4 6 . D e f i n i c i ó n ,  lim /(x) = /. si para cualquier t  > 0 se puede hallar un número positivo Af tal que si
♦ «C

x > Af. entonces /(x) £ V'.(L).

47. Definición, lim /(x) -  +co si para cualquier Af, > 0 se puede hallar A f, > 0  tal que si x < -A i,,
entonces /(x) > Af,.

4 8 . D e f i n i c i ó n .  La velocidad de un cuerpo que cae en cl intervalo de tiempo r, -  r, es
distancia recorrida en cl tiempo transcurrido de í, a i¡
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49. D e f i n i c i ó n .  Sea /(i) la posición de un cuerpo en el tiempo l. El desplazamiento del cuerpo durante 
el tiempo que transcurre de r, a i¡  es f U ¡ )  -  / (l,)  La velocidad media se define como el cociente

M L i J M

’i  -  •>

50. D e f i n i c i ó n .  Sea /(» la posición de un objeto en un tiempo í. La velocidad instantánea en el instante ( 
se define como

*-0 «

5 1 . D e f i n i c i ó n .  Se dice que una función /  es derivable en punto x de su dominio si existe el limite

*-0 "

5 2 . T e o r e m a .  Si /  es derivable en x ,  entonces I es continua en x  I-a reciproca no es verdadera.

53. T e o r e m a .  (Algebra de las derivadas.» Si /  y g son funciones derivablcs en x .  entonces:
o) </ + gY = r  + g. 
h) </ • gY =* Jg  + gf-
C) if/gY -  (<//’ -  fg ’Vg si g(x) *  o.

54. T e o r e m a .  Si cada una de las funciones trigonométricas son derivablcs en cada punto de su dominio,
entonces:

a) (sen x f = cos x.
b )  (cos x ) '  - -  sen x.
c) (tg x ) "  = sccJ x .

d )  (cotg x ) '  =  -  coscc2 x.
e) (scc x)' = scc x tg x.
f )  (coscc xY -  coscc x cotg x.

5 5 . T e o r e m a .  Para todo número racional r, /(x) “  X’ es derivable en todo punto x0 e & , -  {()} y 
f l x  o) = rxS '1.

56. T e o r e m a .  Sean /  y g  dos funciones: g  derivable en x0 y /  derivable en u„ = </(xa); entonces f o g  

es derivable en x0 y (/o g Y  -  /T^xo>]f/'C*o>-

57. T e o r e m a .  Sea /  la función reciproca de g. Si g es derivable en /(x0) y ff'[/(x0)] f  0. entonces /  es 
derivable en x0 y /*(x0» = !/f/[/(x0)].

5 8 . D e f i n i c i ó n .  Sea y  = f ( x » una función derivable en su dominio. Se llama diferencial de x a dx =  Ax; 
dy se llama diferencial de y y se define por la relación dy f(x )A x  o df,_ (h) • f ( x 0)h.

59. Definición. Se llama diferencial de segundo orden la diferencial de la diferencial de primer orden.
o sea.

d2y  -  tHdy)

60. T e o r e m a .  Si y  = /(x) es derivable para lodo$ los valores de x en su dominio, entonces dy = f ( x )  dx.

6 1 .  T e o r e m a .  Sea /  una función R  -•  K  convergente en Xo. Entonces:
a» lim /  > 0 (respectivamente < 0) implica que existe un &, = &¿x0) tal que para x /  x0.

x e ]x0 - Ó,, x0 + Ó,[ n  =» /fa) > 0 (respectivamente < 0).

b )  f ( x )  > 0 (respectivamente < 0» sobre => lim /  £  0 (respectivamente <  0).

6 2 . T e o r e m a  d e l  i n c r e m e n t o  l o c a l .  Sea /  una función R  — R  y derivable en x„. Entonces /(x0) > 0 
(respectivamente < 0) f  conserva el orden Idealmente (respectivamente invierte el orden» en x0
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6 3 . D e f i n i c i ó n .  Sea /  una función R  -  R . xc £ 9 ,. Decimos que:
a) /(x0) es cl máximo global de /  (respectivamente mínimo) sobre 9 ,  *> x € 9 , ■> /(x) á  /Jx0)

| respectivamente ¿  /(x„)].
b) /(x0) es cl máximo local (respectivamente minimo) de / •» existe un ó , = ó¿x0) tal que /(x0) es cl 

máximo global (respectivamente minimo) de la restricción de/a  ]x0 - S ,. x0 + ó/{ «gún «)•

6 4 . T e o r e m a  d e l  e x t r e m o  e s t a c i o n a r i o .  Sea / : [a. ó j -* R . Entonces x0 e Ja. b[ y /  es dcrivablc 
« i x0 y /(x0) un extremo locul de /  implica que /'(x0) = 0.

6 5 . D e f i n i c i ó n .  Por un punto critico se entiende un punto estacionario, es decir, de derivada cero: u n  

punto donde no existe la derivada o un punto extremo del dominio.

66.  T e o r e m a  d e  R o l l e .  Sea / : [a, b] -  R. /  continua sobre la. b] y /  dcrivablc sobre Ja, b[. Entonces
/(a) = /(/>) = 0 implica que existe u n c í  ]a. b[ tal que /'(c) -  0.

6 7 . T e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o  p a r a  p r i m e r a s  d e r i v a d a » .  Sea / :  [a. ó ]  — R . / continua sobre | a . ó ]

y dcrivablc sobre Ja. b[. Entonces existe c tal que /(ó) -  /(a) -  / ‘(eXó -  a) y c 6 ]a. 6[.

68.  T e o r e m a  d e  l a  f u n c i ó n  c o n s t a n t e .  Hipótesis, las del teorema de Rolle. Entonces f (x )  -  0 sobre 
Jo. fc{ /(x) = C, C  una constante.

6 9 . T e o r e m a  d e  m o n o t o n í a .  Hipótesis, las mismas del teorema del valor medio. Entonces f  > 0 
(respectivamente < 0) sobre ]a. b[ ^  /  conserva cl orden (respectivamente invierte cl orden) sobre [a. fcj.

7 0 . T e o r e m a  d e l  t e n e d o r .  Sea / : [a./)] -  R . /  continua sobre Ja./»] y /  dcrivablc sobre Ja.x0(u  
u  ]x0./>[. Entonces:

a) f  > 0 sobre Ja. x0[  y f  < 0 sobre Jx». hj ^  /(x0) -  max /  sobre [a, />].
b) f  < 0 sobre Ja. x„[ y /  > 0 sobre ]x0. b[ •> /(x0) = min /  sobre [a. />].

7 1 . T e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o  p a r a  s e g u n d a s  d e r i v a d a s .  Sea / :  [a ,  ó] —  R .  /  dos veces dcrivablc 
sobre Ja . : /  y f  continuas sobre (a. 6J y x0 o [ a .  ó]. Entonces para todo x € [ a .  ó] existe un c tal que 
Ax) -  [/(x0) + /  (x0Xx -  x0)J -  r ( x  -  x0)*f2 y x0 $  c $  x.

7 2 . T e o r e m a  d e  l a  a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l .  Sea / : [a. b] — R. /  y f  continuas sobre [a. b\ /  d o s  

veces dcrivablc sobre Ja. />(. /(x) = /(a) + [/(ó) -  /(a)J(x a\l{b -  a) (interpolante^ E(x) = flx0) + f lx 0t 
(x -  x0). x0 e (a.ó]  (extrapolante). Entonces:

a) Existe c c Ja. b[ tal que /(x) -  /(x) = { f ’̂ x  -  aXx -  h\ Error que se comete al acepta» d  in
terpolante como aproximación de /(x).

b) Existe c e Ja. ój tal que j\x) -  £<x) = J/"(cXx -  X®)*. Error que se comete al aceptar d extrapo
lante como aproximación de /(x).

c) Si |/"(x)| £  M  sobre Ja. ft[. entonces |/(x) -  /(x)| 5  $ M  |(x -  aXx -  ¿>)| y |/(x) -  £<xl| £
J M  (x -  x0>2.

7 3 . D e f i n i c i ó n .  Sea /  una función R -  R . derivable en x0 e 9 t  Decimos que fes:
a) Cóncava (convexa) hacia arriba (respectivamente hacia abajo) en (X®. /(x0)) «• £,(x) > 0 (respec

tivamente < 0) para todo x e 9 ¡  -  ¡x0). en un entorno de x„, para cl cual £,(x) - /(x) - £(x) y £2(x) = 
*= /(x0) + r(xoXx - x0). En otras palabras, cl grafo de /  está localmenlc por encima (respectivamente por 
debajo de la tangente que pasa por (Xo. /(x„)).

b) Tiene un punto de inflexión en (xo. /Íx0» que la restricción de /  a 9 , n [ x o. ce) es cóncava 
hacia arriba (respectivamente hacia abajo) y la restricción de /  a 9 ,  r> ( x0J es cóncava hacia abajo 
(respectivamente hacia arriba) en (Xo. J\x0))

7 4 . T e o r e m a  d e  c o n c a v i d a d .  Sea / : Ja. ¿>[ -• R. /  derivable sobre Ja. />[ y /  derivable dos veces en 
x0 £ Ja. b[. Entonces:

a) / ‘ (x0) > 0 (respectivamente < 0) cl grafo de /  es cóncavo hacia arriba (respectivamente hacia 
abajo) en (x,>./|x0)).

h) f  es dos veces dcrivablc sobre ]a./>[ y /~(x,)/“(x2) < 0 c n u < x ,  < x0 < x , < ft -> (Xo. Axo)> 
es un punto de inflexión de /.www.FreeLibros.org



75. T e o r e m a  d e l e x t r e m o  g lo b a l c ó n cav o . Hipótesis, las mismas del teorema de concavidad. En
tonces /'(x0> «  0 y f"(x a) <  0 (respectivamente > 0) J[x ,) es un máximo local (respectivamente miniim*).

76. D e f in ic ió n  d e  co n c a v id a d  s o b re  u n  in te r v a lo .  Sea / :  ]a . fe[ -* R , /  dos veces derivable sobre 
Ja, b[. se dice que el grafo dc /  es cóncavo hacia arriba (respectivamente hacia abajo) sobre Ja, h[ <* f  > Q 
(respectivamente < 0) sobre Ja. ó[.

77. T e o r e m a  d e  la  c u e rd a  ta n g e n te . Sea / : [a, ft] -* R , /  dos veces derivable sobre Ja. b[. f  y f  
continuas sobre [a. b], £ ,(x) -  /(x) -  /(x); £ ,(x) = /(x) -  E(x ) Entonces f “  > 0 (respectivamente < 0)

sobre ] . . » [  •  i  !> £  °  ' ,' ' pcClliamC" IC ?  "> j sobre (« .* ].J  1 | £ j ¿  0 (respectivamente £  0) j L 1

78. T e o r e m a  d e l e x t re m o  g lob a l c ó n cav o . Sea /  una función R  -* R . un intervalo, /  dos veces 
derivable sobre el interior dc & ,./  continua sobre Entonces /'(x0) = 0 y f  < 0 (rcspectivamncte > 0) 
sobre el interior dc & , => f[x 0) -  max /  (respectivamente min /).
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Algebra. 277
Algebra dc diferencíale?*. 170 
Algebra dc los valores absolu

tos. 25 
demostraciones. 26 

Angulo entre dos gratos, 137 
Aplicación o correspondencia uní

voca. 300 
Area de un triángulo. 289 
Asintota. 257 

de la curva, 257 
horizontal. 257 
vertical. 257 

Axiomas, de cuerpo, 9 
dc orden, 11

Binomio, de Newton. 277 
teorema del, 277 

Biyección. 300

Cálculo. 282
Cartesiano, producto. 299 
Cauchy. teorema del valor me

dio. 217 
Circulo. 286 
Combinaciones. 280 
Complemento. 299 
Concavidad. 250 
Cónicas, ecuaciones. 290 
Conjunto dc los números positi

vos. I I
Construcción dc curvas dc la for

ma y  f[x ), 256 
Continuidad. 103. 127. 300. 
Coordenadas, cartesianas. 188 

polares, 291 
rectangulares. 291 
transformación. 291 

Cosenos directores, 292 
Curvas particulares. 256

Decreciente, función, 300 
Derivabihdad, 127
Derivación, de ecuaciones para- 

métricas, 136 
de las funciones algebraicas. 128 
dc las funciones trigonométri

cas. 130

Derivación, en cadena. 132 
implícita, 134 

Derivada. 124. 250 
aplicaciones geométricas de 

la. 137
dc la función recíproca. 133 

Derivadas (tablas). 284 
dc orden superior. 133 

D e s i g u a l d a d  dc C a u c h y *  
Schwarz. 14 

Desigualdad triangular, 13 
Desigualdades. 12 
Determinantes, de segundo or

den. 281 
dc tercer orden, 281 

Diferencia de conjuntos. 299 
Diferenciales. 169 

álgebra de. 170 
dc órdenes superiores. 170 

Discontinuidad. 103. 105 
evitable. 105 

Distancia entre dos puntos, 289. 
292

Dominio dc una función. 300

Ecuación, cuadrática. 280 
cúbica. 280 

Ecuaciones, cónicas. 290 
de una recta. 290 

Elipse. 286. 290 
Entorno. 49. 300 
Equivalencia. 299 
Error. 50
Extremos dc las funciones, 190

I-actores y desarrollos. 278 
Factoriales. 279
Función, constante (teorema). 213 

continua, 104, 300 
convexa. 254 
creciente, 188, 203. 300 
decreciente, 188. 203. 300 
definición. 300 
dcrivable, 124 
exponencial. 282
homográfica. 262 
impar, 258 
inversa. 300 
monótona. 300

306

Función, par. 258 
racional. 301 

Funciones, algebraicas, deri
vación. 128 

extremos dc las, 190 
logarítmicas. 283 
trigonométricas. 130. 283. 295

Geometría. 286
Geometría analítica del espa

cio. 292 
Geometría analítica plana, 289 
Glosario, 299 
Grafos. trazado dc. 256

Hipérbola. 290

Inducción, demostración por, 34 
Inducción matemática, principio 

dc, 35 
Inductivo, conjunto. 300 
Infinito, limite. 78. 301 
Inflexión, puntos dc, 256 
Intereses y anualidades, 278 
Intersección. 299 
Intervalos. 297 
Inyección. 300

Ley de transitividad, 11 
Ley dc tricotomía, 11 
Leyes de exponentos. 277 
Leyes fundamentales. 277 
L'Hospital. regla de. 218. 301 
Limitc.de funcioncs(tcorcmas). 55 

de la raiz dc una función (teo
rema), 57 

de una función. 45 
definición. 300 
infinito. 301 
por la derecha, 300 
por la izquierda. 300 

Limites de la forma lim f ix 'f '"  = 
= C. 85 

Limites laterales. 70 
Limites que contienen infinito. 78 
Longitudes de la tangente, normal, 

subtangente y subnormal. 138

Máximos y mínimos, 190. 203. 303
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Nomenclatura. 285 
Núm eros, complejos, 277 

naturales, 34. 92 

reales. 9

Orden, parcial. 300 
preservación del. 188 
relación. 300 
total. 300

Paralelepípedo. 287 
Paralclogram o, 287 
Pendiente de una recta. 289 
Permutaciones, 279 
Pirám ide, 287 
Plano, ecuación, 292 
Polígono regular. 287 
Polos, 105 
Positividad. 11
P re se rv a ció n  de la  c o n t in u i

d a d . 103
Preservación del orden, 188 
Princip io  d c buena ordenación, 35 
Princip io  dc inducción comple

ta. 35 
Prism a, 288
Producto cartesiano. 299 
Progresión, aritmética, 279 

geométrica, 279 
Prolongación continua, 105 
Proxim idad, 28
Prueba dc la  primera derivada, 215 
Prueba d c la  segunda derivada, 2 15

Razones y  velocidad, 177 
Reales, números, 9 
Reciproca, aplicación, 300 

Recta, ecuaciones de una, 290 
Recurrencia,demostración por, 34 
Regla d c L ’H ospital, 218 
Relación, 299
Rolle, teorema dc. 159, 209

Serie, d c M aclaurin, 282 
d c Ta y lo r, 282 

Sím bolos, 297-298 
Sobreyección, 300 
Subconjunto, I I .  299 
Sum a d c números, 279

Tablas, funciones trigonométri
cas. 295 

Tangente a  una curva. 256 
Técnicas para hallar m áxim os o 

m ínim os, 192 
Tenedor, teorema del, 214 
Teoremas: 

álgebra dc las derivadas, 128 
d c acotación. 104 

de aproximación lineal, 251 
d c concavidad. 250 
d c la  cuerda tangente, 251 
d c la  diferencia constante, 214  
d c la  función constante, 213  
dc la  tangente, 294 
d c monotonía, 214 
d c Rolle, 159, 209

Teoremas:
del binomio, 277 
del cero, 105 
del coseno, 294
del extremo global cóncavo. 251 
del extremo local cóncavo. 250 
del incremento local, 189 
del sandwich, 58 
del seno. 294 

del tenedor, 214  
del valor extremo, 104 

del valor intermedio, 105 
del valor medio d c Cauchy, 2 17  
del valor medio para primeras 

derivadas, 209 
del valor medio para segundas 

derivadas, 246 
fundamentales sobre las funcio

nes continuas, 104 
lim ite dc la raíz d c una fun

ción. 57 
principio dc inducción matemá

tica, 35
sobre limites dc funciones, 55 

Trazado de grafos, 256 
Trigonom etría, 293

V a lo r absoluto, 12 ,25  
desigualdad triangular, 12 

Variación, tablas de. 259-269 
Velocidad, 177, 302
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